Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


m  «^l  l  immmwmrmg^^ 


\ 


') 


î 


,y 


f 


■T"i*" 


?^*r     ■    • 


c/ 


A  /r    ^/^ 


^«-' 


iWVlVP 


EXERCICES 


DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


f 


f 


^ 


EXERCICES 


DE 


CALCUL  INTÉGRAL 


SUR 


DIVERS  ORDRES  DE  TRANSCENDANTES 

ET  SUR  LES  QUADRATURES  ; 

Par  a.  m.  le  gendre,  Membre  de  l'Académie  royale  des 
Sciences  et  du  Bureau  des  Longitudes ,  de  la  Société  royale  de 
Londres,  etc. 

TOME  SECOND, 


PARIS, 

M^  "V'  COURCIER,    IMPRIMEUR -LIBRAIRE    POUR    LES    MATHÉMATIQUES; 

rue  du  Jardinet,  n*  la^  quartier  Saint- André-des-Arc3. 

^817. 


rv>- 


l 


f 


^ 


AVERTISSEMENT. 


Ijb  volume  précédent,  publié  en  1811,  fut  suivi  d'un  Sup- 
plément à  la  première  partie,  qui  parut  au  commencement 
de  18 13.  Je  regardais  alors  l'Ouvrage  comme  terminé,  et  je 
ne  pensais  guère  à  lui  donner  une  continuation  ;  mais  les  tra- 
vaux récens  de  plusieurs  Géomètres  sur  les  intégrales  définies, 
et  de  nouveaux  moyens  que  j'ai  aperçus  de  perfectionner  la 
théorie  exposée  dans  la  seconde  partie,  m'ont  engagé  à  publier 
successivement  la  quatrième  et  la  cinquième  parties,  l'une 
en  juin  i8i4,  l'autre  en  août  181 5.  Revenant  ensuite  à  la 
théorie  des  Fonctions  elliptiques ,  qui  est  l'objet  principal  de 
cet  Ouvrage,  j'ai  cru  devoir  donner,  avec  tout  le  détail  néces- 
saire., des  méthodes  propres  à  construire  les  Tables  ellip- 
tiques :  j'en  ai  pris  occasion  de  traiter  quelques  points  de  la 
théorie  de  ces  fonctions,  et  de  simplifier  surtout  les  formules 
relatives  aux  approximations  ;  enfin  Yy  ai  joint  quelques 
Tables  utiles  dans  la  pratique,  et  particulièrement  celle  qui 
donne,  avec  douze  décimales  ou  plus,  les  logarithmes  des 
fonctions  complètes  F'c,  E'c;  Table  qui  m'a  coûté  beaucoup 
de  peine  et  de  temps,  malgré  toutes  les  ressources  que  j'ai 
pu  tirer  de  l'analyse. 

Cette  partie,  intitulée  Construction  des  Ihbles  elliptiques, 
qui  a  été  publiée  en  juillet  1816,  devra  commencer  le  troi- 
sième volume  ;  mais  il  reste  à  construire  une  suite  de  Tables 
par  le  moyen  desquelles  on  puisse  trouver,  sans  un  calcul 
trop  pénible,  la  valeur  de  chacune  des  fonctions  F  et  E,  cor- 
respondante à  des  valeurs  données  du  module  et  de  l'ampli- 
tude. 
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^]  AVERTISSEMENT. 

En  attendant  que  ce  travail,  qui  compléterait  le  troisième 
volume,  soit  exécuté,  je  donne  en  ce  moment,  pour  termi- 
ner le  second  volume,  une  sixième  partie  qui  contient  plu- 
sieurs applications  de  la  théorie  des  Fonctions  elliptiques, 
propres  à  en  faire  sentir  tous  les  avantages. 

Les  améliorations  successives  qu'ont  reçues  quelques  par- 
ties de  cet  Ouvrage,  et  la  liberté  que  me  laissait  son  titre,  me 
serviront  d'excuse  auprès  des  lecteurs  bienveillans ,  pour  les 
imperfections  nombreuses  qu'ils  y  remarqueront.  Si  je  pou- 
vais espérer  d'en  donner  par  la  suite  une  seconde  édition,  il 
me  serait  facile  alors  de  faire  disparaître  une  partie  de  ces 
imperfections,  en  refondant  les  articles  qui  traitent  d'un 
même  sujet,  et  mettant  plus  d'ordre  dans  les  matières.  Mais 
cette  circonstance  n'étant  guère  probable,  je  me  croirai  suffi- 
samment récompensé  de  mon  travail,  si  on  juge  que  j'ai  atteint 
le  but  principal  que  je  me  suis  proposé,  celui  de  mettre  dans 
tout  son  jour  la  théorie  des  Fonctions  elliptiques ,  et  de  faire 
voir  qu'un  nouvel  algorithme ,  fondé  sur  cette  théorie,  peut 
servir  à  étendre  les  applications  du  Calcul  intégral,  en  soumet- 
tant à  un  calcul  régulier  et  uniforme,  semblable  à  celui  des 
fonctions  circulaires  et  logarithmiques,  toutes  les  formules 
que  les  Géomètres  avaient  ramenées  jusqu'ici  à  la  rectification 
des  sections  coniques ,  et  une  infinité  d'autres  encore  plus 
composées, 

Paris,  le  i*^  join  1817. 


\ 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


QUATRIÈME  PARTIE. 

SECTION  PREMIÈRE. 

S  I,  Propriétés  générales  des  intégrales  Eulériennes^  pag,  5 

Les  intégrales  désignées  en  général  par  (^p ,  q)  ,  s'expriment  par  la  fanction  ta^ 
qui  ne  dépend  que  de  la  seule  quantité  a.  Celle-ci  est  une  fonction  continue  de  a^ 

représentée  par  Tintégrale /Sx  f^—j      ,  prise  entre  les  limites  a:=o,  x=i  : 

elle  8«ppoas  a  po^tif « 

L'équation  r  (i  -(-  a)  =ara  sert  à  passer  d'une  période  à  k  suiyamte.  C'est  la 
première  propriété  générale  dçs  fonctions  r. 

L'équation  des  complémens  est  la  seconde  propriété  ;  il  y  en  a  une  dans  chaque 
période»  9 

Trobième  propriété  des  fonctions  r  ^  i3 

Application  de  ces  propriétés  à  la  réduction  des  intégrales  (p,  g),  dans  lliypo- 
thèse  où  pt  et  ç  sont  des  fractions  ratiozwelles,  1,5 

§  IL  Recherches  ultérieures  sur  les  propriétés  des  Jonctions  T  y      16 

La  séné  harsocnique  dont  les  ternes  sont  élevés  i  une  oiéme  puissance ,  peut  être 
sommée  par  les  Goefficiens  différentiels  de  la  fonction  log  r  (i  +^)>  17 

Quatrième  et  cinqnièsae  propriétés  générales  des  fonctions  r»  12 1 

Propriété  générale  qui  renfetme  toutes  les  précédentes^  à  compter  de  la  troi- 
sième^ aS 

Tableau  général  de  toutes  les  propriétés^  126 

§  IIL  Réduction  générale  des  fonctions  Vy  26 

On  prouve  que  la  fonction  Tx  sera  déterminée  par  toute  valeur  de  x ,  si  elle  est 
connue  dans  une  seule  période  »  ou  seulement  dans  une  partie  déterminée  de  cette 
période  :  par  exemple,  depuis  x  =  o  jusqu'à  xr=:-^. 

§  lY.  Formules  pour  réduire  au  moindre  nombre  possible  les  trans-^ 

cendantes  contenues  dans  la  suite  F  -  •  T  - . . . .  T  — "^^ .  n  étant  un 
nombre  entier  donné j  35 

On  fait  voir  que  le  nombre  des  transcendantes  nécessaires  pour  déterminer  toutes 


vîîî  TABLE  T>ES  MATIÈRES. 

|es  autres  ;  est  en  général  celui  qu^  exprime  combien  il  y  a  de  nombres  prenuen  i  n, 
et  moindres  que  i  «• 

§  V.  Propriétés  générales  des  coejfficiens  différentiels  de  la  fonc^ 
^  tian  logTa ,  pag,  44 

L?  premier  coefficient  différentiel  petit  toujours  s'exprimer  par  une  constante 
connue^  jointe  à  une  intégrale  définie  qui  ne  dépend  que  des  logarithmes  et  des 
arcs  de  cercle. 

§  VI.  Divers  exemples  d^ interpolation  y  .5Ç 

Remarque  générale  sur  Tindétermination  du  problème  de  Tinterpolation. 

S  YM.  Des  valeurs  que  prend  la  fonctionVay  lorsque  a  est  négatifs  6q 

En  considérant  Ta. comme  l'ordonnée  d*une  courbe  dont  a  est  Vabscisse ,  l'équa- 
tion r  (t  -f-  a)  =  oVa  sert  à  construire  la  courbe  dans  le  sens  des  abscisses  néga- 
tives. On  obtient  ainsi ,  par  induction >  l'expression  générale  der(*«fc— «x)»  h 
étant  un  entier,  et  x  une  fraction  plus  petite  que  l'unité. 

§  VIII.  Formules  pour  calculer  par  approximation  les  fonctionsV,  65 

Au  moyen  de  deux  tables  auxiliaires ,  on  simplifie  ^  autant  qu'il  est  possible  ^ 
l'usage  des  formules  déjà  données  dans  la  a*  partie» 
Calcul  du  minimum  de  la  fonction  Fa, 

§  IX.  Construction  et  usage  de  la  Table  des  Logarithmes  des  fonc^- 
tiohs  Y  y  f^à 

Pour  construire  la  table  depuis  a  =  i  .oco  jusqu'à  a  =  a.ooo,  on  fait  voir  qu'il 
suffit  de  calculer  directement  les  termes  depuis  a  =  i  .ocx) ,  jusqu'à  a  ss  i  .aBo. 
Interpolation  de  la  fonction  Lra  et  de  ses  coefficiens  différentiels* 
Table  des  logarithmes  de  la  fonction  ra^  85 

SECTION  n. 

.      ■  s,  et  autres  semblables ^  prises  depuis  «  =  O 
jusqu'à  2  =  00,  97 

Formules  pour  sommer  les  deui^  suites 

cos*  «—  — jjp cos  fl9.-|-  -=jj-  cos39  —  etc. 

"û  9  "^  ^  "û  fA  +  ~  sin  39  —  etc.,  104 

Exemple  d'une  différence  finie  et  assignable  entre  deux  intégrales  infinies  j   107 


TABLE  DES  MATIÈRES.  ix 

S  IL   De  V intégrale  Z»  =  /  ^ T^^TJ!; '  ~  »  P^^^   depms 


l- 

X 


xz=zo  jusqvia  or  =  i  ^  pag.  io8 

S  III.  De  r intégrale  ^='  fç^^_^y  ç^^^axy^  P^^^^  ^^"^  ^  ==^ 
jusquia  jczsz  i  ,  i  lO 

S,..     *^     z..      f       1    rw          r   ^àz  sin  sas 

IV.  Del  intégrale  Zi  =  /    ^  ,    ^  . riTT-r — -m  ^^  oMres  sem^ 

blables,  prises  depuis  ;5  =  o  jusqu^à  z  =  oo^  1^5 

§  V.  Formules  propres  à  rendre  plus  étendue  la  théorie  des  inté^ 
,    grales  définies,  ii6 

Une  même  formule  peut  en  fournir  une  infinité  d^autres»  soit  en  partageant  ria*« 
tégrale  en  deux  ou  plusieurs  parties  >  soit  en  employant  les  transformations  néces- 
saires pour  substituer  aux  limites  x=ô|  x=:  i^  les  limites  £=0^2=00,  ou 
réciproquement ,  1  a6— i  3g 

§  VI.  Formules  pour  troui^er  par  approximation  les  différences  Jinies 
.  J^V^  J^*J""*^  lorsque  n  est  un  grand  nombre,  .     i5t 

Les  différens  cas  de  ce  problème  se  résolvent  avec  tel  degré  d'approxînutioa 
qu'on  voudra,  par  les  quadratures,  excepté  celui  où  Ton  a  n^a-|*  1,  et  qui  de- 
mande de  nouvelles  recherches,  i3S 

§  VIL  De  quelques  suites  dont  la  somme  peut  être  exprimée  par  les 
puissances  du  nombre  vr,  157 

On  présente ,  sous  un  même  point  de  vue ,  un  grand  nombre  de  formules  ré* 

pandues  dans  les  ouvrages  d'Euler. 

,     -      P  dm 
Théorème  particulier  sur  la  suite  qui  représente  f ,  1^4 

,  S  Vni.  Formule  pour  la  sommation  des  suites  dont  le  terme  général 
est  donné,  i45 

La  formule  générale  est  susceptible  de  diverses  formes,  lesquelles  ne  sont  cepen-- 
dant  pas  convergentes  dans  toute  leur  étendue. 
Elle  peut  se  réduire  à  une  intégrale  ordinaire ,  soumise  à  certaines  conditions,  i5i 

CINQUIÈME  PARTIE, 

S  L   Usage  de  la  fonction  TJa  ou  — ^ —  pour  trouver   F  intégrale 

^  ,       et  autres  semblables,  prises  depuis  xzszo  jusqvià  xz=:  i ,  1 54 

b 


TABLE  DES  MATIERES. 


Valeur  dfi  Tintégrale  /  /  — \  , 

^ ,      .    r         x^dx 


pag.    i5r 


Valeur  .de  l'intégrale  /  — j- OT^  >  lorsque  l'augle  9  est  commensurable- 

avec  l'augle  droit,  i63 


sm  ax    CCS  oo? 


S  II.  Du  déi^eloppement  des  fonctions   ,    ,  ■ ,    .    ,  ■  ,  etc.^  166 

Les  formules  très-remarquables  qui  naissent  de  ces  déyeloppemens  sont  dîfTé-' 
rentes  selon  que  a  est  ^  6  ou  ^  £  :  dans  le  second  cas ,  elles  contiennent  une' 
partie  entière  dont  il  faut  tenir  compte  , 

''—r-  •  — ;r —  ^^  autres  semb labiés j  prises  <fo- 
yj;MW  or  =  O  Jusqu'à  x  z=z  co  ,  174 

Résultats  lorsque  a  est  <^i,  175 

Résultats  lorsque  a  est  >  ft,  ]^8i 

n  y  a  exception  dans  quelques  cas  où  a  est  un  multiple  de  6, 

§  IV.  De  l'intégrale  Zjzss  I  ^ —  dx  sîn  ror  >  ^^  ^M/re^    ^^/w- 

•/   e    — e 

blables^  prises  depuis  x  =  ojusqi/a  at  5=  00  ,  i,85 

§  V.  jD^   V intégrale  f  ^    J^^ma; 

On  fait  Toir  quelles  sont  les  transcendamtes  les  plus  siniples  dont  cette  intégrale 
dépend ,  suivant  les  différentes  valeurs  de  a,  et  suivant  les  différentes  limites  de 
rintégration  ;  ce  qut  donne  liett  de  considérer  un  grand  nombre  de  formules  dont 
quelques-unes  rentrent  dans  les  formules  déjà  connue»» 

Explication  d'un  paradoxe  analytique ,  >â  1 3 

§  VI.  De  quelques  transcendantes  exprimées    en   fractions   eonti^ 
nuesj  21^ 

Explication  de  Terreur  remarquée  pag.  56/,  !'•  partie >  aao 

Exemple  d'une  autre  erreur  qu'on  pourrait  commettre  dans  l'emploi  d'une  frac- 
tion continue,  «222 

S  VIL  De  quelques  formules  relatives  au  développemmt  des  fonc-* 
lions  et  au  retour  des  suites  j  22A 

On  démontre  la  loi  de  la  série  donnée  par  Lagrange,  et  celle  de  plusieurs  autre* 
semblables. 

Formule»  de  Burmann.' 


TABLE  DES  MATIERES.  xj 

S  vin.  Formules  pour  sommer  un  nombre  donné  de  termes  consé-* 
cutifs  dans  le  développement  efe  (i  +  «)%  *  pag.  255 

§  IX.  Méthodes  pour  développer  en  séries  convergentes  Varc  dont 
la  tangente  est  donnée  par  une  Jonction  rationnelle  des  sinus  et 
cosinus  £un  autre  arc  indéfini,  aSS 

On  fait  voir  que  ce  développement  peut  toujours  s'effectuer  par  un  nombre  déter*- 
miné  de  suites  régulières  et  toujours  convergentes. 
Intégrales  définies  qu'on  peut  tirer  de  ces  développemens ,  a^S 

§  X.  Théorèmes  sur  une  espèce  particulière  de  fonctions  algébriques 

nées  du  développement  Je  (  i  —  nxz  +  2')  *>  247 

§  XL  D'une  autre  espèce  de  fonctions  plus  générales  et  tirées  de  la 


même  source  , 


a65 


Ces  fonctions ,  ainsi  que  les  précédentes ,  sont  celles  dont  on  fait  usÂge  dans  la 
théorie  de  l'attraction  ;  elles  présentent  un  grand  nombre  de  belles  propriétés , 
relatives  principalement  à  la  théorie  des  intégrales  définies. 

§  XII.  Du  Développement  de  la  puissance  (i  +  a*— aacos^)"% 
n  étant  un  nombre  fractionnaire  ,  274 

Le  développement  y  pour  chaque  valeur  déterminée  de  n,  dépend  de  deux  seules 
transcendantes  ^  de  sorte  qu'avec  deux  coefiiciens  de  la  suite  cherchée ,  on  peut 
former  tous  les  antres. 

Formule  pour  trouver  immédiatement  la  valeur  approchée  «d'un  terme  éloigné 
quelconque ,  A78 

Méthode  pour  calculer  d'une  manière  &ûre  la  série  des  coefiiciens  »  sans  craindre , 
4lans  aucun  cas,  la  multiplication  des  erreurs ,    .  s8l 

Formules  pour  déduire  le  développement  de  D""  du  développement  de  D"""  ', 
et  réciproquement ,  a8a — a85 

Dans  le  cas  de  it  =  ^f  les  coefiiciens  se  déterminent  par  les  fonctions  ellip-* 
tiques ,  ^8S 

Exemples  pour  les  cas  de  a^=Yô,  û  =  ï>  a  =  o.7ii33a3,  aSg— agS 

Transformations  pour  rendre  plus  convergente  la  série  qui  donne  le  développement 

de  la  fonction  D""  * ,  395—397 

Formules  pour  calculer  les  coefiiciens  différentiels  de  la  fonction  P(a),  299 — 3o8 

Kécapitulation  des  propriétés  générales  de  la  fonction  P  (A^  n)  ,  qui  représente 
un  coefiicient  quelconque  du  développement  de  D"*,  3o8— 3ii 


xij  TABLE  DES  MATIÈRES. 

SIXIÈME  PARTIE. 

Section  I-  Du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un 
pointJixCy  P^S'  ^*^ 

On  donne  les  équations  générales  dn  mouvement >  simpIiGées  par  la  considération 

des  axes  principaux. 
Applnation  de  ces  formules  au  cas  (tù  les  forces  acct'fératrices  sort  nulles ,     3j  9 
D*après  Vétat  initial  du  mouvement ,  on  détermine  la  position  de  la  directrice-^ 

telle  que  les  deux  constantes  A'  et  B'  soient  nulles ,  ce  qui  permet  de  ramener  tout 

d*ua  coup  au  premier  ordre  les  équations  différentielles  du  mouvement  > 

Equation  des  forces  vives ,  3q3 

Solution  du  cas  particulier  où  Von  a  B  =:  C  ^  ibid. 

Développement  des  formules  générales,  32-4 

La  solution  sera  différente  selon  que  Faxe  principal  AL^  dont  on  considère  le 
mouvement^  est  rojre  moyens  ou  l'un  des  axes  extrêmes* 

Première  solution/  ALa  étant  Vaxe  moyen  ^  S26 

Le  corps  fait  autour  de  son  axe  moyen  des  oscillations  dont  Tétendue  est  moindre 
que  r8o^,  tandis  que  cet  axe  a  un  mouvement  de  nutation  par  lequel  il  8*approche 
et  s'éloigne  alternativement  des  deux  pôles  de  la  directrice.  Chaque  oscillation  se 
fait  dans  le  même  temps  qu'une  natation  ^  et  l'état  du  système  par  rapport  à  la 
directrice,  se  retrouve  le  même  après  un  intervalle  de  deux  oscillations  ou  de  deux 
nutations. 

Si  Ton  a  cosa^i— ^m=  o.  Taxe  moyen  s'approchera  continuellement  de  la  di« 
rectrice  ;  et  après  la  réunion  de  ces  deux  axes ,  qui  a  lieu  sensiblement  au  bout  d'un 
temps  assez  courte  le  corps  n'aura  plus  qu'un  mouvement  de  rotation  uniforme  au- 
tour de  la  directrice,  33a 

Le  temps  d'une  oscillation ,  et  en  général  Ta  position  du  corpâ  par  rapport  à  It 
directrice ,  se  détermine  par  les  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce. 

Quant  à  la  position  absolue  du  corps  dans  l'espace ,  elle  est  donnée  par  l'angle  ^, 
qui  mesure  la  longitude  du  méridien  où  se  trouve  à  chaque  instant  l'axe  principal 
AL.  Cet  angle  9  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce; 
mais ,  pour  tout  intervalle  de  temps  qui  comprend  un  nombre  exact  d'oscillations 
ou  de  nutations,  il  s'exprime  parades  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde 
espèce ,  336 

Développement  du  cas  particulier  où  F  on  a  wi  =  —  i  ,  337 

On  fait  voir  que  les  intégrales  exactes  qu'on  obtient  dans  ce  cas ,  donnent  la 
même  solution  qu'on  a  déjà  obtenue  pout  le  cas  où  deux  des  trois  axes  principaux 
ont  des  niomens  d'inertie  égaux* 
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jipplication  des  formules  au  second  cas  du  problème^         pag.  SSg 

Ce  cas ,  considéré  aDalytiquement ,  ne  difFère  pas  du  premier  >  et  conduit  aux 
munies  réâuitats. 

Foiwules  particulières  pour  le  cas  oîi  Vaxe  de  rotation  primitif  est 
très-'près  de  taxe  du  plus  grand  moment  ASI^  54 1 

Cas  ou  le  mouvement  est  le  plus  complique ,  54? 

Seconde  solution,  AL  étant  faxef  du  plus  grand  moment,  344 

Il  7  a  deux  cas  :  dans  Fun ,  le  corps  ne  peut  faire  que  des  oscillations  d'une  éten« 
due  moindre  que  1 8o®  autour  de  son  axe  principal  AL  ;  dans  l'autre ,  il  tourne  san» 
cesse  dans  le  même  sens  autour  de  cet  axe.  Dans  le  premier  cas ,  la  nutation  de 
Taxe  est  telle,  que  la  distance  DL  varie  depuis  90®  —  C  jusqu'à  90** +  C.  Dana  le 
second^  la  nutation  est  telle ,  que  la- distance  DL  est  toujours  moindre  que  90^. 

Dans  les  deux  cas ,  la  position  du  corps  par  rapport  à  la  directrice  fixe  se  déter- 
Inîne  par  lea  seules  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce.  Quant  à  la  position 
absolue  dans  l'espace^  elle  dépend  toujours  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième 
espèce. 

En  général  on  peut,  au  bout  d^un  femp»  donné  quelconque,  déterminer  avec  tel 
degré  d'exactitude  qu'on  Toudra ,  la  position  absolue  de  Taxe  AL  dans  T'espace , 
et  celle  du  corps  par  rapport  à  cet  axe. 

Du  cas  où  faxe  de  rotation  initial  est  très^près  de  taxe  du  plus  grand 
moment  Ah  j  35 1 

Recherche  de  Vaxe  de  rotation  et  de  ta  vitesse  angulaire  à  chaque 
instant,  .  555 

On  observe  que  la  vitesse  angulaire  est  toujours  réciproquement  proportionnelle 
an  cosinus  de  la  distance  de  l'axe  de  rotation  à  la  directrice  :  d'où  il  suit  que  l'axe 
de  rotation  ne  peut  jamais  s'éloigner  jusqu'à  90®  de  la  directrice. 

On  prouve  que  dans  tous  les  cas ,  l'axe  de  rotation ,  considéré  relativement  au 
méridien  mobile  où  se  trouve  Taxe  principal  AL ,  décrit  une  sorte  d'ellipse ,  par  uît 
mouvement  coordonné  avec  ceux  d'oscillation  et  de  nutation,  de  manière  qu'après 
fltaé  période  de  deux  oscillations'  otr  de  deiàc  nutations  ,•  le  système  est  rétabli'  dans  le 
même  état  par  rapport  à  la  directrice. 

Remarque  sur  le  mouvement  de  Vaxe  de  la  Terre,  363 

Section  II.  Du  mouvement  d^un   corps  attire  vers  deux  centres 
fxes,  566' 

Analyse  du  problème ,  en  supposant  que  la  courbe  décrite  est  située  toute  entière 
dans  un  même  plaur 
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.  Connaissant  la  vitesse  initiale  et  la  position  du  point  pris  pour  origine  du  mouve* 
ment  relativement  aux  centres  des  forces ,  on  peut  décider  immédiatement  si  Tor- 
bite  s'étend  ou  ne  s* étend  pas  à  TinGni. 

On  ne  considère^  dans  cet  ouvrage ,  que  les  seuls  cas  où  Torbite  est  renfermée  dans 
un  espace  fixe ,  pag.  37a 

Les  différens  cas  du  problème  se  rapportent  à  deux  systèmes  :  dans  le  premier  > 
la  valeur  dep*  est  toujours  comprise  entre  les  deux  limites  m  et  m'  ;  dans  le  second , 
p*  varie  depuis  m  jusqu'à  zéro. 

Remarque  sur  Remploi  des  Variables  p  et  tj  ^  874 

Par  le  moyen  de  ces  variables  ^  on  détermine  facilement  les  différens  points  d'in- 
tersection de  la  courbe  avec  l'axe,  lesquels  servent  à  compter  les  révolutions  et 
demi-révolutions  du  corps  dans  son  orbite. 

Ces  variables  cessent  d'être  réelles,  lorsque  la  courbe  passe  par  l'un  des  cen-* 
très  F  et  G  î  ce  qui  donne  lieu  à  exception  dans  les  formules  du  mouvement. 

jPu  cas  particulier  ou  Vune  des  forces  est  nulle  j  679 

Alors  la  courbe  décrite  est  une  section  conique. 
On  détermine  le  temps  du  mouvement  dans  Tellipse. 

Du  cas  particulier  oit  Von  amzsirri  dans  le  premier  système  j      58  a 

Alors  la  courbe  décrite  par  le  concours  de  deux  forces  attractives  est  encore 
une  ellipse. 

On  détermine  le  temps  de  la  révolution,  et  on  compare  ce  temps,  à  celui  qui 
aurait  lieu  dans  l'hypothèse  des  deux  forces  réunies  dans  le  même  foyer, 

'   Solution  d'une  difficulté  analytique,  385 

Du  cas  particulier  oïlft  B  =  — A,  588 

ê' 

L*eIIipse  peut  encore  être  décrite ,  en  donnant  une  valeur  convenable  à  la  vitesse 
initiale  ;  mais  alors  le  mouvement  du  corps  est  un  mouvement  d'oscillation  dans 
la  demi-ellipse  terminée  aux  extrémités  du  petit  axe.  On  détermine  le  temps  de 
cette  oscillation. 

Du  cas  particulier  ou  l'on  a  C  -|-  C'==o,  389 

Il  y  a  une  infinité  de  courbes  algébriques  comprises  dans  ce  cas  particulier.  Ce 
sont  toutes  celles  qu'Euler  a  indiquées  dans  les  Mém.  de  Berlin,  année  1760. 

Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  premier  système ^  391 

Ces  cas  sont  au  nombre  de  deux;  l'équation  de  la  courbe  est  toujours  de  la  forme 
ftF(c,'4')  —  feF(c,  •)  =  F(»,  Ç);  elle  pourrait  se  réduire  à  deux  termes  ,  savoir, 
^F(c,Ç)  =  F(«,  Ç)-,  d'ailleurs  le  coeificient  h  est  toujours  donné  par  les  deux 
modules  c  et  ». 
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Mecherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  secpnd  sjrstèmé,  p.  SgS 

Ces  cas  principaux  se  réduisent  à  quatre ,  dans  lesquels  réquation  de  la  courbe 
décrite  est  toujotirs  de  la  forme  AF  (c ,  4)  =  F  («,  {)  —  F  (  * ,  i  ) ,  h  étant  donné  ea 
fonction  des  modules  c  et  ». 

Tableau  général  des  cas  principaux  du  problème^  4^9 

Développement  du  cas  I,  l^\% 

On  détermine  les  intersections  successiyeé  de  la  courbe  avec  Taxe,  par  lesquelles 
sont  terminées  toutes  les  demi-révolutions. 

On  prouve  que^  quand  le  corps  passe  detix  fois  par  un  même  point,  la  tangente 

de  Vorbite,  si  elle  n'est  pas  la  même  dans  les  deux  cas>  doit  être  également  inclinée 

sur  la  droite  qui  divise  en  deux  parties  égales  Fangle  des  deux  rayons  vecteurs^  J^\S 

ftF'r 
Si  la  quantité  -=;—  est  rationnelle,   Torbite  rentrei^a  sur   elle-même  après  im 

-eertaîn  nombre  de  révolutions ,  et  cette  période  de  mouvement  se  renouvellera  à 

rinfini*  C'est  ce  qui  aura  toufours  lieu  si  Torbite  est  une  cotrrbe  algébrique. 

'  ^  ^F*c  . 

Au  contrfflre,  si  la  quantité  -=—  esX  irrationnelle,  l'orbite  sera  composée  d'une' 

infinité  de  révolutions ,  foutes  différentes  les  unes^  des  antres. 

Détermination  des  apsides  supérieures  ei  inférieures ,  c'est-à-dire  des  points 
dans  lesquels  l'orbite  touche  les  ellipses  termînatrices  p^=:m,  p*z=im\  ^iS 

Formules  pour  trouver  le  teâips  que  le  corps  met  à  parvenir  â  un  point  déter-' 
miné  de  son  orbite,  après  tant  de  révolutions  qu'on  voudra.  Ce  temps  dépend  en 
général  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce,  ^ai 

Aéciproquemenf ,  on  détermine  la  position  du  corps  après  un  temps  quelconque 
aussi  grand  qu'on  voudra ,  4^S 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  caê  ï,     l^iiQ 

En  supposant  »  =  c ,  et  k  égal  à  une  quantité  rationnelle  ^  a ,  on  trouve  une 
infinité  de  cas  dans  lesquels  l'orbite  est  une  courbe  algébrique. 

Les  suppositions  »=:c'',  »=c^^,  etc.,  font  connaître  pareillement  tant  d'autres 
séries  qu'on  voudra  de  courbes  algébriques. 

Du  cas  particulier  où  V^on  arr{^=:o,  4^4 

Alors  la  courbe  décrite  est  du  genre  des  spirales  ;  elle  fait  une  inSinîté  de  révolu- 
tions autour  de  la  droite  FG^  considérée  comme  une  ellipse  infiniment  petite. 

Développement  du  cas  II ,  4^5' 

On  détermine ,  comme  dans  le  cast,  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  et 
ses  apsides,  tant  supérieures  qu'inférieures. 
Fonanies  pouï  calculer  le  temps  i  .   4^ 
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Des  eourhes  algébriques  qui  satisfont, aux  formules  du  cas  II,  pag.  ^Ifi 

J  =  à  une  fraction  rationnelle  plus  grande  que 

•^>  on  aura  une  série  inEoie  de  courbes  algébriques  qui. satisferont  au  problème. 
Les  suppositions  «  =  c%  x  =  c^  etc.  y  fourniront  chacune  une  semblable  série* 
L'échelle  des  modules  étant  prolongée  dans  un  sens  inverse^  on  pourra  faire 
semblablementxrnc'y  k=c",  etc.,  ce  qui  donnera  de  nouvelles  séries;  mais  il  faut 
''  observer  que  celles-ci  supposent  les  deux  forces  A  et  B  de  signes  contraires ,  c'est- 

à-dire  l'une  attractive  et  l'autre  répulsive. 

.  Du  cas  particulier  ou  ton  a  a,z:=,  et',  44^ 

Développement  du  cas  III ,  44/ 

'  La  courbe  décrite  est  toujours  circonscrite  par  Tellipse  p*^zm  qu'elle  touche 

dans  toutes  ses  apsides  supérieures. 

Les  apsides  inférieures  sont  en  même  temps  des  intersections  de  la  courbe  scyep 

l'axe  ^  savoir  >  celles  qui  ont  lieu  entre  les  deux  centres 'des  forces. 

kF*c 
La  courbe  rentrera  sur  elle-même^  si  la  quantité -=77—  est  rationnelle  :  dans  le 

cas  contraire  y  elle  fera  une  inEnité  de  révolutions  toutes  inégales  entre  elles ,  et 
renfermées  dans  l'ellipse  terminatrice  p^  =  m. 

Formules  pour  déterminer  le  temps  du  mouvement,*  4^9 

Du  cas  particulier  ou  Von  a  ni  -zznm,  4^5 

Il  y  a  9  dans  ce  cas ,  une  infinité  de  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  pro- 
blème; elles  sont  d'ailleurs  comprises  dans  l'hjrpothèse  du  n'  10a. 
^  Du  cas  ou  la  courbe  des^ient  algébrique j  4^^ 

Outre  les  cas  déjà  remarqués,  on  en  obtient  une  infinité  d'autres  par  les  sup- 
positions »  =  c* ,  »  =  c**,  etc. 

Développement  du  cas  IV,  4^7 

Les  observations  faites  sur  le  cas  III  s'appliquent  aux  formules  du  cas  lY. , 
Le  temps  se  déduit  des  formules  déjà  connues ,  et  on  trouve  aemblablement  les 
courbes  algébriques  qui  satisfont  au  problème. 

Du  cas  particulier  où  l'on  ^  B  =  Amm\  4^8 

La  courbe  décrite  est  transcendante  ;  mais  elle  est  très-remarquable  par  sa  figure 
composée  d'une  infinité  de  feuilles  qui  s'approchent  graduellement  de  l'un  des  cen« 
très  d'attraction. 

Développement  du  cas  Vy  4^' 

Ce  cas  et  le  suivant  se  distinguent  des  précédens^en  ce  que  la  courbe  décrite 

nembrasse 
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n  embrasse  que  Tua  des  centres  dans  aea  diverses  révolutions.  D^âilleurs  cette 

AF'c 
courbe  rentre  sur  elle-même ,  si  la  quantité  -r^-r—  est  rationnelle  ;  et  dans  le  cas 

Jb  » 

contraire^  elle  est  composée  d  une  infinité  de  révolutions  toutes  inégales  entre  elles. 
On  détermine  dans  quels  cas  la  courbe  peut  passer  par  le  centre  qui  est  com- 
pris dans  ses  révolutions.  Ces  cas^  donnent  lieu  à  exception  dans  les  formules  gé- 
nérales. Cependant  on  peut  avoir  une  idée  de  la  continuation  du  mouvement^  en 
altérant  infiniment  peu  les  données  nécessaires  pour  que  Torbite  passe  par  le  centre. 

Des  courbes  algébri^fues  qui  satisfont  au  cas  V^j  pag,  464 

Exemple  dune  courbe  décrite  par  un  mouvement  d*oscillation >  dans  lequel  la 
vitesse  est  nulle  aux  deux  apsides  supérieures. 

Autre  cas  très-remarquable ,  dans  lequel  Torbîte  passe  par  le  centre  G,         4^^ 

On  déduit  de  Tanalyse  ^  que  le  corps  doit  décrire  Torbite  anguleuse  terminée  au 
centre  G  ',  mais  de  manière  que ,  parvenu  à  ce  ceàtre ,  il  revienne  sur  ses  pas  en 
suivant  la  même  route  y  ce  qui  produit  encore  un  mouvement  d'oscillation. 

Ce  résultat  de  Tanaljse,  qui  parait  peu  admissible,  est  cependant  justifié  par  le 
calcul  de  la  courbe  décrite^  lorsque  la  vitesse  initiale  est  supposée  très-peu  différente 
de  celle  qui  fait  passer  Torbite  par  le  centre  des  forces,  Al^'^^fyj^ 

Cas  particulier  où  le  corps  décrit  librement  un  arc  d*hyperbole  par  un  mouve- 
ment d'oscillation  ^  4^0 

Développement  du  cas  VI,  ifi  i 

Ce  cas  a  beaucoup  d*analogie  avec  le  cas  Y,  mais  il  faut  une  formule  particu- 
lière pour  déterminer  le  temps. 

Du  cas  particulier  où  ton  a  m':=zmj  4^5 

Les  courbes  algébriques  qui  sont  comprises  dans  ce  cas  particulier  >  font  partie 
de  celles  dont  on  a  fait  mention  dans  Tart.  loa^  et  qui  satisfont  à  la  condition 
C  +  C  =  o.  ^ 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  VI j  ■    4^6 

On  peut  en  trouver  tant  de  systèmes  qu'on  voudra  ^  difFérens  de  celui  que  donne 
le  cas  de  m'  =  m. 

Solution  du  problème  général,  lorsque  la  courbe  décrite  est  à  double 
courbure  j  ^  488 

On  donne  l'analyse  du  problème  d'après  la  méthode  d'Euler.  Elle  conduit  à  une 
équation  différentielle  séparée,  dont  Tintégrale  est  l'équation  de  la  courbe  dé- 
crite dans  le  plan  mobile  FMG.  On  obtient  ensuite  l'expression  du  temps  er  celle 
de  l'angle  décrit  par  le  plan  mobile  autour  de  la  ligne  des  centres  y  lesquelles  sont 
comp'^sées  chacune  de  deux  intégrales  additives ,  et  qui  dépendent  en  général  des 
fonctions  elliptiques  du  troisième  ordre.  c 
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On  développe  cette  solution  dans  Thypothèse  que  l'orbite  ne  s'étend  point  à  Tm- 
fini.  Il  en  résulte  que  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  FMG ,  est  circonscrite 
par  un  trapèze  hyperbolico-elliptique ,  dont  elle  doit  toucher  les  côtés,  ce  trapèze 
étant  situé  tout  entier  d*un  même  côté  de  l'axe ,  page  496 

Les  formules  générales  offrent  neuf  cas  principaux  à  considérer ,  ce  qui  donne- 
rait lieu  à  former  un  tableau  analogue  à  celui  de  l'art.  i3o.  On  donne  les  formules 
qui  conviennent  à  l'un  de  ces  cas ,  '   5oo 

Cas  particulier  où  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  FMG  est  un  arc 
d'ellipse. 

Autre  cas  où  cette  courbe  est  un  arc  d'hyperbole. 

Troisième  cas  où  elle  se  réduit  à  un  point,  Soi 

Du  mouvement  rectiligned'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes  ,  5oi 

On  considère  toujours  le  seul  cas  où  le  corps  ne  peut  s'éloigner  à  l'infini  \  alors 
il  ne  peut  faire  que  des  oscillations  plus  ou  moins  étendues. 

En  général ,  ces  oscillations  sont  composées  de  deux  ou  trois  parties,  et  le  temps 
nécessaire  pour  les  accomplir  se  détermine  dans  tous  les  cas  par  les  fonctions  el- 
liptiques de  la  première  et  de  la  seconde  espèces. 

Examen  particulier  du  cas  où  le  mobile  serait  situé  entre  les  centres  des  forces 
supposées  toutes  deux  répulsives,  5og 

SECTION  III. 

§  I.  Sur  T attraction  des  ellipsoïdes  homogènes  j  5ï2 

On  démontre  par  la  méthode  d'Yvory,  que  le  cas  le  plus  diiHcile  du  problème, 
celui  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  l'ellipsoïde ,  peut  se  ramener  immédia- 
tement au  premier  cas  où  le  point  attiré  est  situé  dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  ou 
sur  sa  surface.  ^ 

Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  ou  sur 
sa  surface ,  5 1 8 

Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  l'ellipsoïde ,  5a8 
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ipême  manière  dans  ce  second  cas  que  dans  le  premier  ;  la  seule  différence  est  dans 
la  valeur  de  l'amplitude  ç  qui  sert  à  limiter  les  fonctions. 

§  II.  Sur  la  formule  de  la  page  l56^  première  partie  ^  55 1 

On  ylémontre  que  cette  formule  est  comprise  dans  les  formules  générales  de 
l'art.  11 5*  Elle  conduit  d'ailleurs  à  un  résultat  assez  remarquable. 

§  m.  De  V  intégrale  Tj^  =  j  ..^    V^fTï"n  J)^  *  P'^^^^  depuis  ^=  o 
jusqu'à  Çz^^TT^  555 
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EXERCICES 

•  -       .        • 

DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


QUATRIÈME  PARTIE. 


visTTi  partie  est  diyisëe  en  deux  sections. 

Dans  la  première ,  notre  objet  a  été  de  compléter  la  théorie 
exposée  dans  la  seconde  partie  de  cet  ouvrage  ;  nous  nous  sommes 
attachés  surtout  à  développer  avec  toute  l'étendue  nécessaire  ^  les 
propriétés  de  la  fonction  r  y  qui  est  le  lien  mutuel  d'une  multitude 
de  transcendantes  ,  et  la  source  d'où  se  tirent  aisément  toutes  les 
formules  qui  concernent  la  comparaison  de  ces  transcendantes  ; 
leur  réduction  et  leur  évaluation.  Nous  espérons  que  cette  théorie  ^ 
considérée  sous  un  nouveau  point  de  vue  et  augmentée  d'un  grand 
nombre  de  formules  nouvelles ,  méritera  de  fixer  l'attention  des 
Géomètres  ,  et  qu'ils  y  verront  une  nouvelle  branche  d'analyse 
amenée  à  peu  près  au  point  de  perfection  dont  elle  est  susceptible. 

Pour  étendre  davantage  les  applications  de  cette  théorie  ^  il  était 
utile  de  calculer  de  nouveau  avec  un  plus  grand  nombre  de  dé** 
cimales  ^  la  table  qui  termine  la  seconde  partie  ;  c'est  ce  qu'on  a 
exécuté  avec  tout  le  soin  nécessaire  :  on  a  porté  la  précision 
jusqu'h  douze  décimales  ;  et  on  peut  assurer  que  le  douzième 
chiffre  sera  rarement  en  erreur  d'une  unité  ^  jamais  de  plus  de 
deux.  Ces  calculs  ont  donné  lieu  de  rectifier  et  de  porter  à  une 
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étendue  à  peu  près  double  y  la  table  donnée  par  Euler  ^  page  4^6 
de  son  Calcul  diâ*éreiili^  >  popnr  le#  •«Mtmes  ^es  puissances  réci- 
proques des  noAbre^jniiltfrâl^      .,  .    . 

La  seconde  section  contient  diverses  recherches  qui  peuyent 
être  regardées  comme  faisant  suite  à  la  troisième  partie.  On  y 
trouvera  la  ^émbdstrâtidn  d\iil  asséft  gfoûd  neml>r6  lîe  TarmÂles^ 

doift  qnelefues-utiès  lîôiit  où  emièrement  trouveltes^  ou  d'une  dé- 
couverte récente  ;  de  ce  dernier  nombre  sont  plusieurs  intégrales 
défiaies  données  par  M*  Bidone ,  dans  les  Mémoires  de  Turin  ^ 
année  i8ia.  Nous  avons  donné  aussi  quelques  vues  nouvelles  sur 
la  sommation  de  différentes  suites  et  sur  les  formules  qui  servent 
à  trouver  la  si>tntn«  d* toè  felîite  4dl4  U  tJtrtûe  gétiârâl  dt  donné. 
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t 
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PREMIÈRE  SECTION. 

m 

5  I.  Propriétés  génêrcdes  des  intégrales  JEulériennes. 

*  •    •  -  ..  • 

(i). lliNdésjgnantparr^jrîntégrale  |-; — —,  prise  depuis 

ic  =  O  Jusqu'à  jc  =  I ,  Eulcr  ayaît  pour  but  de  comparer  entr^eUes 
les  diverses  intégrales  de  cette  forme  qui  répondent  à  une  même 
Valeur  de  it-)  et  il  supposait  d^dlleurs  les  nombres  p  y  q  ^n  entiers  ; 
mais  on  peut  considérer  les  choses  d'une  manière  p}us  générale. 


1     /* 

Soit  af  =?^ ,  on  aura  la  transformée  -  //'*     4jf  {i-^y) 
mettant  dans  celle-ci  d  et  a  k  la  place  de  ^  et  -  .  elle  deviendra 

]^fjr^'djr{i  '^jy'^y  nouvelle  intégrale  qui  devra  tQuJQurs  étr(^ 

prise  entre  les  limites  y  =  o,  j^=  i. 

De  là  on  voit  que  l'intégrale  faf^'dx  (i— Ar)^",  prise  entre  les 
Kmiles  x=:o,Jc  =  iy  comprend  Tintégrale  d'Euler^  lorsque  p 
et  ff  BQfot  rappoiM  ratioaneifs  ;  mm  elle  pourra  eu  tfeprëaent^  uM 
mfiute  a  autres. 

Nous  désignerons  cette  nouvelle  intégrale  pftr  le  symbole  (;? 9  f)»^ 
qui  ne  laisse  rien  de  sous-entendu  ;  les  nombres  p  ti  q  seront  à 
volonté  rationnels  ou  irratiouueb  ;  mais  ils  devront  être  positifs 
l'un  et  l'autre  ^  parce  que  sans  cette  condition  ^  Tintégrale  aurait 
une  valeur  infinie.  Au  moyen  de  ce  nouveau  symbole^  Tint^ale 
Eulérîenne  s'exprime  ainsi  ^ 

« 

(a),  n  est  eft^entiel  d'observer  qnej'itttég^ale  d^igo^e  V^CPt9) 
peut  ètare  regardée  comme  nne  £KM^a  eon^tînue  4e  ^  et  ^  ^  o« 
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comme  la  troisième  coordonnée  d'une  surface  courbe  dont  p  eiç 
seraient  les  deux  autres  coordonnées.  En  eflfet  ^  si  Ton  fait  croître 
par  degrés  insensibles  l'une  ou  l'autre  des  yariables  ^  et  çr^  la 
fonction  (p  9  ç)  diminuera  de  même  progressivement.  Si  ^  par 
exemple ,  on  augmente  p  de  la  quantité  infiniment  petite  «e  ^  la 

puissance  af~'  deviendra  af^' fi — *log-\  et  l'intégrale  dont  il 

s'agît  diminuera  de   la  quantité  infiniment  petite  •  •  '• 

(3).  Pour  découvrir  plus  facilement  les  propriétés  de  la  fonctioD 
(p  9  9)  >^  est  utile  de  considérer  en  même  temps  les  intégrales 
Ëulériennes  de  la  seconde  espèce.  En  donnant  à  ces  intégrales  la 

forme  /dx  Q'')       y  Euler  supposait  que  les  nombres  p  elç  sont 

entiers ,  et  ^on  objet  était  de  comparer  en tr'elles  les  diverses  valeurs 
de  rintégrale  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  g;  mais  nous 
avons  déjà  observé  qu'on  peut  considérer  l'intégrale  dont  il  s'agit^ 

comme  une  fonction  continue  de  la  variable  -  ,    qu'on   supposera 

positive  ^  mais  qui.  peut  être  un  nombre  quelconque  rationnel  ou 

irrationnel.  Ainsi  nous  regarderons  l'intégrale  y2^  v^y      ^  prise 

depuis  «r  =0  jusqu'à  x=7:  i  ^  comme  une  fonction  continue  de  â, 
que  nous  désignerons  par  Ya^  et  dans  laquelle  a  pourra  avoir  toutes 
les  valeurs^  depuis  11=0  jusqu'à  «s=oq>. 

(4).  SironfaitV=^(/i)^onauraeA^=^(/i)— adb^/i)^^^ 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  j:  =  o  jusqu^à  :r  =  i ,  et 
observant  que  Y  s'évanouît  dans  ces  deux  limites  y  on  aura 

r(a+i)  =»  âiFaj  (1) 

c'est  la  première  et  la  principale  propriété  des  fonctions  T.  L» 
démonstration  que  nous  venons  d'en  donner  suppose  a  positif^  sans 
^ot  y  ne  s'év«K>uirait  pas  lorsque  x  ss  i . 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  L  5 

On  peut  (UsbDguer  dans  les  valeurs  successives  de  Ta  ^  plusieurs 
périodes  ;  la  première  comprise  depuis  a  ==  o  jusqu'à  â  =  i^  la 
seconde  depuis  a  =  i  jusqu'à  a  :=  a ,  et  ainsi  de  suite  à  Tinfîni. 
Gela  posé  ^  il  résulte  de  l'équation  précédente  que  si  Ton  connaît  la 
fonction  F  dans  toute  l'étendue  d'une  de  ces  périodes  ^  on  pourra 
déterminer  cette  fonction  dans  toute  autre  période. 

Par  exemple^  si  la  seconde  période  est  donnée  ,  on  connaîtra  r| 
qui  appartient  à  la  première  période  ^  et  r(^)  qui  appartient  à 
la  quatrième 9  par  les  valeurs  suivantes^  déduites  de  l'équation  (i)  ^ 

r|=5r(|),     r(|)=|.fr(i). 

.  (5).  La  fonction  Ta  est  la  plus  simple  lorsque  a  =  i  ;  alors  on  a 
T(d)=:fdx=:x^=ii.  Donc  lorsque  a  est  un  nombre  entier,  on 
a  généralement 

Ta  =  i.a.S.4-t  •• .  •(^—  i};  Cf) 

« 
c'esl-à-dire  que  la  fonction  Ta  est  égale  au  produit  de  tous  les 

nombres  entiers  moindres  que  a. 

Cette  notion^  fort  claire  lorsque  a  est  un  entier,  ne  présente  plus 
aucun  sens  lorsque  a  est  fractionnaire  ;  mais  l'analyse  y  supplée  en 

donnant   pour  valeur   de    la   fonction,    l'intégrale  yi/o:  T/- Y    \ 

prise  depuis  jr=o  jusqu'à  a?=  i  ;  intégrale  qu'il  sera  toujours  pos* 
sible  d'évaluer  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra. 

(6).  La  fonction  Ta  est  très-remarquable  par  l'utilité  dont  elle  est 
dans  la  théorie  des  intégrales  définies.  Nous  pensons  qu'il  est 
nécessaire  de  lui  imposer  un  nom  particulier ,  et  nous  proposons 
de  prendre  pour  ce  nom  celui  de  la  lettre  grecque  F.  Nous  appel- 
lerons donc  en  général  gamma  du  nombre  ^ ,  le  produit  de  tous  les 
nombres  inférieurs  à  a,  savoir  ,»i  .2.5 (a  —  i  ). 

Lorsque  a  ne  sera  pas  un  nombre  entier,  le  gamma  du  nombre  a 
sera  en  général  une  transcendante.  Mais  nous  verrons  que  ces 
transcendttites  ont  beaucoup  de  propriétés  ,  et  qu'elles  peuvent 


6  EXERCICES  DE  CALCtJL  INTÉGRAL. 

être  évalttëes  darfs  totrs  (es  ea&  dvec  presqti'aitttaiil  de  facilité  i^ae 
les  arcs  de  cercle  et  les  logarijtlmies. 

Réciproquement  le  nombre  a  pourra  être  regardé  comme  Itsy 
posant  ou  la  racine  de  la  fonction  Ta ,  et  nous  le  désignerons  de 
cette  manière, 

■ 

(7).  Revenons  maintenant  à  Ilntégrale  dé&uiefjf^dx  (1 — jp)^% 
que  nous  avons  représentée  par  (py  q).  Cette  intégrale  est  facile 
à  déterminer  lorsque  Tun  des  deux  nombres  /r  et  ^  est  entier. 
Supposons  que  ce  soit  q  y  eX  faisons  V:=za(f(^i  —  •^)^~'^  nous  aurons 
par  la  difierentiation  y 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  or  =  o  jusqu'à  a:  =  i  ^  et  obseï^ 
vant  que  dans  ces  deux  limites  Uest  nul^  puisqu'on  suppose  à  la 
fois  ^  >  o  et  9'>  I ,  on  aura 

»    ^  .  ■       • 

on  aurait  de  la  même  manière 

et  ainsi  successivement^  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  l'intégrald 
fxT'^da:  qui  y  dans  les  limites  données  y  se  réduit  à  -.  Donc  q  étant 
un  nombre  entier^  on  a  généralement 


.  .1  X 


Mais  dans  la  même  bjpothèse  on  a  ^  par  l'équation  (i)^ 

■  i 

donc  la  valeur  de  l'intégrale  trouvée  peut  se  mettre  sous  ceitë 


J^lUtKDME  PARTIE.  SECHON  t 
fonne 

Tprq 


On  aurait  trouyë  le  même  résultat  en  supposant  p  entier  et  ç  un 
nombre  quelconque ,  ce  qui  d^iilleurs  se  voit  immédiatement  en 
mettant  i  —  x  à  la  place  de  x. 

(8).  L'équatiqn  pnscédente  ne  contenant  pins  de  facteurs  en 
nombre  indéfini  y  acquiert  une  plus  grande  généralité  ^  et  ne  sup- 
IK>S6  {dus  que  l'iln  des  deux  nombres  p  et  if  est  entier  ;  car 
4'âillenrs  4)baque  membcp  doit  se  réduire  à  une  ^éme  fonction  de 
p  et  q  y  laquelle  eil 

'  X        g — 1        1      ,  4^1. à — 9       1  tf— i..^-*-a..o— S       i       ,     " 

p  1     'p+i^      i.fl  '    'p+a  i.a.5  *p+S^^^* 

• 

Nous  aurons  donc  ^  quels  que  Sioient  p  et  ^ ,  Téqitatioii 

qui  sert  k  exprimer  généralement  la  fonction  (p  ^  (/)  au  moyen 
des  fonctions  V. 

^  (g).  L'équation  (3)  simplifie  considérablement  la  tbéorie  des 
fonctions  {p,  q)j  puisqu'elle  fait  voir  que  ces  fonctions^  qui 
dépendent  en  général  de  deux  variables ,  peuvent  se  déterminer 
par  la  fonction  t  qui  n  en  contient  qu'une.  Cette  ménie  équation  ^ 
en  établissant  une  relation  entre  les  fonctions  (,p9  ç)  et  lesfonc^ 
tions  T  9  va  donner  les  moyens  de  découvrir  les  propriétés  des 
unes  et  des  autres.  »Bt  d'abord  nu  voit  que  dans  la  fonction  (p  ^  tf)  y 
les  quantités  p  t\  q  peuvent  être  échangées  entr'elles  ^  puisqu'il 
en  résulte  toujours  la  même  valeur  de  (/?  ^  q).  On  a  donc  la 
formule 
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Ou  a  ensuite,  d'après  l'équation  (3), 


<P>  9) 


EëIS 


^(p  +  gy 


et  celles-ci  étant  multipliées  entr'élles  donnent 

Si  Ton  observe  maintenant  que  dans  le  second  membre  de  cette 
équation  deux  des  lettres  pjÇ9r,  peuvent  être  échangées  entr'eiles 
à  volonté^  on  en  conclura  cette  nouvelle  formule 


(P>  9){P'^9y  r)=  iPy  ^)(P  +  ''>  y)=(y.  ^)(9'^''iP)f  (5) 

4 
I 

laquelle  contient  une  propriété  fondamentale  des  fonctions  (p,  q)^ 

Ces  projetés  ^  au  neste  ^  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons 

démontrées  'dans  la  deuxième  partie  ^  reladvement  à  la  fonction 

désignée  par  \^)\  niais  e]ile.s  ont  dans  notre  nouvelle  notation  une 

plus  grande  généralités  puis^'^lles  ne  sont  pas  restreintes  k  la 
supposition  que  p  ei  (f  soient  des  nombres  rationnels. 

(lo).  L'intégrale  {p,  q)  peut  être  déterminée  exactement  lorsque 
^4-^=1;  en  effets  considérons  la  formule 

si  Ton  fait  i  — a?s=  -,  ou  je  ==:-—-,  l'intégrale  aura  pour  trans-^ 

y  laquelle  devra  être  prise  entre  les  limites  2=s:o, 

9:^=00.  Or  EuJer  a  prouvé  que  cette  dernière  intégrale  ;= -: — ; 
isûnsi  on  aura  généralement 
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Mais  par  l'équation  (3)  on  a  aussi 

(a,  1  —  0)  =  -  -^j,^^ — -^  =  rar(i— a). 

Donc  entre  les  fonctions  ra^r(i-— a)^  on  a  cette  équation  très- 
remarquable 

rar(i— a)  = -T-ï— :  (6) 

^  ^  sin  û*  \^/ 


c^est  la  seconde  propriété  générale  des  fonctions  F. 

i(ii).  On  voit  par  cette  équation  que  les  fonctions  Ta^  TÇi — à)^ 
placées  symétriquement  dans  la  première  période^  peuvent  se  dé- 
duire l'une  de  l'autre  y  puisque  leur  produit  est  toujours  une  quan* 
tité  connue.  Et  parce  que  les  racines  a,  i — a^  sont  complémens 
l'une  de  l'autre^  nous  regarderons  la  fonction  r(i-— /i)  comme 
étant  le  complément  de  Ta^  et  réciproquement. 

On  a  déjà  remarqué  que  pour  déterminer  la  fonction  Ta  dans 
toute  son  étendue,  il  suffit  de  connaître  cette  fonction  dans  la  pre- 
mière période^  depuis  a:=:o  jusqu'à  az=zi,  ou  dans  une  autr^ 
période  quelconque ,  comprise  entre  deux  entiers  consécutifs  m  ^ 
m-j-  I.  En  vertu  de  l'équation  (6)^  il  suffira  de  connaître  la  fonc- 
tion Va  dans  la  moitié  d'une  période  ^  par  exemple  depuis  a=a=o 
jusqu'à  A=79  ou  depuis  a^zj  jusqu'à  a=:i. 

Dans  la  seconde  période,  les  fonctions  r(i+ô),  r(i — a) ^ 
également  éloignées  des  extrémités  de  la  période,  seront  pareil^ 
lement  regardées  comme  complémens  l'une  de  l'autre  ;.  et  puisque 
d'après  l'équation  (i)on  a  r(i-H»)3=ara  et  r(a'— fl)=:(i — a)r(i — a), 
il  s'ensuit  que  les  deux  fonctions  r(i-f-â;),  r(a — a)  pourront  se 
déduire  l'une  de  l'autre  par  l'équation 

On  trouverait  de  même,  dans  la  troisième  période,  que  les  fonc- 
tions T(^+à)  et  r(5— «âi)  se  servent  mutuellement  de  coxnplément 
et  se  déterminent  Tune  par  l'autre. 
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(12).  Ces  formules  entre  les  fonctions  complëmentaîres  prendront 
une  forme  plus  élégante  en  les  comptant  du  milieu  de  chaque 
période  ;  alors  on  aura  pour  les  périodes  successives  les  équations 


cosait^ 


etc. 

Si  Ton  fait  â=o  dans  ces  diverses  équations^  on  aura  les  valeurs 
des  fonctions  qui  se  rapportent  au  milieu  des  périodes,  savoir  : 

ri=|/^,  risrii/'T,  rf».M»/^,  r{=i.i.|v^^,  etc. 

Ces  fonctions,  et  celles  où  a  est  un  entier,  sont  les  seules  qu'on 
puisse  déterminer  exactement,  sans  employer  de  transcendantes  plus 
composées  que  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

(iZ\  Si  Ton  considère  les  fonctions  successives  r  - ,  T- •  T- 

r  ' j  dans  lesquelles  n  est   un  nond>re  entier ,  il  suffira  de 

conoaitre  le»  premiers  termes  de  cette  suite  ^  si  n  est  im« 

pair,  et  les  **  — i  premiers  seulement ,  si  n  est  pair.  Les  autres 

se  détermineront  par  l'équation  (6)^  à  laquelle  on  joindra,  dans 
le  second  cas^  l'équation  r^=v/^. 

A  l'égard  des  intégrales  C^j  qui^  dafns  la    notation   d'EuIer^ 

répondent  à  une  même  valeur  de  n,  elles  s^expriment  par  les 
fonctions  F^  de  la  manière  suivante  : 

r(e)r(5) 

\q)  = TTpTa — \»  ^^i 
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la  première  devant  être  employée  si  Ton  a  /^  +  7<»>  et  la  se- 
conde si  ToD  ^  p^^^n* 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  et  de  l'équation  (6) ,  toutes  les 

intégrales  T^  j  dans  lesquelles  les  nombres  p  ei  Ç  sont  pris  à  vo- 
lonté dans  la  série  i  ,  2,  5. .  .w,  pourront  s'exprimer  par  les  pre- 
miers termes  de  la  suite  T-,   T-,  T-,  etc. ,  àavoir ,  par 


termes  si  n  est  impair,  et  par  -— *i   si  /ï  est  pair. 

(14).  Comme  on  a  ^-j  =  ^2Y  on  pourra  toujours  supposer 

que  p  n'est  pas  ^ç}  alors  les  intégrales  C^j    qui  répondent  à 

une  même  valeur  de  n  pourront  être  disposées  dans  ua  ordre  fariaii« 
gulaire^  canune  il  suit  : 

G). 
(O.G).^ 

(3)'  (s)»^^)» 

G).  G).  ©••••(=»> 

Le  nombre  de  toutes  ces  fonctions  est  donc  -  (i  ^n).  Il  faut 
déduire  de  ce  nombre ,  x*.  les  /»  fondions  de  la  finrme  (- j>  ^<^^^ 
la  valeur  exacte  est  -  ;  2^.  les  fonctions  de    la  forme  (— — ]% 


dont  la  valeur  est  — - —  ;  le  nombre  de  celles-ci  est  ou  ^ — , 


nsin 
n 


fielon  que  n  est  impair  ou  pair.  Il  restera  donc  dans  la  série  des 
intégrales  (-).,  un  nombre  de  transcendantes  égales  ài(/i— 0% 


s    n 


si  n  est  impair,  et  a  -(/i— a)  si  n  est  pair. 
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Dans  le  premier  cas^  un  nombre  i(n'—iy  de   transcendantes 

f^j  peuvent  s*exprimer  par  les  "      '  premiers  termes  de  la  suite 
r  -,  r-,  r- ,  etc.  :  dans  le  second,  un  nombre  -  (n — 2)  de  trans- 

cendantes  \^\  peuvent  s'exprimer  par  les  -  —  i  premiers  termes 

de  la  même  suite. 
De  là  on  voit  qu^il  peut  être  établi  un  grand  nombre  de  com-* 

paraisons  entre  les  transcendantes  T- j  qui  répondent  à  une  même 

valeur  de  Uy  et  qu'elles  peuvent  toutes  être  exprimées  par  un  petit 

nombre  d'entr'elles  ;  nombre  qui  sera  ^         ou  -— i,  selon  que 

n  est  impair  ou  pair.  Mais  ce  nombre,  dans  le  cas  où  n  n'est 
pas  premier,  pourra  être  réduit  ultérieurement  par  les  autres  pro* 
priétés  de  la  fonction  T,  que  nous  démontrerons  ci-aprèa. 

(i5).  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  deux  nombres  p  et 
if  sont  égaux  dans  la  fonction  (y?,  ^);  alors  on  aura        , 

« 

Soit  a:s=|(i+^),  la  transformée  sera  3'""'t/2^1(i — J*)*"*  î  ^^ 
comme  cette  nouvelle  intégrale  doit  être  prise  depuis  j^=— -1 
jusqu'à  ^=  + 1  >  il  revient  au  même  de  la  prendre  depuis  j'=o 
jusqu'à  /-  =  I ,  et  de  doubler  le  résultat  On  aura  ainsi 

Mettait  or  à  la  place  de  j^y  ce  qui  ne  change  pas  les  limites ,  it 
viendra  (tf,  a)  =  2'-*7^"'Va:(i — x)'*'"',   ou 

formule  qui  s'accorde  avec  l'équation  (/')  de  la  page  â5a» 
Mais  d'après  l'équation  (3)  ci-dessus  ,  on  a 

-       V         Tara  />      \  rj-rût 


Mi 


J 


'—"-■• 
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donc  en  substituant  ces  valeurs^  l'équation  précédente  donne 


s 


rar(i  +  a)  s=  2— T  i  r(aa).  =  a'— *7r«  .r(2a)  :  (9) 

c^est  la  troisième  propriété  générale  des  fonctions  F. 

(16).  n  ne  sera  pas  inutile  de  Êdre  voir  comment  on  peut  par* 
venir  à  ce  résultat  par  une  autre  voie. 
Considérons  pour  cet  effet  la  fonction  4('')^  ^^^^  ^  valeur  est 

••  •  • 

"t  w  •*■  1   »  3  .  5 ftn^— i  ^ 

si  l'on  met  7»-f-i  à  la  place  de  ti^  on  aura 

4(«+  1)  = 1  .  j  .  5 a«-fi  ' 

de  là  résulte  ' 

r 

Donc  en  général  4(^)==A.4'5  A  étant  une  constante  qu^l  fiiut 
déterminer  datis  un  cas  particulier.  Or  en  faisant  ns=i  ^  on  a 
>[/  (/{)  =  4  ;  donc  A  =  i  ^  donc  n  étant  un  nombre  entier  quel- 
conque^ on  aura 

1.3.  5 flji  — 1  •""  ^  * 

Mais  en  vertu  de  l'équation  (i)  ^  on  a 

faisant  successivement  m=:n  etms — l,  cette  formule  donne 

,   3  5       3/»— 1  r(nH-i) 


\ 


»•»•»••» 


ri 
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Divisant  k  première  équation  par  la  seconde  ^  il  vient 

'4n  ^^      rir(gii+i)     , 
—  1  -^  r(/i+i)r(n+l3- 


1   .  3 an 


Lorsque  /i  est  un  nombre  entier^  le  premier  membre  se  réduit 
à  2*"  j  ainsi  dans  ce  même  cas  on  aura 

rir(fln+i)       _ 

Cette  équation  ayant  lien  lorsque  n  est  un  nombre  entier  à  volonté  ^^ 
elle  aura  également  lieu  pour  toute  valeur  de  n^  puisque  Va  tsX 
une  fonction  continue  de  n.  Si  Ton  fait  ensuite  7i  =  a^-x»  ^^  ^^ 
tombera  exactement  sur  Téquation  (g). 

(17).  Si  Ton  combine  Féquation  (9)  avec  là  première  des  équa- 
tions de  l'art.  la,  on  aura  l'équation  (y)  de  Tart.  61 ,  dont  nous 
avons  montré  l'usage  pour  déterminer  la  fonction  Ta  dans  toute 
l'étendue  de  la  raciite  Uj  pourvu  qu'on  connaisse  la  valeur  de  jcette 
fonction  depuis  a  =  |  jusqu'à  n  =  i .  On  pourrait  prendre  égale- 
ment pour  inIcrvaUe  connu  celui  de  at=sLO  à  tf=3sfi  ou  celui  d^ 
a^=zi  à4P9si|,  comme  on  lei  verifa  ci^après. 

(18).  Pour  revenir  maintenant  aux  réductions  dont  nous  avons 
parlé  dans  l'article  14  >  il  &ut  voir  quel  usage  nous  pourrons  Êiire 
de  l'équation  (9). 

Si  n  est  impair^  il  n'y  a  pas  lieu  de  faire  usage  de  cette  équation , 
parce  qu'il  en  naîtrait  de  nouvelles  transcendantes  dans  lesquelles 
les  quantités  a  auraient  des  valeurs  fractionnaires  dont  le  dénomina- 
teur serait  ^n ,  et  qui  ne  Seraient  plus  comprises  dans  la  suite  des 

transcendantes  T-,  T-,  T-.  etc. 

n^       n^       n' 

Mais  si  n  est  palr^  l'application  de  l'équation  (9)  aux  valeurs 
successives  a^=^-^  /2â=±-|  etc.  permettra   de  réduire  le  nombre. 

des  transcendantes  r  - ,  r  - ,  etc.   à      "T     ou  2  9  selon  que  n  sera 
4e  la  forme  4'+  ^  ^^  4'- 


i^M^^  ^^ 
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(19).  Toute  la  théorie  des  intégrales  Eulériennes^  tant  de  Tes- 

pèce  (-^  que  de  l'espèce  Ta^  est  comprise  dans  le  petit  nombre 

de  formules  que  nous  Tenons  d'exposer.  On  en  peut  déduire^  sans 
exception  y  toutes  les  formules  qu'EuIer  a  données  dans  ses  diffe-' 
rens  Mémoires  sur  ces  intégrales ,  et  toutes  celles  que  nous  leur 
ayons  ajoutées^  d'après  l'équation  (d^),  page  25 j ,  qui  n'était  pas 
connue  de  cet  illustre  auteur^  non  plus  que  l'équation  (v)^  page  284 y 
qui  en  est  une  conséquence. 

L'application  de  ces  formules  au  cas  de  n=:ij2  a  été  donnée 
avec  détail  dans  l'art.  18^  page  a58.  On  j  a  £ait  voir  que ,  dans 
la  méthode  d'Euler^  cinq  transcendantes  Aj  A,^  As^  A4,  A|  sont 

nécessaires  pour  déterminer  toutes  les  intégrales  (-ji  ^les  suf- 
fisent aussi  pour  déterminer  toutes  les  fonctions  r^s,  r^...r7j, 
ainsi  qu'il  résulte  des  formules  des  art.  69  et  6o. 

Au  moyen  de  Féquation  (d)  y  ces  cinq  transcendantes  ont  été 
réduit^  à  trois  seulement^  savoir ^  A.^A,^  Aa^  ce  qui  s'accorde  avec 

le  résultat  général  de  l'art,  précédent^  qui  donne  2  pour  le  nombre 

de  transcendantes  nécessaires  lorsque  n  est  un  multiple  de  4* 

Enfin ^  an  moyen  de  diverses  intégrations  dont  le  résultat  a  été 
donné  n"*  1 55  de  la  première  partie  ,  on  est  parvenu ,  dans  l'art.  1 9  y 
à  déterminer  exactement  le  rapport  de  A,  à  As^  ce  qui  réduit  les 
trois  transcendantes  aux  deux  seules  A»^  A«.  On  peut  donc  réduire 
à  deux  seulement  les  fonctions  F-ry?  ^-h  **  *-^ \ï^  <le  manière  , 
que  ces  deux  fonctions  étant  connues^  toutes  les  autres  peuvent 
en  être  déduites. 

Cette  dernière  réduction^  qu'on  n^avait  ohtenue  que  par  des 
intégrations  très-compliquées  y  méritait  une  attention  particulière; 
eUe  donnait  lieu  de  croire  que  la  théorie  des  fonctions  T  devait 
contenir  d'autres  formules  propres  à  opérer  leur  réduction.  Ces. 
formules  ont  en  effet  été  découvertes  par  des  recherches  ultérieures^ 
dont  nous  allons  donner  le  résultat. 


! 
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§  n.   Recherches  uliérieurea  sur  les  propriétés  des 

/onctions  F. 

t 

(20).  Considérons  la  fonction  (p  (x)  exprimée  par  la  suite  infinie 

m  (x)  =:  — ; —  +  -  .  —7 —  •+•  5  •  5-; 1-  -  .  -rr 1-  etc.  , 

dans  laquelle  nous  supposerons  jc  <  i .  Si  Ton  développe  cette 
quantité  suivant  les  puissances  de  x,  et  qu'on  désigne^  comme 
ci-dessi»,  par  S.  la  somme  des  puissances  réciproques  ^  de  degré  n, 
des  nombres  naturels^  on  aura 

(p  (x)  =5  S^x  ~.  Sp:*  4.  S4JC'  —  SsJt*  +  etc. 
« 
Mais  par  l'équation  (a)  du  n*  77^  deuxième  partie,  on  a 

logr(i  +  jc)==  — Cor +  JS,a:*  —  |  83^  4-^840^ —  etc; 

Différenciant  celle-ci  et  comparant  le  résultat  à  la  valeur  de  ^Çx), 
on  en  tire 


^(o:)  =  C  +  ll2i^^i±^>  ; 


x2j; 


(10) 


d^où  Ton  voit  que  la  suite  désignée  par  ^(x)  peut  être  sommée 
immédiatement^  au  moyen  du  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 
tion logr(i  +00)  y  puisque  d'ailleurs  G  est  une  constante  dont  la 
valeur  -a  été  donnée  n""  73. 
Observons  que  la  fonction  (p(oç!)  peut  être  misé  sous  la  forme 

alors  on  voit  qu'elle  est  la  différence  de  deux  suites  qui  ont  l'une 
et  l'autre  une  somme  infinie^  mais  qui  étant  ainsi  retranchées 
terme  à  terme  ^  se  réduisent  à  une  quantité  finie.  Cette  quan- 
tité est  d'ailleurs  la  même  qui  a  été  désignée  par  G — N  dans 
l'art.   75^  et  elle  représente  par  conséquent  aussi  la  somme  de  la 

suite 


^^m 
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lui  te  harmonique 


'  "^^  â  "^  3  ^  4 ^  i' 


(21).  Puisqu'on  a  généralement 

(■-rb)+c--4ï)+a-fTï)+«-=c+'-^^tetâ. 

on  trouvera ,  par  des  dîffërenlialions  successiyes ,  les  sommes  de 
di£férentes  séries ,  savoir  : 

_i , î I '         1         '  1    ctc   =3  ddlTji+x) 

Ci+xy^  {a+xy^^ (5+xy^ (A+xy  ^  ''    ^  <fx»      > 

i_, !L_-i L_J i Uelc i      ^JHi+x) 

»        , U-_i._i I i_-i_etc  —         -L.      <^*^r(i+x) 

(i+x)*^(a+x)4^C3+a?)*^^(4+x)4^''""—         fl.3  «ir*        » 

Ci+x)*^(a+x)*^^4^^(4-|-x)>  ^  ***'•.  ""       a.3.4  •        tb?       » 

etc. 
Et  en  général^  si  Ton  désigne  par  -s|/.(i  -f-*^)  1^  somme  de  la  suite 

(1+:^  *^  (â+x)"»  ^*  (3+^)*  "^  (4+^*  +  etc. ,    . 
on  aura 

de  sorte  que  les  sommes  de  toutes  ces  suites  se  déterminent  par 
les  coefficiens  différentiels  successifs  de  la  fonction  /r(i+x);  il 
Êiut  seulement  excepter  le  premier  terme  -s|/,(i  +00),  d'où  Ton  a 

déduit  tous  les  autres  >  et  qui  ne  se  détermine  par  —  — !  , 
qu'en  ajoutant  la  constante  infinie  i+7+jH-^  +  etc. , 

(33).  Dans  Vart.  4i>  deuxième  par^e,  nous  avons  représenté 

5 
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« 

par  (a ,  n)"  la  somme  de  la  suite  infinie 

â?  "^  (a  H-  «)"•  "•"  (a  +  an)"  "*"  (a  +  5n)-  "^  ®*^' 

Si  l'on  £dt  assnx,  cette  snite  devient 

Ainsi  en  faisant  or  ss  - ,  Texpression  générale  de  la  transcendante 
(a,  ny  sera 

(^,  /tV  —  J.  J  ro:^  —        (—0"'  »     ^"^rx 


On  peut  encore  remarquer  qu'en  fiûsant 


001  aura  en  général  pj^x)  -f-  4>('  +^)  ==^  const  =:  S«  ;  donc 

^/\        o         %  r  ^     \        01       (—0"""*       rf"/r(i+x> 

C'est  simplifier  la  théoi^e  de  ces  diverses  transcendantes  ^  que  de 
faire  voir  quelles  dépendent  d'une  même  fonction  /r(i+^)  ^^ 
de  ses  coelHciens  différentiels- successifs. 

(  a5  ).    Considérons  maintenaBl    d'une    manière   particulière 
l'équation 


<H/r(i4-x) 


64xy+ÔH^"**P+^'^^*^*' 


que  nous  mettrons  sous  la  forme 

ddlTx  !..  1 


Cette  formuk  eit  le  principe  d'où  nous  allons  déduire  de  nou- 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  I.  ,9 

fescas,  tbëorèmes ,  qui  serviront  à  perfectionner  et  même  k  com- 
pléter entièrement  U  tIié<Mie  des  fonctions  T. 

Soit,  pour  abréger 9  f(^)  ^^  fonction   qui  forme  le  second 
membre  de  l'équation  (  1 2  )  ;  si  Ton  met  ax  à  la  place  de  x  j  on 


aura 


f(^^)  —  ^\_-^+çff^.  +  (P;:^  etc.J: 

dans  la  suite  renfermée  en  parenthèses ,  les  termes  de  rang  impair 
ont  pour  somme /(or)  ,  et  les  termes  dé  rang  pair  ont  pour  somme 
/(î+x).  Ainsi  on  a 

/(2x)  =  i/(x)  +  i/(i  +  a:): 

or  réquatîon  (12)  donne/(a:)  =  ^^,f(i+x)  =  ^.^""^  » 
/(ax)  =  '  x^*      '  substituant  ces  valeurs,  il  rient 

ddlrpix)  _ddlrx     ,    cfcl/r(i4.j) 

multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  a 

<f/r(flx)         rf/rx  ^^  d/r(4  +  x)    , 

— 3ï —  ^  ""Sx"  "^ as ^  *• 

Multipliant  encore  par  ^  et  intégrant,  il  vient 

log r (:u:)  =  log  rx  H-  log  r  ( ^ 4- x)  ^  ax  ^  C^ 

ou^  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres , 

Tcrr  C^  +  Jc)  =  A<r-«*r(^x). 
n  reste  à  déterminer  les  deux  constantes  A ,  «  ^  introduites  par 
rintégration.  Pour  cela,  soit  x  infiniment  petit,  on  aurarx=  - 

et  r(2x)  =  ~  ;  donc   A  =  aT  ^.   Soit  ensuite  x  =  i ,   on  aura 
Ad""'*  sssr  î,  donc  e»^=:  a  ;  donc  Téquation  générale  est 
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Nous  retombons  ainsi  sur  Téquation  (9)  déjà  démontrée  dé  deux 
autres  manières  ;  mais  la  même  méthode  va  nous  faire  découyrir 
de  nouvelles  propriétés» 

(24)-  En  appelant  toujours  f{x)  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (12)  ^  si  l'on  met  3a:  à  la  place  àe  x  ^  on  aura 

La  suite  contenue  dans  le  second  membre  se  décompose  en  trois 
autres  y  savoir  : 


donc  on  a 

f(zx)  =  H/(^)  +7(1+ ^)  +/a  +.^}j. 

RemetUnt  au  Eeu  de  f(x)  sa  valeur  ^^î,  et  semblablemettl 
pour  les.  autres  termes  ,  il  vient 

Intégrant  cette  équation  deux  fois  consécutives,  on  obtient  pour 
résultat 

Pour  déterminer  les  deux  constantes  A  et^a,  soit,  i*;  a:  infiaimem 
petit ,  on  aura  A  =  3r  i  r  f  =  ^  ==  acr  |/5;  soit ,  a*,  x  =  i  , 
on  aura  A^'^^ssI^riss  ^  A>  et  par  conséquent  e*s=5».  Donc 
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on  a  r^<faàtion 

c^est  la  quatrième  propriété  générale  des  fonctiahs  F. 

(aS).  Si  Ton  considère  semblablement  la  fonchony(5a:)",  €fl  qu'on 
décompose  la  suite  qu'elle  représente  en  cinq  autres,  provenant 
des  termes  comptés  de  cinq  en  cinq ,  à  commencer  par  le  i^' ,  le  :>% 
le  5^,  le  4^  et  le  5^,  on  obtiendra  l'équation 

/(5a:)  =  :^  [/a;4-/G4-a:)+/(f  +  a:)  +/(|-H^)4-/(H-a:;]  , 
ce  qui  donne  l'équation  différentielle 

ddlr  (5jr) ddlTx        ddlr(l+x)        fM/r(g  +  x) 

ddlrq  +  a:)        ddlrij  +  g:)/ 

^  ic»  ^    /    dx^ > 

dont  l'intégrale  est 

rxr(i+a7)r(|+a:V(|4-a:)r(i+^)==r(5^).A^-«. 

Pour  déterminer  les  constantes.  A  et  a,  on  fer*  successivement  x 
infiniment  petit  et  a;  =  ^ ,  ce  qui  donnera 

A=5rirfr|r|,  :.;.    \_  . 


«e 
5 


Aa.^  =  rirfrfr|=|Aj  • 

donc  c*s=:  5*  :  ensuite  on  a ,  par  Féquation  (5)  ,  ' 

■•  •  '  t 

Fin—-  -  *"  r  •  r  3  ^^    ^     -  .. 

5    .*       -sm^îT  *  5       5         suif  ît' 

r  1  : .  .    «^  .  . 

ce  qui  donne  A  =^  — - — --  =  4ct*v/5.  Donc  enfin  la.  fonction  T 

5       5 
satisfait  encore  à  Téquation 

TxT{i+a:)T(^,+x)T(l^x)T(i+x)=r(^^^  \    (14) 

c  est  la  cinquième  propriété  générale  des  fonctions  T. 

(36).  n  est  facile  de  voir  qu'on  peut  généraliser  ces  résultats  et 


*•"» 
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les  comprendre  dans  une  même  formule.  En  effet,  n  étant  an  entier 
quelconque^  la  valeur  de/(nx)  pourra  sç  décomposer  ainsi  y 

/C«a:)  =  l[/a:^-/(i  +  *)+/(J+x)....H-/(î^  +  x)]i 
il  en  résulte  Téquation  différentielle 

édlr{nx)         ddtTx     ,  \n^    /  ,  \    n      ^    / 

dont  Pinlégprale   finie  est 

Pour  déterminer  les  deux  constantes  A  tt  a^  feiisons  successive- 
ment X  infiniment  petit  et  jt  =  -  ,  noua  aurons  ces  deux  équations 

^     n     n  n,     ^ 


A0  'kwrr-rrr^.B-.^r- 


-— =— F 


n      n     n  n     ^       n 

la  dernière  donne  immédiatement  e«  =  n^.  Pour  avoir  la  valeur  de 
A^  il  faut  distinguer  deux  èas^  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

Soit,  1*.  n=:amk  les  imcttens  T  i»  r^...*..r  î^^^,  T  ^^^ 

auront  un  terme  moyea  F  j  =:  |/^ ,  et  les  termes  également  éloi- 
gnés des  extrêmes  étant  complémens  Vun  de  l'autre ,  leur  produit 
sera  donné  par  l'équatiûii  (S)  ;  et  oi^  aura  poap  Je  produit  total  de 
ces  fonctions, 

\     w         y      ■     w       .    -         w  »^**» • 

.     jT     .    22fr       .    Osr  .     m — 1  .    ir    .     a*"    .     O*-  •    771 — 1 

8m  -  srn —    sm —        sm         ■  w         «m-  sm  —  sin  — sm  — -—  «■ 

n        n  n  n  a        n         n  n 

B^ais  en  fiiisant  z  infiniment  petit  dans  ]a  formule  qui  termina 
lart.  340 ,  Introd.  in  An.  inf.  ,  on  trouve 

jsin  -  sm  —  siq  — . . . . .  sm .  ^=52*    i/n  ; 
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ce  qui  donne  f  dans  le  premier  cas  , 

t'-T^T^ Tt=:^^i2vf^n\ 

n      n      n  n  >       '  ' 

et  par  conséquent 

«—1  - 


A  s=  (:wp)  *  «•. 
Soit  ^  ^*«  n  =  3/11  *|«  1  ^  il  n'y  aura  point  de  terme  moyen  dans 
]a  suite  F  -,  F  -,  r  -•  •  •  «  F  ^-— -;  mai9  he  termes  également  âloi-<> 

gnés  des  extrêmes  étant  toujours  complémens  run  de  Fautre  ^  le 
produit  de  toutes  ces  fonctions  sera 


■% 


•    «*       .    a**  .    TTUr  »     w   .    Sur  .    m** 

^m-     8111 —  sin— •  ain  -6U1— o.  •'.  ..8111^-^ 

n  n  n  %       i^  n 

D'une  autre  part,  la  formule  citée  d^EuIer  donne  ,  lorscpe  n  est 

impair, 

•  1— «   , 

donc  on  a  encore  dans  ce  cas  , 

r 

rlrîr? r  i=i = C2*)'^n"^ 

»     »     71  n  ^      -'  ' 


n  — 1 


et  par  conséquent 

Donc,  quel  que  soit  le  nondure  entier  0^  on  aura  géaéralemeni 
la  formule 

(27).  Cette  formule  très-*remarquable  comprend  comme  cas  par- 
ticuliers, les  formules  (9),(i3)  et  (14);  elle  en  donnera  tant 
d'autres  qu'on  youdra,  en  prenant  pour  n  des  valeurs  en  nombres 
entiers  au-dessus  de  5. 


I 
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Il  est  bon  néanmoins  d^obseryer  que  les  formules  qui  résultent 
de  réquation  (i5),  en  prenant  pour  n  un  nombre  composé,  ne 
sont  que  des  •  conséquences  de  celles  qui  ont  Ijieu  en  ne  prenant 
pour  n  que  des  nombres  premiers,  et  qu'ainsi  il  suiHt  de  considérer 
ces  dernières ,  en  donnant  à  n  les  valeurs  successives  a,  5,  5^  7, 
II,  etc.  On  obtiendra  encore  de  cette  manière  une  infinité  d'équa^ 
tion$  auxquelles  les  fonctions  F  doivent  satisf^stire  ,  et  qui  donnent 
les  moyens  de  multiplier  à  l'infini  les  comparaisons  et  les  réduc- 
tionà.  dont  ce  genre  de  transcendante^  est  susceptible. 

(38).  Nous  observerons  encore  que  dans  les  usages  de  la  for- 
mule (i5)  et  de  toutes  celles  qui  en  dérivent ,  on  peut  se  borner  à 

faire  jp  <  -  ;  car  si  Ton  met  -  +  ^  à  la  place  de  ûc,  la  formule 

ji>      ,  .      • .  fit 

qui  naît  de  cette  substitution  ne  difiere  pas  de.  la  formule  (i5); 
de  sorte   qu'on  n'obtiendra  entre  les  fonçtionj^  T  que  les  mêmes 

relations  qui  peuvent  être  obtenues  en  supposant  a:  <  -. 

(29).  Nous^.  pouvons  même  aller  plus  loin  ,  et  dé/nontrer  qu'il 
fiufiira  de  faire  a:  <  —  ,  parce  que  l'équation  qui  viendrait  en  sup- 
posant ^  £=::  —  +  0) ,  ne  différera  pas  essentiellejnei^t  de  celle  que 

1 
donne  la  supposition  a:  = ^  a. 

En  effet ,  si  l'on  fait  successivement  ces  deux  substitutions  dans 
J'équation  (i5),  on  aura 

■•(i+-)'-(i+-)''é+->-<^+-)=''<-+""-''^'~' 

multipliant  ces  deux  équations  entr'elles ,  et  observant  que  chaque 
fonction  T  dans  une  équation,  trouve  son  complément  dans  l'autre, 
on  aura  pour  le  produit  total  cette  éqnation  , 

laquelle 
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laquelle  y  en  faisant  —-1-0?^=:  z,  peut  être  misé  sous  cette  forme» 

sin nz  =  a""*sînzsin  (^  +  «) ^^^V^  +  *)•••  ■sinT'*"^^  ^+gj  : 

c  est  réquation  déjà  citée  de  Fart.  240  y  Introd.  in  An.  inf.  '*' 

De  là  on  voit   que  les  deux    équations   obtenues    en    faisant 

^  s=3  — +  ^  9  x^sri — -— >  €»,  ne  donnent  qu'un  seul  et  même  ré-* 

sultaty  et  qu'ainsi  dans  l'application  de  Féquation  (i5)»  il  suffira 

de  fiiire  x  <  — . 

^  an 

On  peut  remarquer  encore  qu^en  faisant  a»  =:  o  »  on  a  la  formule 

r±r^  ri T^2=l=:(2^y?T^, 

an      an      an  an  ^       ^  *  ' 

laquelle  se  déduirait  aisément  de  la  formule  générale 

r  -  r  -  r  -. . • .  .1 =  {3^1  »  »  ■. 

n      n      n  n  ^       '• 

(3o).  H  ne  sera  pas  inutile  de  rassembler  ici  sous  un  même 
point  de  vue,  toutes  les  équations  qui  contiennent  les  propriétés 
générales  des  fonctions  T*  Voici  ces  formules ,  accompagnées  des 
lettres  qui  serviront  dans  la  suite  à  les  désigner. 

(A)  Tjczss  1 .3.5. . .  .(jc— 1), 

(B)  T  (i  +  x)s=sxTx, 

(C)    rxr(i— 0:)=:-^-^-, 


I     I 


(D)    rxraH-x)=:r(2*).(a«)*a' -, 

(E)  rxra-+-*)ra+a:)  =  r(3x).(aîr)'^'"'', 

(F)  rxr(i+Jr)r(|+ar)r(|4-*)r(|+a:)=F(&c).(a7r)»5'''^ 


'    (N)    rj:r(l+a:)rÇ  +  à:).....r(2=iH-x)=r(iix).(a7r)-»« 


r 
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Ces  équations  oflreat  une  infinilé  de  manières  de  comparer  enlre 
elles  les  fonctions  F ,  et  d'opérer  toutes  les  réductions  que  leur 
nature  comporte.  On  peut  démontrer  ,  par  exemple  ,  qu'il  suffit  de 
connaître  la  fonction  V  dans  une  petite  partie  de  la  première  pé- 
riode y  pour  pouvoir  déterminer  cette  fonction  dans  tout  le  reste 
de  la  période.  On  peut  aussi  considérer  parmi  les  fonctions  Ta: , 
celles  qui  se  rapportent  aux  diverses  valeurs  rationnelles  de  jc  qui 
ont  un  même  dénominateur  y  et  se  proposer  de  réduire  toutes  ces 
transcendantes  au  moindre  nombre  possible.  De  là  naissent  difierens 
problèmes  curieux  qui  jetteront  un  nouveau  jour  sur  la  nature  des 
fonctions  T  ^  et  sur  lesquels  nous  allons  donner  quelques  recherches. 

J  IIL  Réduction  générale  des  fonctions  V. 


(5i).  Nous  nous  proposerons  d'abord  de  faire  voir  qu^au  moyen 
de  réquation  (D)  ,  il  suffit  de  connaître  la  fonction  Tj:  depuis  x=o 
jusqu'à  X  =  ^ ,  pour  pouvoir  déterminer  cette  fonction  dans  tout  le 
reste  de  la  première  période,  depuis  xz=:  ^  jusquli  jc=  i. 

Comme  il  s'agît  ici  non  d'effectuer  la  solution  y  mais  d'en  démon- 
trer la  possibilité ,  nous  ferons  usage  de  quelques  sigaes  propres  à 
abréger  les  calculs.  Pour  cet  effet,  désignons  log  Tx  par  {pc)f^  les 
équations  (C)  et  (D)  pourront  s'écrire  ainsi , 


(^)+(i_j:)  =  l^ 


«X 


s  m  arx 


(«r)+  (i  +  ^)  —  M  =  i  l{y7f)  +  (ï  —  ^oc)  /a. 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  étant  des  quantités  con- 
nues lorsque  x  est  donilé,nous  les  représenterons  par  la  lettre  d, 
initiale  du  mot  donnée ^  qui  désignera  également  toute  quantité 
composée  de  termes  connus..  Nos* deux  équations  peuvent  donc  se 
représenter  par  la  notalion  suivante , 


(C) 
(D) 


(jt)  4_  (i  _ar)  =  </, 
(x)  -f.  ( i  —  x)  —  (ajc)  =  d. 
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Cela  posé ,  si  dans  l'équation  (D)  on  fait  x  =  i  -f-  «,  on  aura 

(i  +  «) -h  (|  +  «)  ~  (i-f.  ace)  =  </: 

Mais  par  l'équation  (G)  on  a  (| +  «)  =  ~a-*)H-rf,  et  par 
1  equalion  (D) ,  (  i  +  a«)  =  (4a)  —  (a«)  +  d;  donc 

(i  +  »)  =  (i  —  «)  +  (4«)  —  (a«)  +  rf. 

«  • 

Tant  qu'on  aura  a  <  ^^  ,  celle  e'qualîqn  déterminera  la  fonction  (x) 
ou  (i  +  tt)  par  d'autres  fonctions  où  x  est  moindre.  Ainsi  eu 
donnant  à  a  toutes  les  valeurs  depuis  «  =  o  jusqu'à  «  =  -il  on 
connaîtra  la  fonction  (x)  depuis  x=^  jusqu'à  jc  =  i.         "  * 

« 

(3a).  Par  exemple ,  soit  a:  =  ^  ou  «  =  ^  ,  on  aura 

• .      ■  .  •       .  ... 

ainsi  la  valeur  de  (^)  est  composée  de  quantités  connues. 
Soit  encore  jr=^  ou  «  =  -i^,  on  aura 

Dans  le  second  membre ,.  1^  fonctkm  (-^)  n'est  pas  donnée  immé- 
diatement ,  puisque  ^  «st.  >  j;  mais  on  aura  «a  valeur  par  la 
même  formule,  en  faisant  a  =  ^  _i  —  ^,  ce  qui  donne 

C^)  =  (-a)  H-  (^)  -  (^)  +  d; 

d'où  l'on  voit  que  (^)  deviendra  entièrement  connu. 

t    ■ 

(35).  Lorsqu'on  fait  j:  =  |  ou  «  =  ^^ ,  la  formule  précédente 
ne  détermine  pas  la  fonction  (f  );  mais  alors  les  équations  (C)  et 
{D)  donnent  immédiatement 

(i)  +  (f)  =  ./,      (.)-,.(i)^(.)=^^. 
d'où  Von  lire  la  valeur  cherchée 
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Connaissant  la  fonclion  (x)  depuis  a:  =  o  jujsqu*à  j?  ==  | ,  il  j'este 
à  la  déterminer  depuis  or  ==  j  jusqu'à  or  =  ^.  Or  par  la  combinai* 
son  des  équations  (C)  él  (D),  on  a  la  formule 

(A  —  a)  ==  (a)  —  (aa)  +  ^. 

Si  l'on  donne  à  a  toutes  les  valeurs  depuis  as=:o  jusqu'à  ^=|^ 
le  second  membre  sera  connu  ;  ainsi  on  aura  la  valeur  de  la  fonc- 
tion {x)  ou  (5  —  flt  ) ,  depuis  x  =  y  jusqu'à  je  =  i^. 

On  peut  donc  déterminer  la  fonction  Tjo  pour  toutç  valeur  de 
la  racine  jtr^  pourvu  qu'on  connaisse  cette  fonction  depuis  ar=o 
jusqu'à  j:  =  ~. 

Ce  problème  revient  à  celui  que  nous  avons  résolu  dans  l'art.  6r, 
deuxième  p^tie  ;  mais  la  méthode  précédente  fait  voir  plu6  claire- 
ment la  possibilité  de  la  solution. 

^^  (54)'  Il  ne  serait  pas  difficile  d'ailleurs  d'obtenir  les-  solutions 
effectives^  en  réalisant  les  quantités  désignées  par  ^;  on  trouverait 
alors  les  trois  équations 

(i+a)=(i— a)-(a*)  +  (4a)H.(iH.a«)/a+/sin(i— a)^, 

(i — ^<t)  =  («)  — (aot)  +  ilTT  —  (1  — 2a)  Za—  Icos  ott. 

La  première  servira  à  déterminer  la  fonction  (x)  depuis  x  =  ^  jus- 
qu'à j?  =  ^  ;  la  seconde  déterminera  la  fonction  (|) ,  et  la  troisième 
servira  à  déterminer  la  fonction  (x)  depuis  xss:^  jusqu'à  xzzz-^. , 
Enfin  y  d'après  ces  données  ^  l'équation  (C)  servira  à  déterminer  la 
fonction  (x)  depuis  «r  =^  ^  jusqu'à  or  =?  i  • 

(35).  Puisque  Temploi  des  équations  (C)  et  (D)  donne  les  moyens 
de  réduire  à  ^  la  partie  de  la  première  période  où  la  fonction  Tx 
doit  être  connue  ^  afin  de  déterminer  cette  fonction  dans  la  période 
entière,  on  peut  conjecturer  de  là  que  si  à  ces  équations  on  joint, 
l'équation  (E)  ,  il  sera  possible  de  réduire  ultérieurement  à  |(i — j)  ' 
ou  f  )  la  partie  de  la  période  qui  sert  à  déterminer  tout  le  reste. 


^igtm^»,^Ê^ÊÊÊmÊ^mÊmÊÊÊÊ^ÊÊUèm,a^m. 
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C'est  ce  que  nous  allons  yérifîer  par  une  analyse  semblable  à  la 
précédente. 

Supposons  qne  la  fonction  (x)  est  connue  depuis  j:  =  o  jusqu'à 
jc  =  ^;  d'après  Téquation  (E)  on  aura 

(i  +  *)  +  (l4-*)H-(f  +  «)-(ï  +  5<x)=rf. 

Mais  l'équalion  (D)  donne  (i4.<«)=(2a)— («)+ rf,  (1  +  5») 
=  (6et) — (5«)H-rf,  etVé<iuation  (C)  donne  (|-f.a)=_  (^— «)  +<£; 
on  a  donc  la  formule 


(|-f.«)=:(i-«t)4-(«)-(a»)-(5«)  +  (6«)-4-</. 

Tant  que  6ol  sera  pins  petit  que  ^  +  «  ^  ou  tant  qu'on  prendra 
a  <^j^y  cette  équation  donnera  la  valeur  de  (x)  ou  (  i  +  ^)  P^r 
des  fonctions  dont  la  racine  est  moindre.  Ainsi  on  connaîtra  la 
i»Ieur  de  la  fpnction  (x)  depuis  x  =s  7  jusqu'à  x  =  f . 

La  formule  précédente  ne  détermine  pas  la  valeur  de  la  fonc- 
tion ( I)  ;  mais  par  une  antre  formule  qne  nous  donnerons  ci-> 
après  (art.  4^)  ^  on  a 

(i)  =  (Tô)-f(|)   +  ^. 

(S6).  Il  reste  ^  déterminer  la  fonction  (x)  depuis  xssa-^  jusqu'à 
j:  =  ~.  Vont  cela 3  soit  assi—^z^  l'équation  précédente  de- 
viendra 

(l+&)=a+a)^-(•îV+5a)^-(^v^-a»)-(^-^»)-(1v-«)-M. 

* 

« 

Pour  faire  usage  de  cette  formule  y  il  faut  supposer  connue  la  fonc- 
tion (i  +  s)  depuis  s  =  o  jusqu'à  z=:  »y  »  étant  une  quantité 
aussi  petite  qu'on  voudra.  Alors  donnant  à  z  tontes  les  valeurs 
depuis  J5  =  o  jusqu'à  2  =  *|^ ^  on  connaîtra  la  fonction  (x)  ou 
(~  +  6a)  ,  depuis  x  =  j  jusqu'à  jc  =  7. 

On  peut  aussi  ne  £aiire  usage  de  la  formule  précédente  que  depuis 
jB  =  o  jusqu^à  z:=:j^yCe  qui  fera  connaître  la  fonction  (x)  depuis 
xzssj  jusqu'à  or  ==  |.  On  déterminera  ensuite  cette  fonction  depuis 
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^  =  1  jusqu'à  jc=  V >  par  la  formule 

(7~^)  =  (^)  —  M  +  d. 

Cette  solution  est  fort  simple  y  puisqu'elle  est  fondée  sur  une  seule 
formule  mise  sous  deux  formes  différentes  ;  mais  elle  suppose 
qu'outre  la  partie  de  la  période  connue  depuis  j?  =  o  jusqu'à 
a:  :=  j  ,  on  connaît  encore  la  partie  comprise  depuis  x^=j  jusqu^à 
X  =:j  +.0^  j  cû  étant  une  quantité  qui ,  à  la  vérité  y  peut  être  aussi 
petite  qu'on  voudra,  mais  qui  ne  peut  être  tout  à  fait  anéantie» 
Voici  un  autre  moyen  de  résoudre  le  même  problème,  en  supposant 
connues  deux  parties  de  la  période  non  conti'guës  ^  mais  telles  que 
leur  somme  se  réduit  précisément  à  ^. 

(57).  Supposons  la  fonction  (jc)  connue  dans  deux  parties  de  la 
première  période,  savoir,  depuis  a:=o  jusqu'à  a:  =  -j^,  et  depuis 
0:  =  -^  jusqu'à  jc  =  ^  :  ces  deux  parties  réunies  font  une  somme 
égalé  à  ^  ;  et  pour  déterminer  la  fonction  (jc)  dans  tout  le  reste  de 
la  période  ,  il  faudra  exécuter  les  opérations  suivantes  : 

i*".  Par  les  formules  (E)  et  (C) ,  on  a 

(5«)=(«)  +  (i  +  «)-(i-«)4-rf: 

1^  second  membre  est  connu  depuis  «  =^  o  jusqu'à  c&st  -^y  ainsi 
on  «connaîtra  la  fonction  (x)  depuis  a:=.o  jusqu'à  jcss;^» 

2**.  D'après  les  équations  (C)  et  (D) ,  on  a 

le  second  membre  est  connu  depuis  (t=so  jusqu'à  ct^ssj*  donc 
on  connaîtra  la  fonction  (x)  depuis  xzs^o  jusqu'à  07=^. 

5^  Mettant  a  —  i  à  la  place  dé  a  dans  Téquation  précédente, 
on  en  tire 

le  second .  membre  de  celle-ci   est  connu   depuis   «3=0  jusqu'à 
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a  =  j  ;  donc  on  connaîtra  la  fonction  {oc)  depuis  a?  i=r  ^  jusqu'à 


Par  ces  trois  premières  opérations  ^  la  fonction  (x)  devient  connue 
depuis  a:z=zo  jusqu'à  x  =  -5^,  et  depuis  jc  =-j^  jusqu'à  jt  =-^, 
Il  faut  maintenant  remplir  la  lacune  que  laissent  ces  deux  espaces  y 
depuis  ^  =  ^  jusqu'à  j:=:  ^,   ou  depuis  a:  =1^  —  j^  jusqu'à 

•*  —  5  "T"  I80* 

4^*  D  après  l'équation  (D)^  on  a 

f 

les  termes  (■^+a),  (|-  +  3z)  peuvent  être  remplacés  par  leurs 
complémens  —  (^ — *)j  "^  (I  —  ^a);  ensuite^  par  l'équation  (D), 
le  terme  (|  —  az)  peut  être  remplacé  par  (j — 42)  — (7^  —  22). 
On  aura  donc 

Dans  cette  équation ^  le  second  membre  sera  toujours  connu, 
pourvu  que  z  positif  ou  négatif  ne  surpasse  pas  ^. 

Cela  posé,  donnons  à  z  toutes  les  valeurs  depuis  2=^  jus*- 
qu'à  z=:-^]  la  fonction  (j-^  4^)  est  connue  dans  cet  intervalle, 
ainsi  on  connaîtra  la  fonction  (x)  représentée  par  (|  +  z),  depuis 
oc  =  y  +  y7j  jusqu'à  x=j+-r8^-  Donc  l'intervalle  où  la  fonction 
(jc)  reste  inconnue  ne  s'étend  plus  que  depuis  ^=j  —  -tq^  jus- 
qu'à x=H-^. 

Donnons  maintenant  à  z  des  valeurs  négatives,  depuis  z=:-— ^.y|^ 
jusqua  z= — yf^;  la  fonction  (j  —  ^z)  sera  connue  dans  cet  in- 
tervalle, ainsi  on  connaîtra  la  fonction  (  jH-^)  depuis  zt=,  —  -—^ 
jusqu'à  z= — 750;  de  sorte  que  l'intervalle  où  la  fonction  (a?) 
reste  inconnue   se  trouve  de  nouveau  resserré  entre  ^=| — tôW 

et   X=:"5-f-yXô' 

On  continuera  de  procéder  de  la  même  manière^  en  attribuant 
à  z  des  valeurs  alternativement  positives  et  négatives.  Si  l'inter- 
valle inconnu  s'étend  d'abord  depuis  ^=| — co  jusqu'à  .r=j-|-4^V 
une  première  opération  resserrera  cet  intervalle  entre  les  limites 
x=:j;  —  Où  y  x=^  +  ^ûi>;  une  seconde  opération  le  resserrera  eu- 
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core  entre  les  limites  a:=:j  —  t?^  c*  ^=î+iû>,  et  ainsi  de 
suite.  D'où  Ton  voit  que  Tintervalle  inconnu  finira  par  s'anéantir 
dans  la  limite  «r=j;  et  en  ce  point  on  aura^  toujours  d'après 
la  même  formule , 

(î)=U^)+ï(^)  +  ^. 

5^.  La  valeur  de  la  fonction  (x)  étant  connue  depuis  ^=o  jus- 
qu'à a:  =  -^;  pour  la  trouver  depuis  xsr:-^  jusqu'à  ^=i,  on  fera 
usage  de  la  formule 

« 

(58).  On  voit  donc  qu'il  est  possible  de  déterminer  la  valeur 
de  la  fonction  TXy  dans  toute  l'étendue  de  la  première  période, 
et  de  là  pour  toute  valeur  de  x  ^  pourvu  qu'on  connaisse  cette 
fonction  dans  une  partie  assez  petite  de  cette  période. 

La  partie  qu'il  faut  connaître  est  \^  quand  on  ne  fait  usage  que 
de  l'équation  (C)  ;  elle  se  réduit  à  ^ ,  lorsqu'on  ùli  usage  des  deux 
équations  (C)  et  (D),  et  elle  se  réduit  de  nouveau  à  |,  lorsqu'on 
fait  usage  des  trois  équations  (C) ,  (D),  (E).  Elle  se  réduirait  ul- 
térieurement en  &isant  usage  de  l'équation  (F)  et  des  suivantes; 
mais  la  proportion  de  cette  réduction  et  la  distribution  des  parties 
qui  conduisent  à  la  plus  grande  réduction,  pourraient  faire  l'objet 
d'un  genre  de  recherches  analytiques  qu'il  ne  nous  paraît  pas  né- 
cessaire de  continuer  plus  loin.  Nous  nous  contenterons  de  remar- 
quer que  les  fonctions  F  se  rapprochent,  par  ces  propriétés,  des 
fonctions  circulaires,  logarithmiques  et  même  elliptiques ,  qu'il 
suffit  de  connaître  dans  un  intervalle  aussi  petit  qu'on  voudra, 
pour  pouvoir  les  déterminer  dans  toute  leur  étendue.  < 


S  IV. 
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§  IV.  Formules  pour  réduire  au  moindre  nombre  possible 
les  transcendantes  contenues  dans  la  suite  T  -  ,  T  - , 
T-. .  ;  r  2-^^^ j  n  étant  un  nombre  entier  donné. 

n  n     ' 

(39).  Si  n  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  faire  usage 
que  de  l'équation  des  complémens  (C) ,  et  les  transcendantes  dont 
il  s'agit  ne  pourront  être  réduites  à  un  nombre  moindre  que 
^Çn-^i).  Mais  si  n  est  un  nombre  composé^  chaque  facteur  pre- 
mier de  n  donnera  lieu  à  l'application  de  celle  des  équations 
(D),(E),  (F)>  etc.,  qui  est  relative  à  ce  facteur,  et  il  en  ré- 
sultera des  réductions  d'autant  plus  multipliées,  que  n  aura  plus  de 
facteurs  simples. 

Si  n  est  divisible  par   2,  on  pourra  appliquer  l'équation  (D), 

dans  laquelle  on  fera  successivement  a:=-,  a:=-,  a:=-,etc,, 

jusqu'à  0;  =  ^,   ce  qui  donnera  autant  d'équations   de  condition 

entre  les  fonctions  T-,  T-,  T-. . .  .r  -^^.  On  se  borne  à  chercher 

des  relations  entre  ces  fonctions,  parce  que  les  suivantes,  jusqu'à 

r  -— — ,  se  déduisent  de  celles-ci  par  l'équation  (C),  excepté  Tf, 

dont  la  valeur  est  connue. 

Si  n  est  divisible  par  5,  on  fera  l'application  de  l'équation  (E), 

en  donnant  k x  les  valeurs  successives  -,  -,  -• . .  jusqu'à  ^  exclu- 
sivement, ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  de  condition. 

On  fera  un  semblable  usage  de  l'équation  (E),  si  n  est  divi- 
sible par  5;  de  l'équation  (F),  si  n  est  divisible  par  7,  et  ainsi 
de  suite. 

On  aura  de  cette  manière  toutes  les  équations  de  condition  qui 
serviront  à  réduire  au  moindre  nombre  possible  les  transcendantes 

r  -,  r  -. .  •  .r ,  et  qui  feront  connaître  en  mém^temps  celles 

5 
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de  ces  fonctions  qai   sont  nécessaires  pour   exprimer  toutes  les 

autres. 

(4o).  Considérons  pour  premier  exemple  le  chb  de  nss:i2,  et 

désignons^  pour  abréger,  logrf— J  par  ZA:j  la  question  est   de 

réduire  au  moindre  nombre  possible  les  transcendantes  Zi  ^  Z2  , 
7j5,  Z4>  Z5;  et  pour  cela  nous  aurons  à  faire  l'application  des 
équations  (D)  et  (E),  puisque  n  a  pour  facteurs  premiers  2  et  3. 

Les  valeurs  à  sid>siituer  dans  l'équation  (D)  se  réduisent  à  deux 
seulement,  ac=-p^,  jc=-nr,  parce  qu'on  doit  supposer  a:^  Jj  il  en 
résulte  les  deux  équations  de  condition 

Zi  +  Z7  —  Za  =  i/TT  4-  |/a, 
Za  +  Z8  —  Z4  =s  il^  +  f /a. 

Au  lieu  de  Z7  et  Z8  il  faut  introduire  leurs  complémens  Z5  et 
Z4^  ce  qui  se  fera  par  l'équation  (C),  qui  donne,  en  faisant  77^^=^  > 

Z5  -4-  Z7  =  /  -r-c-  =  /-Tt  -4-  al 2  +  /sin  m  ^ 

Z4  4- Z8=  /-r^  = /tt  +    /a  — i/5. 

^     •  sin4«  '  • 

Cette  substitution  donnera 

Z5  =  Zi  —  Za  +  ilTT  +  f /a  +  /sina, 
Z4  =  iZa  +  ^/9r+^/a  —  i/p. 

L'équation  (D)  ayant  fourni  deux  équations  de  condition,  on 
voit  que  les  cinq  transcendantes  dont  il  s'agit  se  réduisent  à  trois, 
qui  sont  Zi ,  Za,  Z3;  et  cette  solution  est  dans  le  fond  la  même 
que  celle  de  l'art.   18,  deuxième  partie,  où  l'on  n'a  fait  usage  que 

des  équations  qui,  pour  les  fonctions  T-J,  répondent  aux  deux 

équations  (C)  et  (D)  relatives  aux  fonctions  T.  Mais  l'application 
de  l'équation  (  E  ) ,  due  au  facteur  premier  3 ,  fournira  encore  uae 
nouvelle  réduction. 
Puisqu'oniioit  prendre  oc<.^,  on  n'aura  à  substituer  dans  1^- 
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quation  (E)  cpie  la  seule  valeur  xzis-^^  ce  qui  donnera  Téqua-^ 
don  de  condition 

Zi  +  Z5  4-  Z9  —  Z5  =  l{2ic)  4-  ^15; 

mais  par  Téquation  (C)  on  a  Z5  +  Z9  =  /  -—-  =  /-tt  +  ^  /  2  ; 

donc 

Zi  4.  Z5  —  2Z5  =  i/a  +  i/5. 

Substituant  dans  celle-<i  la  valeur  de  Z5  exprimée  par  Zi  et  Z:i^ 
il  Tiendra 

Z5  =:  Zi  —  jZa  -|-  ^/^  +  ^l2  ~  ^/5  +  i/sinâ^j 

d^où  l'on  Toit  que  les  deux  transcendantes  Zi  ^  Z2  suffisent  pour 
déterminer  toutes  les  autres  :  c'est  le  dernier  terme  des  réductions 
qui  peuvent  avoir  lieu  entre  les  diverses  transcendantes  désignées 

par  r— . 

(4i).  Nous  avions  déjk  atteint  ce  terme  dans  les  formules  de 
Tart.  19^  deuxième  partie;  mais  nous  n'y  étions  parvenus  qu'à  l'aide 
de  diverses  intégrations  fort  compliquées ,  dont  le  résultat  est  con- 
tenu dans  l'art.  iSS^  première  partie.  En  vertu  de  ces  intégrations^ 
on  a  déterminé  (art.  19)  le  rapport  des  deux  quantités  M^^  Mj^ 
comme  il  suit: 


•  I 


iTjT-  =  a'5*  cosa  =  -: — . 

M3  sm  m 

Or 9  par  la  formule   du  n"*  i5,  on  a 

M.  =  (t)  =  ^5^, 

donc 
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Cette  équation  permet  4e  dé.terminer  F  -^  par  le  moyeti  des  deux 
transcendantes  T  yi  ^  T-rs»  ^^  on  en  tire^  suivant  la  notation  pré- 
cédente y 

Z3  =  Zi  —  4Z3  H-  :i/^  4-  i/2  —  ^15  4-  ï/sinûi, 

valeur  qui  s'accorde  entièrement  avec  celle  qu'on  a  déduite  de 
l'équation  (S). 

Ainsi  le  résultat  qui  avait  été  trouvé  presque  fortuitement  par 
des  intégrations  très-difficiles,  est  donné  immédiatement  par  Téqua* 
tion  (E).  En  général  y  il  parait  que  les  seules  réductions  qui  peuvent 
avoir  lieu  entre  les  fonctions  T,  sont  celles  que  donnent  les  équa- 
tions (C),  (D),  (E)  et  les  suivantes^  lorsque  l'application  peut 
en  être  faite,  à  raison  des  nombres  premiers  qui  sont  diviseurs 
de  n.  Ces  équations  ont  d'ailleurs  l'avantage  de  conduire  aux  ré- 
ductions par  la  voie  la  plus  simple  et  la  plus  courte^  comme  on 
vient  d'en  voir  un  exemple  ;  elles  paraissent  donc  ne  rien  laisser 
à  désirer  sur  la  théorie  des  fonctions  T. 

(42).  Dans  l'exemple  dont  nous  venons  de  développer  la  solution^ 
le  calcul  nous  a  conduits  à  prendre  Zi  et  Z2  pour  les  termes  avec 
lesquels  on  devait  exprimer  tous  les  autres.  Mais  Zi  et  Za  étant 
relatifs  aux  fonctions  TtV,  ^tt9  i^  peut  paraître  plus  simple  de 
prendre  pour  termes  de  comparaison  les  fonctions  F  j  et  r|.  Dans 
cette  hypothèse,  il  faudra  exprimer  Zi,  Za  et  Z5  par  le  moyen 
de  Z5  et  Z4.  C'est  ce  qu'on  peut  faire  facilement,  au  moyen  des 
formules  précédentes,  et  voici  le  résultat  du  calcul  dans   lequel 

nous  comprenons  toutes  les  valeurs  de  log  F  —,  excepté  logF  j. 

IT^  =  /Fi  +  /Fi  —  ilyr  —  ^la  +  |/5  —  i/sin^, 

IT^  =  2lT^  -  i/TT  —  i/a  +  i/5, 

iT-h  =  /ri  -  iTi  +  ^j7r  +  /a  -  |/5  +  ilsin  ^, 

IT-^  =  /ri  -  /ri  +  il-r  +  /a  +  il5  +  i/sin  ^, 
/r-^  ==  —  /ré  +  /:t  +  /a  —  i/S, 


IT  — 
IT  — 
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-  /ri  -^  Itt  +  i/2, 

-a/ri  +  |/7r+  f/a  — i/5, 
-  iTi  —  /rî  +  I/tt  4-  |Za  — 


1^5 


57 


i  hln-. 


(43).  Dans  les  articles  18  et  19  de  la  deuxième  partie,  on  a 
troayé  qu'en  faisant  B=sF'(sin45'')  et  C=:F'(sin  iS"),  les  trans-* 
cendautes  Ff ,  F^  peuvent  s'exprimer  par  les  fonctions  B  et  C, 
au  moyen  des  équations 


ri 


4B/*, 

a^5"*C'jr; 


mais  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques ,  on  trouve  les  loga- 
rithmes  vulgaires  de  B  et  C  ,  comme  il  suit  : 


logB 
logC 


o.a68i3  7:3324  1192, 
o.ao36i  53667  ia6a. 


^^  Mm 

De    la    résultent    les    yalears    des    transcendantes    log  F  —    et 

log  1"  (^  +  —  )>  comme   on  les  voit  dans  le  tableau  suivant^   qui 
pourra  être  fort  utile  dans  diverses  recherches  d'analyse. 


a. 

1 

log  Fa. 

\ogT{i-i-a). 

1.06067  62454  1387 

9.98149  49995  6625 

s 
IS 

0.74556  78577  553o 

9.96741  66075  6966 
9.9573a  10857  i55i 

3 
1  s 

0.55958  10700  4347 

4 
1  m 

0.42796  37493  1436 

9.95084  14945  9460 
9-94760  99744  7358 

5 

0.52788  laiëi  8498 

6 

j  m 

0.24857  49363  4707 

9.94754  49406  8509 

7 
J  s 

0.1 845a  48784  0648 

9.96034  16735  75ii 

S  s 

o.i5i65  64916  840a 

9.95556  53336  3854 

TT 

0. 08828  57954  8265 

9.96334,  5o58&  7435 

1  0 

1  s 

0.05261  aoioé  0482 

9.97543  07645  5719 

u 

o.oa347  73967  1089 

9.98568  88558  3149 
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(44)-  Après  avoir  développé  fort  au  long  le  cas  de  /k=:i3^  nous 
prendrons  encore  pour  exemple  quelques  autres  valeurs  de  n; 
mais  ne  voulant  point  entrer  dans  le  détail  des^  solutions  effec- 
tives ^  nous  nous  contenterons  d^en  démontrer  la  possibilité  y  et  à 
cet  effet  nous  ferons  usage  des  mêmes  signes  d'abréviation  que 
dans  Tart.  5i. 

Soit   d'abord    /ï=:24>    et    soit    désignée  par  (x)    la    quantité 

logr  r^}  :  on  connaît  déjà^  par  le  cas  de  n=i2jles  réductions 
qui  ont  lieu  entre  les  termes  de  rang  pair  (2),  (4),  (6),  (8) ,  (10), 
puisqu'en  général  l'expression  (aA:)  désigne  TT^K    qui   est  la 

même  chose  que  IT  Ç  —  \  Ainsi  en  appliquant  les  résultats  trou- 
vés dans  le  cas  de  n=i2^  on  aura  entre  les  cinq  transcendantes 
dont  il  s'agit ,  ces  trois  équations  : 

'(6)    =(a)-if4)+'^r 
(8)    ==i(4)  +  d, 
(10)  =  (3)  —  (4)  4-  d. 

Pour  obtenir  d'autres  rédactions,  oa  fera  d'abord  dans  Téquation 
(D)  les  substitutions  0:2=^,  x=z-^^  ^  =  ^,  ce  qui  donnera 

(,)  +  (,5)-(a)  =rf, 
(3)  +  (i5)  -  (6)  =  d, 
(5) -f- (17)  -  (»o)  =  rf. 

Mettant  dans  ces  équations,  au  lieu  des  termes  (i5),  (i5),  {ij), 
leurs  complémens  —  (ii),  -*-(9),  —(7),  on  en  tirera 

(11)  =  (1)  -(2)    +^, 

(9)  =(5) -(6)  -f-rf, 
(7)   .=  (5)  -  (10)  4-  d. 

Ces  équations  font  voir  que  sur  les  six  transcendantes  (i)^  (3), 
(5)>  (?)>  (9)>  (iO>  ^'   *^^^  ^^°  connaître   trois. 
Mais  de  plus^  l'équation  (E)  fournira  de  nouvelles  réductions^ 
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en  y  substituant  les  vaileuri  j*  s::  ^  ^  «r  =  r^ ,  loiarfes  deittc  plus 
petites  que  ^;  cette  substitution  donne  deux  ecpiations  c|iïi^  «a 
moyen  des  termes  complémentaires  ^  deviennent 

(0  +  (9)    -(7)-(5)  =  rf, 
(5)  4-  (IX)  -  (5)  -  (9)  =  d. 

Celles-ci^  en  vertu  des  relations  déjà  trouvées^  se  réduisent  à  une 
seule  ^  qui  donne 

(5)  =  (i)  -  (a)  +  (6)  4-  d. 

*  • 

Gela  posé,  on  voit  que  les  deux  transcendantes  (i)  et  (3)  de 
numéro  impair ,  et  les  deux  (a),  (4)  de  nnméro  pair,  suffisent 
pour  déterminer  toutes  les  autres,  puisqu'on  aies  valeurs  suivantes: 

(5)    =x  (,) -i(4)  + '', 

(7)   =C0-W4-i(4)  +  rf, 

(9)    =(5)-(i)-f'T(4)4-rf, 
(i,)  =  (.)  -  (a)  H- //. 

Ainsi  dans  le  cas  de /i  =  a4  9  ^^  quatre  transcendantes  T-^^T-^  ^ 
r  ï^ ,  r  -j^  suffisent  pour  déterminer  toutes  celles  qui  sont  com- 
prises dans  la  même  série  ,  jusqu'à  T  f|. 

(45).  Considérons  enfin  le  cas  de  7}=6o,  et  proposons-nous  de 
trouver  combien  il  faut  de  termes  de  la  suite  Tjô»  r6^----r^, 
pour  déterminer  tous  ies  autres  ,  et  quels  sont  ces  termes. 

k 

Désignant  toujours  log  T  g~  par  (A)  ,  on  pourra  d^abord  considé- 
rer les  termes  où  k  est  un  multiple  de  5 ,  et  appliquer  à  ces  termes 
les  formules  trouvées  pour  le  cas  de  /»  =  1 3  ,  ce  qui  domina 

(i5)=  (5)  -  Hio)  -+- «i, 

(ao)=K»o)H-'^, 

(a5)  =  (5)  -  (10)  -H  d. 

Ainsi  les  deux  termes  (5)  et  (lo)  suffisent  pour  déterminer  foutes 
les  transcendanlee  (Je)  dans  lesquelles  k  est  un  multiple  de  5. 
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Si  Ton  considère  séparément  les  termes  ou  k  est  pair,  on  aura  y 
par  l'application  des  équations  (D)  et  (C) ,  les  relations  suiyantes  : 

(28)  =  (a)~ 

(26)  =  (4)  - 
(24)  ==(6) - 

(32)  =  (8)- 

(,8)  =  (la)  - 
(x6)  =  (i4)  - 

On  trooYera  ensuite,  au  moyen  des  équations  (E)  et  (C)  ; 


(4)  +  *^, 

(12)  -f-  df 
(16)  +  d, 
(24)  H-  d, 

(28)  +  d. 


(2)  +  (22)  -  (18) 

(4)  4-  (24)  -  (16) 
(6)  4-  (26)  -  (i4) 

(g)  +  (a8)  -  (12) 


(6)  =  ^, 
(12)  =  d, 

(i8)  =  rf. 
(24)  =  d. 


Ces  quatre  équations  combinées  ayec  les  six  qui  précèdent  ; 
offrent  deux  coïncidences  ,  et  ne  déternûnent  que  huit  quantités  , 
savoir  : 

(28)  =  (2)  -  (4)  +  ^, 

{:i6)  =  (2)  -  (6)  H-  d,  . 
(24)  =  (6)  -  (12)+  J, 
(22)  =2(12)—  (2)  4-  J, 
(18)  =2(12)—  (6)  4-  d, 

(16)  =  (4)  4- (6)  ~  2(12)  4-^, 
(i4)  =  (2)  4-  (6)  —  2  (la)  4-  d, 
(8)  =  (6)  4- (4)- (2)4-^; 

d'où  l'on  voit  que  les  quatre  quanti  te's  (2),  (4) ,  (6)  ,  (12)  suffisent 
pour  déterminer  tous  les  termes  (Je)  dans  lesquels  k  est  pair  et  noa 
divisible  par  5. 
Enfin  l'application  des  équations  (F)  et  (C)  donne 

(2)  +  (,4)  4-  (26)  -  (22)  -  (10)  -  (10)  =  d, 

(4)  4-  (16)  4-  (a8)  -  (ao)  -  (8)  -  (20)  =  d, 

et 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  I.  41 

et  ces  deax-ci  se'  rédaisent  à  âne  seule ,  savoir  , 

d'où  il  suit  que  tous  les  termes  (k)  où  k  est  pair  y  pourront  s'ex- 
primer au  moyen  des  quantités  (2),  (4),  (6),  (lo), 

(46)«  Venons  maintenant  aux  quantités  où  k  est  impair.  On  aura , 
par  lapplicatiou  des  équations  (D)  et  (C)  ^  ces  six  conditions  : 

(ag)  =  (0  -(:»)+ rf, 
(a7)  =  (3)-(6)  + J, 

(a5)  =  (7)-(,4)  +  cf, 
(:.i)  =  (9)-(.8)H-<^. 
(19)  ==  (11)  —  (aa)  +  d, 
(17)  =  (,5)  —  (a6)  +  d. 

Ensuite  les  équations  (E)  et  (C)  en  fourniront  quatre  ^  savoir  : 

(1)  + (^0-09) -(5)  =  ^, 
(5)  +  (23)-(i7)-(9)  =  J, 

(7)  +  M  -  (^5)  -  (^0  =  d, 
(9)  +  (^9)  -  (")  -  (27)  =  ^'^ 

Mais  ces  quatre  conditions  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

(i,)  =  (i)  +  (9)  -  (a)  -  (5)  +  (6)  +  rf, 

(,5)  =  (5)  +  (7)  -  (9)  +  a(i)  -  2(6)  -  (10)  +  d. 

■ 

Enfin  réqnation  (F)  donnera  deux  conditions  qui^  en  vertu  des 
relations  déjà  trouvées ,  se  réduisent  à  une  seule  ^  savoir  ^ 

(9)  =  (5)  H-  (2)  -  (6)  -  i(io)  +  d. 

*  * 

De  la  on  voit  qu'avec  les  quatre  données  impaires  (i)  ,  (5)  ,  (5),  (7) , 
join.tes  aux  quatre  données  paires  (2),  (4),  (6),  (10),  on  pourra 
achever  de  déterminer  toutes  les  transcendantes  désignées  par  (k). 

6 


1 
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On  aura  en  effet  pour  les  termes  impairs ,  ces  expressions  : 


(9)  =  (S)4- 
(II)  =  (.)  - 

(i5)  =  (7)  + 
(,5)  =  (5)  - 

(17)  =  (7)  -- 
(,9)  =  CO  - 
(:.i)  =  (5)  - 
(â5)  =  (7)  + 
(25)  =  (5)  - 

(»7)  =  (3)  - 
(ag)  =  (,)  _ 


a)-(6)-i(io)  +  rf, 

i  (10)  4-:^, 

a)-(6)-.i(io)  + J, 
^  (10)  +  d , 
i.  (10)  -f-  dy 

a  )  -  (6)  ~  (.0)  +  ^, 

10)  4-  ti, 
6)  +  d, 

a)  -^  d. 


Quant  aux  termes   où   k  est  pair,  nous  avons  donné  ci -dessus 
leur  expression ,  où  il   ne  reste  plus  à  substituer  que  la  yaleur 

(ia)  =  (a)^i(io)+<?. 


(47).  Remarquons  que  le  nombre  des  transcendantes  nécessaires 
pour  déterminer  toutes  les  autres^  étant  nommé  N^  on  aura  * 


pour  n  =  I  a  ) 

N  =  a  =-^(i- 

-ï)(«--i). 

pour  n  —  a4> 

N--4-M(i- 

-t)(i-Î), 

pour  n  =5  60  , 

N  =  8  =  *  •  (  I  - 

-ï)(i-|)(i 

Dans  cette  formation  du  nombre  N ,  le  facteur  ^  est  du  à  l'équa- 
tion (C),  le  Êicteur  (i  — j)k  l'équation  (D),  le  facteur  (  i  •— j)  à 
l'équation  (E) ,  et  le  facteur  (  i  r—  j-  )  à  l'équation  (F). 

En  général  y  si  Ay  C  y  y  ^  etc.  sont  les  nombres  premiers  inégaux 
qui  divisent  N  ^  on  aura 


N 


K^-OO-OO-;)'"*"- 


nombre  qui  exprime  combien  il  j  a  de  nombres  premiers  à  ;i  et 
moindres  que  i  ^ 
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Cette  loi  a  été  vérifiée  dans  plusieurs  autres  exemples^  ^^  il  7 
a  lieu  de  croire  qu'elle  est  vraie  en  général;  d'où  il  suit  qu'étant 
donné  un  nombre  quelconque  n^  on  peut  trouver  immédiatement 


n  —  1 


120 
combien   il  ixal  de  termes  de  la  suite  r-,r-,r-.,..r 

pour  déterminer  tous  les  autres. 

Ainsi  si  l'on  voulait  construire  avec  le  moins  de  données  pos- 
sible 9  une  table  des  fonctions  Ta  pour  toutes  les  valeurs  de  a  ^  de 
millième  en  millième ,  depuis  a  =  0.001  jusqu'à  a=i.ooo^on 
pourrait  le.  faire  en  supposant  connu  un  nombre  de  termes  de  cette 
suite  =  5oo.~.  1  =  200.  Si  au  lieu  de  donner  aux  valeurs  succes- 
sives de  a^  le  dénominateur  commun  looo^  on  leur  donnait  le  dé-» 
nominateur  io5o^  qui  a  pour  facteurs  premiers  2  y  3^5,  7>1^ 
nombre  des  termes  nécessaires  serait  -^-^ .  ^ .  | .  | .  f  =  1 20.  Ainsi  il  ne 
Êiudrait  que  lao  termes  pour  en  déterminer  algébriquement  io5o^  et 
la  table  ne  serait  guère  moins  faicite  à  interpoler  que  dans  l'autre  cas. 

(48).  On  sait  de  cette  manière  combien  il  faut  de  transcendantes 
pour  déterminer  toutes  les  autres;  mais  il  n'est  pas  aussi  fiicile  de 
prévoir  quelles  sont  y  pour  chaque  valeur  de  n  ^  ces  transcendantes. 
Dans  le  cas  de  n  =  60 ,  on  aurait  pu  penser  que  ces  quantités  y 
dont  le  nombre  est  fixé  à  huit  y  pouvaient  être  les  huit  premiers 
termes  de  la  suite  F^^r^^r^^  etc.  ;  mais  le  calcul  a  fait  voir 
que  la  fonction  F  ^  doit  être  exclue  comme  étant  déterminée  par 
les  précédentes ,  au  moyen  de  l'équation  (8)  =  (6)+  (4) — C^)  "f"^- 
Cette  circonstance  a  forcé  de  prendre  pour  huitième  terme  la 
fonction  T  j|.  Au  reste  y  le  problème  qu'on  a  résolu  par  les  huit 
fonctions  mentionnées^  pourrait  l'être  de  beaucoup  d'autres  manières; 
c'est-à-dire  qu'une  ou  plusieurs  de  ces  fonctions  pourraient  êlre^ 
remplacées  par  d'autres  en  nombre  égal;  ce  qui  ferait  toujours 
huit  transcendantes  par  lesquelles  on  déterminerait  toutes  les  autres. 

(49)*  Nous  remarquerons  encore  que  les  équations  que  nous 
avons  trouvées  pour  les  cas  de  nz=.  12 ,  /»=;!24  »  /i  ::=  60  ^  et  toutes 
celles  qu'on  trouverait  de  même  pour  d'autres  valeurs  àt  Uy  sont 
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autant  de  théorèmes  qui  établissent  des  réductions  plus  ou  moins 
remarquables  entre  les  fonctions  r. 

Par  exemple  ,  l'équation  (13)  =  (2)  —  7  (10)  +  dy  obtenue  dans 
le  cas  de  /z  =  60  ^  est  l'expression  abrégée  de  ce  théorème 

ri  =  r  3^.(1  ^pp, 

P  étant  une  fonction  donnée  de  "tc  et  de  quantités  algébriques.  I) 
est  même  facile  de  voir  ^  a  priori ,  de  quelle  manière  'X  doit  entrer 
dans  cette  fonction. 

En  effet,  si  dans  les  équations  (C),  {^)  9  (^)  9  etc. ,  on  fait 
r:r  =  ^""'  *  (a:)  ,  *  étant  une  nouvelle  fonction ,  on  trouvera  que 
yr  disparaît  entièrement  de  ces  équations  )  de  sorte  que  la  quan- 
tité 'TT'^'  Tx  devra  être  indépendante  de  "X  dans  tous  les  résultats 
qu'on  tirera  de  ces  équations. 

Dans  l'exemple  précédent  on  a  |  —  to  +  7'|  =  5;  donc 

ri  =  r^(ri)"VQ, 

Q  étant  une  fonction  purement  algébrique  qui  ne  doit  plus  con- 
tenir'TT.  Pour  trouver  cette  fonction  algébrique^  il  faudrait  déve- 
lopper tout  au  long  les  équations  qui  ont  conduit  à  l'expressioa 
abrégée  (13)  =  (a)  —  ^  (lo)  -+- 1/,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le 
cas  de  nz=:  12. 

§  V.  Propriétés  générales  des  coefficiens  différentiels  de 

la  Jonction  logTx. 

(5o).  D'après  le  théorème  de  Fart.  37  ,  deuxième  partie ,  si  l'on 
fait 


on  aura 


f  =_VT,     ou    ii^  =  -T. 
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Mais  par  l'équation  (3)  on  a  V  =  ^(    ^  '  ^  %  ou log  V s=:  tTp H-^Ff 
^-/r(;>-f-y);  donc 

d(p  +  q)  dp  J  1— a: 

Mettant  rau  lieu  de;?+^^on  aura  FéquatioD 

d  log  rr        d  log  rp         Pdx    x^ — x'  .  ^. 

à  laquelle  on  peut  donner  aussi  la  forme 


rflogr(i  +  r) <flogr(i+p)  __  rjxP^jf^dx 

dr  dp  /  i_x 


l'intégrale  du  second  membre  est  prise  h  Tordinaire  entre  les  limite» 


xz=o y  j:=  I. 


(5i).  Soit  p:=:  o  et  r=  a,  le  coefficient  différentiel  iLl^L±£J 

se  réduira  à  —  C  d'après  la  formule  (eo)  du  n""  77^  deuxième  partie; 
ainsi  on  aura 


C  +  J-iL=^^..  (,,, 


dlr(i+a)_        ^    ,      ri^-af)dx_ 
da  ""^ 


c'est  l'expression  du  premier  coefficient  différentiel  de  la  fonction 
log  r(i  *f-a).  Ce  coefficient  pourra  se  déterminer  exactement 
lorsque  a  sera  un  nombre  rationnel,  puisque  sa  valeur  est  com- 
posée de  la  constante  connue  — G  et  d'une  intégrale  définie  qui 
ne  dépend  que  des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes. 

Soit  alors  a  =  —  ,  et  soit  a:  =^^,  on  aura 


J      1 — X         J         1—^*  m  J  y  *i — j^** 

Cette  dernière  intégrale  est  la  même  qui  a   été  désignée  par  S^. 
dans  l'art.  35  j  deuxième  partie  ;  ainsi  on  aura 

J        1—0?  m  "•' 
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par  conséquent  poar  toute  valeur  rationnelle  az=:  --^  le  coefficient 

différentiel  ^J^         aura  pour  expression 

ce  qui  donne  aussi 

dira  ^         « 

da 

On  pourra  substituer  dans  ces  expressions  la  valeur  de  B„  donnée 
dans  l'article  cité;. mais  il  faut  observer  que  cette  valeur  suppose 
m  <C  n.  Dans  le  cas  contraire  ,  il   £aiudrait  séparer  de  la  différen-* 

tielle  -^ .  '^^^  ,  la  partie  entière  qu'elle  contient ,  et  l'intégrer 

y    \    y 

dans  les  limites  jr=:o,  jr  z=:  i.  Le  reste  de  cette  différentielle 
représenté  par  —  .  ^     ^  ,  aurait  pour  intégrale  la  quantité  B^. 

9^  m/ 

La  même  opération  peut  être  faite  d'une  autre  manière^  en  dimi- 
nuant successivement  la  valeur  de  a  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne 
plus  petite  que  l'unité.  On  a  pour  cet  effet  les  formules  r(i-f-^)=^r^9 
r(a  +  «)=(i  H- a)  àTa ,  etc.;  d'où  l'on  tire 

dlr  (i  +  g) 1    ,    d  Ira 

'    da  ''^  a  da    ^ 

dlr{fi  +  a) 1  1     .    dira 

da  *"  1  +  a  "•    a  "^     da     ^ 

etc. 

(5a).  On  a  déjà  remarqué  (art.  20)  qu'en  désignant  par^(a)  la 
somme  de  la  suite  harmonique  i  4-7  +  î  +  i---»+'"^  ^^  • 

^  (.)  =  C  +  ^l2iE0±l). 

Là  fonction  ^  (a)  sera  donc  aussi  exprimée  par  l'intégrale  définie 
Cette  expression  se  vérifie  immédiatement  lorsque  a  est  un  nombre 


y 
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entier.  En  effet,  dans  ce  cas  on  aura 


x  —  af 


lir  =x  (  I  +  X  +  oî*» . .  .4-  *^'  )  dx  y 


1  —  X 

et  rintégrale  de  ce  polynôme ,  prise  depuis  :r  =  o  jusqu'à  a:=  i  ^ 
donne  la  suite  i  +  t  +  i +  ~  désignée  par  ç  (a). 

Ce  résultat  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  £i,  en  vertu  de  la  con- 
tinuité de  la  fonction  ^  (a)  y  aurait  suffi  pour  donner  l'expression 
de  9  (a)  en  intégrale  définje ,  et  de  là  celle  du  coefficient  diffé«* 

rentiel  — "  '  ^  >  qu'on  aurait  trouvé  ainsi  sans  le  secours  du 

tbéorème  de  l'article  37. 

(53).  11  résulte  de  la  formule  précédente  qne,  tontes  les  fois 
que  le  nombre  a  sera  rationnel ,  la  somme  ^  {a)  de  la  ^rie  har* 
monique  pourra  être  exprimée  par  le  mojen  des  arcs  de  cercle  et 
des  logarithmes  ,  ce  qui  est  un  théorème  assez  remarquable. 

Pour  avoir  la  valeur  effective  de  ^  {a)  dans  le  cas  dont  il  s'agit, 
on  observera  d'abord  que  par  la  nature  de  cette  fonction^  on  a 

d'où  il  suit  que  la  détermination  de  la  fonction  (p  (a)  se  réduira 
toujours  à  celle  d'une  pareille  fonction  dans  laquelle  a  sera  plus 
petit  que  l'unité. 

Soit  alors  a  s=  — ,  m  étant  <  w ,  et  on  aura ,  comme  ci-dessus , 


Les  cas  les  plus  simples  peuvent  être  calculés  directement  par 
le  moyen  dé  l'intégrale  définie.  Ainsi  on  trouve 

«fil  =  5  —  S  r^i— y)4y  _  5  _  1 75 î_ 
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Lorsque  <t  est  infiniment  petit  y  on  aura 


dx  l  - 


<p( 


y       J  1— a;  i— x  o 


Cette  valeur  se  déduirait  aussi  de  la  formule 

d^ dtflog  r  (i  +fl) 

dâ  da^  * 

dont  le  second  membre  se  réduit  à  S»  ou  -g-  lorsque  ^  =:  o. 

La  fonction  ^  ( A )' décroit  donc  continuellement  depuis  a=x 
jusqu'à  a  =  o;  elle  est  égale  à  i  dans  la  première  limite^  et  à 
zéro  dans  la  seconde. 

Nous  remarquerons  qu'Euler  a  donné  la  valeur  de  ^  (  7  )  dans 
son  Calcul  di0erentiel  ^  pag.  81 4  j  muis  d'après  une  suite  infinie  qu'il 
ne  sonune  que  dans  ce  cas  particulier. 

(54).  Si  l'on  différentie  logarithmiquement  les  équations  (  C  )  , 
(D),  (E),  etc.  ^  on  aura  diverses  relations  entre  les  coefficiens 
différentiels  de  même  ordre  de  la  fonction  T  {x).  Et  d'abord 
l'équation  (  C  )  donne 


d  Ira 


dlr (\  — a)  ^      M.    ^  /     N 


da  ct(i— -a) 

d/r  (i  — a) 

dira 


Ainsi  le  coefficient  différentiel   "j/    _    V  peut  se  déduire  du 

coefficient   différentiel  ■    ,  -  ^  que    nous   regardons    comme    son 
complément. 

Cette  équation  fait  connaître  la  différence  de  deux  coefficiens 
qui  sont  complémens  l'un  de  Tautre ,  et  elle  a  l'avantage  de 
donner  cette  différence  pour  toute  valeur  de  a  rationnelle  ou  ir« 
rationnelle. 

L'équation  (  16  )  donnerait  pour  la  même  différence  ,  oelte 
valeur 

dira        dlr  (1  — a) rdx    a?'-* — x* 

'  da     *""      d(i-^a)     "^y    X  1— oT"' 

donc 


i 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTIOPT  I.  49 

donc  on  a 

-.——-  =  ^coi<m,  (ao) 

formule  qui  a  lieu  poar  toute  valeur  de  a ,  et  qu'il  est  aisé  de  yé- 
rifier  lorsque  a  est  rationnel.  Cette  formule  s'accorde  entièrement 
avec  celle  du  n""  44  >  deuxième  partie. 

(55).  Différenciant  de  même  l'équation  (D)^  et  changeant  x  ena, 
ou  aura 

rf/rg   ,    dlr{i  +  a)       adlr (aa) . 

^^T"*"     dii  +  d)  c/(aa) ^"' 

Le  premier  membre  se  compose  de  deux  différences  qui  se  déter- 
minent par  l'équation  (16) ,  et  dont  les  valeurs  sont 

dira dtr(ùa) /*dx    s^— jf 

da    "^     d(aa)     ""*J     a?  '    i  —  «  •* 

dlTil-^-a) dlr(aa)  rdx    a?**— g^"*^^ 

d(^+a)  dÇ2a)     """J    x  '        i— x 

Donc  en  disant  les  substitutions ,  on  aura  la  formule 


/dx 


iH-a 


dx    a?* 4-^*       —  aa:^ 


l— X 


:2/a. 


De  l'équation  (E)  on  déduirait  semblablement  la  formule 

y  X  *  1 — X  ' 

et  ainsi  des  autres. 
Ces  formules  peuvent  aussi  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 
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et  l'on  peut  remarquer  qu'elles  sont  toutes  contenues  dans  la  for^ 
mule  générale 


(56).  Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  lorsque  m  est  un  nombre 
entier.  En  effet ,  appelons  f{a)  le  preraier  membre  de  l'équation 
précédente  ;  si  à  la  place  de  a  on  met  a  +  i ,  on  aura 


Mais  on  a   1  = +  f  et  /  — -. —  =  —  — 

J    1  —  0?  a     '  J     1  — X        J         1  —  a;"  a 

/Tix^^~~^dx  •  ■•  • 
jj-.   Faisant  a:=i  dans  les  parties  bors  du  signe  ^  et 

retranchant  une  intégrale  de  l'autre^  on  aura  F(ât+  i)  =  F  {a) y 
et  par  conséquent  F(â)  =  F  (i).  Mais  lorsque  ^2=3  j^  on  a 

faisant  ensuite  x=zi,  on  aura  F(i)  = //i;  donc  F(a)  =  //i.  La 
formule  générale  est  donc  démontrée  lorsque  a  est  un  nombre 
entier. 

•  -  •  V  ^  ^ 

(67).  Supposons  maintenant  a=si^y  p  et  q  étant    des  nombres 
entiers^  si  l'on  fait  xz=:j^y  on  aura 

intégrale  qui  devra  toujours  être  prise  depuis  j^=:o  jusqu*àj^=i. 
Si    Ton   faisait  jr*z=:z,  la  valeur  de  F  (a)   pourrait   se  mettre 
sous  la  forme 

F(a)=/(îC^_S^). 
c'est-à-dire  que  F  serait  la  différence  de  deux  intégrales  de  même 


H. — I  ■  ■- 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  I.  5 1 

Ibrme  et  prises .  entre  les  mêmes  limites  ;  d'où  il  semble  qu^on 
deyrait  conclure  que  F  est  nulle.  Mais  il  faut  observer  que  les 
intégrales  dont  il  s'agit  sont  toutes  deux  infinies ,  et  que  leur 
tlifférence^  qui  peut  être  finie,  dépend  de  la  relation  qui  existe 
entre  z  eijr^  et  ne  peut  être  trouvée  que  lorsqu'on  aura  écarté 
les  infinis  de  part  et  d'autre. 

Pour  cela ,  je  remarque  que  p  ei  q  étant  toujours  supposés  des 
nombres  entiers  ^  ou  a  ^  par  les  règles  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles^ 

N  étant  un  dénominateur  qui  ne  s*éyanouit  pas  lorsque  7*=  i.  On 
aura  donc  l'intégrale  indéfinie 

/'-^  =  - '0-^)4-/(7), 

*  f(j)  étant  une  fonction  de  jr  exprimtée  en  arcs  de  cercle  et  lo- 
gariûimes,  laquelle  est  nulle  lorsque  ^  =  0,  et  ne  devient  pas  in- 
finie lorsque ^"=1.  On  aura  semblablement 

f(z)  étant  la  même  fonction  de  z  que/(/)  est  de/.  De  là  ré- 
sulte l'intégrale  indéfinie 

V  =  i(T^) -^ Ar)  - A^) i 

OU,  en  mettant  y*  à  la  place  de  z^ 

-     F  =  ^(-7EÇ)+/(r)-/(r)- 

Maintenant  si  l'on  fait  /=  i ,  comme  on  peut  préalablement  mettre 

^Y~~  ^^^^  ^^  forme   i4-7'+i7'***.+7""S  on  aura    la   valeur 

cherchée 

F(a)  =  Iri, 
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de  sorte  que  la  formule  générale  est  démontrée  ^  priori  pour  toute 
Taleur  rationnelle  de  a. 

(58).  Pour  revenir  à  la  fonction  *  ■  ^  que  nous  pouvons  re- 
présenter par  7j'(d),  on  voit  que  les  équations  (C),  (D),  (E),  etc., 
ne  font  connaître  aucune  propriété  particulière  de  cette  fonction^ 
et  qu'elles  conduisent  seulement  à  des  formules  relatives  aux  in-* 
tégrales  définies.  Il  ne  reste  par  conséquent  à  considérer  d'autre 
propriété  de  cette  fonction^  que  celle  qui  est  contenue  dans 
réquation  (i6)^  et  qui. consiste  en  ce  que>.  toutes  les  fois  que  a 
sera  rationnel^  la  fonction  Z'(a)  pourra  toujours  s'exprimer  par 
la  constante  — -C  jointe  à  une  quantité  qu'on  pçut  toujours  évaluer 
par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes. 

Nous  avons  traité  fort  au  long  des  réductions  qui  peuvent  avoir 
lieu    entre   les    fonctions  logTa  ou  Tj(à),  lorsqu'on  donne  à  la 

racine  a  les  valeurs  successives  -,  -,  - . . .  .    Un  semblable 

problème  n'a  point  lieu  relativement  aux  fonctions  'L'(a)y  puis- 
qu'elles sont  toutes  détermînables  ^  ainsi  qu'on  vient  de  le  dire. 

Passons  donc  aux  coéfficiens  différentiels  du  second  ordre  ,  ^-  , 
que  nous  désignerons  semblabjement  par  Z''(a). 

^  (59).  L'équation  (16)  étant  différenciée  par  rapport  kp,  donne, 
en  mettant  a  au  lieu  de  p, 

""iS^  ~  ^       i—x    • 

Développant  la  différentielle  du  second  membre  en  série,  et  in- 
tégrant les  différens  termes  d'après  la  formule  de  Tart.  40,  deuxième 
partie,  on  aura 

Cette  formule  et  celles  qu'on  pouirait  en  déduire  par  la  différen- 


Hàâ 
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tiation,  sont  les  mêmes  qui  ont  été  données  dans  l'art.  22}  et  comme 

on  ne  connaît  aucun  autre  moyen  d'obtenir  Tinlégrale  J ?^ 

il  ne   résultera  de  l'équation  (16)  aucune  propriété  des  fonc- 
tions Z'Xa). 

(66).  L'équation  (19)  étant  différenciée^  donne 

z»w  +  z"(.-.)  =  ^,  („) 

d'où  l'on  voit  que  la  fonction  Z"(i— a)  se  détermine  par  la  fonc- 
tion 2j"(a)f  qui  en  est  le  complément. 

Lorsque  <ï=î,  la  formule  précédente  donne  Z"(i)  ss^t*. 
Lorsque  a=i,  on  a  Z"(i)5=|9r*;  en  effet,  la  valeur  générale 
de  Z"(a)  étant 

Z"(a)  =  -  -f-  7— i h       ^       j.  etc 

^  ^         a»  ^  (i  4-0)»  ^  (a  +  a)«  ^  ®**^-  » 

cette  quantité,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  se  réduit  à  S,  ou  -. 
C'est  aussi  ce  qu'on  déduirait  des  formules 

Z'(tH-fl)  =  —  C  H-  S^  —  S,a'  +  S^a»  -,  etc., 
Z"(i  +  a)  =        S.  — 3S,a  H-SS^a»  —  etc. , 

en  faisant  a=so.    ' 

Pour  avoir  d'autres  propriétés  de  la  fonction  Z"(a),  on  pren- 
dra la  différentielle  seconde  logarithmique  de  l'équation  (D),  ce 
qui  donnera 

Z'(a)  +  Z'Xi  +  a)  -  4Z"Caa)  s=  o  ;  ^^5^ 

de  même  la  différentielle  seconde  des  équations    (E)  et   CF) 
donnerait 

Z"(-)-|-Z"(f  +  «)  +  Z"CJ-f-«)-9Z"(5«)=:o, 
r('»H-Z'Xi+«>4-Z''(f-H)H-Z''(|+«H.Z''(|+«>-.a5Z''(5a)=o: 
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ce  sont  les  mêmes  éqaatîons  qui  ont  servi  à  démontrer  les  équa« 

tiens  (D),  (E),  (F),  etc. 

II  résulte  de  ces  équations ,  qu'on  peut  Êiîre  sur  les  fonctions 
Z''  les  mêmes  réductions  qui  ont  lieu  pour  les  fonctions  T ,  c'est- 

à  -  dire  que  si   l'on  considère  les  fonctions  successives  TJ'  f-\ 

Z"  r  -  Y  . .  Z"  ^  "      ^  j  j   ces   fonctions    se  détermineront  par   le 

moyen  dun  certain  nombre  d'entr'elles  ^  et  ce  nombre  sera  en 
général  le  même  que  celui  des  nombres  premiers  a  n  et  plus  pe* 
tits  que  ^n.  Ainsi  dans  le  cas  de  n=ii2y  deux  des  transcendantes 
Z'^Ctt),  Z''(-^)...Z''(i7),  suffiront  pour  déterminer  toutes  les 
autres  :  ces  deux  transcendantes  se  trouveront  d'ailleurs  par  la 
même  méthode  qui  a  été  employée  à  l'égard  des  fonctions  F. 

(6i).   En  effet 9    si  l'on    désigne ,   pour  abréger,   la    fonction 
—  j  par  (k)y  l'équation   (22)  donnera ,  en  faisant  —  =  tf  ^ 

(i) -H  (11)  =  ^  =  4<a+V^3), 

(a)  -f-  (10)  =  4'X', 
(5) +  (9)  =  airs 

on  aura  ensuite^  par  l'équation  (a 3) ,  les  deux  conditions 

(0  +  (7)  -  4(a)  =  o, 

(a) +  (8)- 4(4)  =  0, 
et  par  l'équation  (34) >  cette  autre  condition, 

■ 

(0  +  (5)  H- (9)  -  9(5)  =  o. 

Ces  neuf  équations  permettront  de  déterminer  toutes  les  trans- 
cendantes dont  il  s'agit^  par  le  moyen  de  deux  d'entr'elles.  Par 
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exemple 9  si  l'on  prend  pour  données  TJ\t%)  et  Z"(-^),  quç 
nous  désignons  par  (i)  et  (a)^  les  autres  transcendantes  se  dé- 
termineront  ainsi  : 

(4)  =  i(3)  +  -h'^> 

(5)  =  Ci)--4W  + 4^^(3-/5), 

(6)  =  i^S 

(8)  s=  -  f  (a)  +  i^^, 

(9)  =  f  W  -  iO)  +  ^^0+1/3), 
(lo)  =  —  (a)  4-  4w*, 

(ii)  =  — (i)  +  4^»(2  +  V^5). 

Il  ne  reste,  pour  la  détermination  absolue  de  ces  quantités^  qu'à 
connaître  Tj"(ti)  et  Z"(iV)-  Pour  cela ,  il  faudrait  pouvoir  sommer 
les  suites  que  ces  quantités  représentent,  savoir  : 

ZX^)  =  i44  (i  +  ^  +  ^-4-^  +etc.), 
Z"(^)  =    36  (i  +  1  +  -^  +  ^.  +  etc.) 
On  pourrait  aussi  déterminer  ces  quantités  par  les  intégrales  définies 

rdxl- 

z"(,V)  =  i44  /  m:^ . 

rdxi- 

Z"(fr)=    36  J^. 

Mais  la  difficulté  d'exprimer  ces  intégrales  autrement  que  par  les 
séries  précédentes,  rend  ces  expressions  peu  utiles. 

Lorsqu'on  voudra  obtenir  ces  valeurs  par  approximation,  on  y 
parviendra  aisément  par  la  formule  de  l'art.  46,  deuxième  partie. 

(63).  Considérons    maintenant    le   troisième    coefficient 
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TJ"  (a)  =  —j^  ;  on  aura  d'abord ,  par  Féquation  (C)  ; 

Z"Y«)  —  Z'"(i  — «)  =  —  2:^î£:  (25) 

ce  qui  détermine  la  fonction  Z'^'(i  -—a)  par  son  complément  Z'''(a). 
On  a  ensuite,  par  les  équations  (D),  (^)>  etc., 

7j"\a)  4-  Z'"Ct  +  «)  —  8Z''^(afl)  =  o, 

Z'"(a)  +  Z'"(j  +  «)  +  Z'"(f +  «)  -  2rjV\Za)  =  o, 

et  ainsi  de  suite;  ce  qui  établit  les  mêmes  réductions  entre  les 
fonctions  Z'''(âi)  qu'on  a  obtenues  entre  les  fonctions  TJ\a). 

Le  cas  de  a  =  i  donne ,  par  les  formules  de  l'article  6o  j 
Z'''(i)  =  —  ^283;  si  dans  la  première  des  deux  équations  précé-* 
dentés  on  fait  a=^,  on  aura  Z'"(^)  =  7Z'"(i)=:— 14S3;  enfin 
dans  le  cas  de  n  =  j ,  on  aura  les  deux  équations 

z"'Ci)-z"'(|)=-^, 

Z'^Ci)  +-Z'"(f)  -  a6Z"'(i)  =  o; 

ce  qui  détermine  les  deux  transcendantes   TJ"{\)  et  TJ"{^)^  par 
le  moyen  de  Z'"(i)  ou  de  83. 

Toutes  ces  solutions  reviennent  à  celles  que  nous  avons  déjà 
données  ou.  indiquées  dans  les  art.  4^  à  49  de  la  deuxième  partie; 
mais  on  voit  plus  clairement  dans  cette  nouvelle  métbode  la  sé- 
rie des  opérations,  et  on  connaît  le  nombre  de  transcendantes 
nécessaires  à  chaque  solution ,  nombre  qui  a  été  fixé  par  la  règle 
de  l'art.  47* 

J  VI.  Divers  exemples  cPinterpolalion. 

(63).  Euler^  dans  le  chapitre  XVII  de  son  Calcul  différentiel , 
a  résolu  divers  problèmes  d'interpolation  par  des  suites  infinies 
dont  il  ne  donne  la  somme  que  pour  le  cas  de  71  =  7.  Nous  allons 
faire^  voir  que  ces  interpolations  peuvent  être  effectuées  d'une  ma- 
nière plus  simple  et  plus  générale  au  moyen  des  fonctions  F. 

Exemph 


rH— Éfc^     ■■■ 
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«  •  '  ' 

Exemple  I.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'interpoler  la  suite  dont  le 
n''~  terme  est  N  =  i  +  r"H  î-  •  •  •+  -  ;  la  question  est  de  savoir 

ce  que  deviendra  N  lorsqu'on  donnera  à  n  une  valeur  fractionnaire 
quelconque. 

Nous  avons  désigné  (  art.  52  )  ce   terme   général  par  ^  {n) ,  et 
nous  avons  fait  voir  que  (p  {n)  est  donné  par  la  formule 

■ 

celte  intégrale  étant  prise  depuis  xz=o  jusqu'à  a;  =  i.  On  pourra 
donc  déterminer  ^  {n)  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes, 
toutes  les  fois  que  n  sera  un  nombre  rationnel.  Dans  les  autres  cas^ 
on  déterminera  ^  {n)  par  la  suite 

^  («)  =  C  H- /» -t- ji^  —  ^ -t- ^  —  g^ -f- etc. , 

OÙ  A',  B',  C,  etc.  désignent  les  nombres  Bemonlliens.  On  pourra 
toujours  faire  ensorte  que  cette  suite  converge  rapidement  dans 

les  premiers  termes  ;  car  on  a  ^(/ï)  =  ç(/i-f-i) -^— .  Ainsi 

9  (^)  P^^^  ^^^^  déterminé  par  ^  {n  ^  k)  y  k  étant  un  entier  qui 
pourra  être  pris  assez  grand  pour  que  la  série  qui  détermine  ^  {n^k)^ 
ait  les  conditions  requises. 

(64).  Exemple  II.  Soit  proposé  d'interpoler  la  suite  dont  le  terme 
général  ou  le  /»''"'  terme  est 

Puisqu  on  a  — • — r  =  r  H : r-  •  on  voit  que  ce  cas  se  ra- 

mène  au  précédent  y  et  que  l'expression  de  N  pour  toute  valeur 
de  n  ^  sera 

8 
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Ainsi  on  pourra  4éteraiiner  N  par  les  arcs  de  cercle  et  le»  loga- 

ritbmes  y  toutes  le$  fois  que  r  +  ^  Aura  une  yaleur  ratîoimelle* 

(65).  Exemple  III.  Pour  interpoler  la  suite  dont  le  terme  gênerai 
W=i  +  T?  +  »;  +  7?.. . .+  -^  j  on  pourra  sa  servir  de  la  formule 

'   '"  i.a.3....r  — 1  *  <ir'  * 

m 

et  appliquer  les  réductions  propres  à  la  fonction  vj^^  »  dans 

laquelle  on  fera  ar=n. 

Dans  les  cas  où  cette  fonction  ne  pourrait  s'exprinnier  exactement 
en  vertu  de  ces  propriétés ,  il  faudra,  pour  trouver  la  valeur  deN, 
avoir  recours  à  la  série  qui  vient  des  différentiations  répétées  de 
la  formule 

^IL1±±J^)  =  _  C  H-  S.a:  —  Sso:-  +  S^^  —  etc. 

Mais  comme  cette  formule  suppose  ^  <C  i  »  il  fiiudra  préalablement 
ramener  le  cas  proposé  à  cehû  où  n  est  <  i  ;  ce  qui  n'a  aucune 
difficulté^  puisque  N  étant  une  fonction  de  n  quon  peut  désigner 
pair  f(n) ,  on  aura 

/(«)  =  /(„-,)  +  !. 

(66).  Exemple  IV.  Soit   proposé  d'interpoler  la  suite  dout  le 
terme  gênerai  N  =  — t-t  .  — f— r  .      ,  u\.  •  • . , .— 7— i- 
Lorsque  n  est  uu  nombre  entier ,  on  a 

Donc  le  terme  général  N  a  pour  expression 
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Taleur  qui  pourra  être  employée  quel  que  soit  n. 

Si  l'on  propose^  par  exemple ,  la  suite  -,  -4>  ■  '^'o  etc.,  son 
terme  général  sera 

—  rir(/i4-iy 

Ainsi  pour  rindice  i»  =  ^^  ou  aura  N  =  -*,  '   ^  ss  ^ ;  pour 

r  y  r  j        w 

n  =  I ,  on  aura  N  =  ^^^^  =  —  .  p^  ,  valeur  qui  pourra  se  ré- 
duire ultérieuremenl  par  la  relation  connue  entre  T  -^  et  F  |. 


Soit  encore  la  suite  31^,  ot^  >   ^*^'  ^   ^'expression  de   son 


terme  général  sera 


Ainsi  pour  l'indice  /i  =  ^  ^  on  aura  N  =  pTyl  ^^  17"  "  ri  *  P^^' 

1,.    j»  .  -HT  ri  1  Ssinlff*        3v^3 

1  indice  1^3=»%)  oaaiura  Wgss^,^i=38  4^,- ■■;  sa  - — s-  ss-f— . 

(Ô7).  Il  est  bon  d'obaerver  que  lajquestioii  d'mlerpoier  une  suite 
donnée  9  est  susceptible  d'une  infinité  de  sotutions,  quand  on 
l'envisage  amlytkfoiemeDt  et  san»  appKeatitni  k  un  obfet  déterminé. 
£b  effet  9  soit  N  le  terme  général  de  la  suite  donnée  ^  terme  dont 
la  valeur  est  connue  lorsque  n  e$%  un  entier ,  et  soit  4>  (ri)  la  fonc- 
tion continue  égale  à  N ,  dans  laquelle  on  peut  mettre  pour  n  ntt 
nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire  fêiaxk  Keu  de  N  on  prend 

sin  {^QiMT — tr)  ^  ^  étant  un  angle  quelconque  ,  pourvu  quH  ne  soit 

pas  zéro ,  il  est  visible  que  la  suite  résultant  de  ce  terme  général , 
ne  différera  pas  de  la  suite  donnée.  On  pourrait  donc  ,  au  lieu  de 

*  W  9  prendre  *  (n).^^^.^'^^^  ,  valeur  qui  différerait  de  *  (/») 

8UI   Mr 

lorsque  n  n'est  pas  entier.  On  pourrait  même  prendre  [dus  générale- 
ment y  au  Keu  de  •  (9)  y  l'expression 

9{n).  A  +  Bsiaii-hCsmC+etc.  ^ 
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et  une  infinité  d^autres  qui  se  réduisent  à  9  (n)  lorsque  n  est  entier  ; 
ce  qui  donnerait  une  infinité  de  solutions  différentes  de  celle  qui 
est  donnée  par  la  fonction  continue  <l>  (n). 

On  pourrait  aipipéler  Jonctions  ondulées  y  les  fonctions  ainsi  afi*ec- 
tées  d'un  facteur  qui  se  réduit  à  Tunité  pour  toute  valeur  entière 
de  72.  Ces  fonctions  serviraient  à  expliquer  quelques  paradoxes  qui 
peuvent  se  rencontrer  dans  les  applications  de  l'analyse. 

J  VIL    Des  vcdeun  que  prend  la  fonction  Fa ,  lorsque 

la  racine  a  est  négative. 

(68).  Tant  que  a  est  positif^  on  peut  regarder  la  fonction  Ta 
comme  représentant  Taire  ^  prise  depuis  a?  =  o  jusqu'à  a:  =:  i ,  de 

la  courbe  dont  l'ordonnée j^  =  T/i  J    .  Mais  cette  construction^  en 

quelque  sorte  géométrique,  ne  peut  donner  aucune  idée  de  ce  que 
devient  la  fonction  Ta^  lorsqu'on  suppose  a  négatif.  Il  faut  suppléer 
à  cette  construction  par  les  formules  mêmes  qui  contiennent  les 
propriétés  générales  de  la  fonction  F ,  et  auxquelles  on  donnera 
l'extension  nécessaire.  On  liera  ainsi  y  suivant  une  même  loi ,  les 
fonctions  F  (  jc  )  ,  considérées  comme  les  ordonnées  d'une  même 
courbe  qui  répondent  à  des  abscisses  quelconques  x  positives  ou 
négatives. 

Si  Ton  prend  d'abord  Téquation  (B)  et  qu'on  y  change  le  signe 
de  o;^  on  aura 

r(-x)  =  -ir(i-a:).  (1.6) 

Pour  voir  plus  clairement  l'usage  de  cette  équation  y  nous  distin- 
guerons différentes  périodes  dans  le  sens  négatif ,  comme  nous  les 
avons  distinguées  dans  le  sens  positif.  La  première  sera  comprise 
depuis  xz=^o  jusqu'à  a:=— -i  ^  la  seconde  depuis  ar—  i  jusqu'à 
or  =  -—  21 9  ainsi  de  suite. 

D'après  l'équation  précédente ,  l'on  voit  que  la  fonction  F  ( —  x) 
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est  négative  dans  toute  Tétendue  de  la  première  période ,  et  qu'elle 
est  infinie  aux  extrémités  de  cette  période. 

Si  dans  la  même  équation  l'on  met    i  +^  à  1^  place  de  j:r, 
on  aura 

r(— 1—0:)=: — i— r(— 3?)=    .  '     .r(i~x); 

d'où  il  suit  que  la  fonction  T  (— -  a)  est  positive  dans  la  seconde 
période ,  depuis  a  =  i  jusqu'à  a=  a  ^  et  que  dans  ces  deux  limites'^ 
elle  est  infinie. 

Mettant  dans  cette  dernière  équation  i  +  ^  siu  lieu  de  x  ,  ou 
aura  encore 

d'où  il  suit  que  la  fonction  r( — a)  est  négative  dans  la  troisième 
période ,  depuis  az=z2  jusqu'à  a  =  3 ,  et  qu^elle  est  infinie  daus 
ces  deux  limites. 

En  continuant  ainsi  y  on  voit  que  la  fonction  F  (-—  a)  sera  infinie 
pour  toules  les  valeurs  entières  de  âi ,  et  qu'elle  sera  alternativement 
positive  et  négative  dans  les  périodes  successives. 

(69).  La  courbe  dont  les  ordonnées  représentent  F  (x)  y  est  donc 
composée ,  dans  le  sens  négatif,  d'une  infinité  de  branches  séparées 
par .  des  asymptotes  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  ,  ei  menées 
successivement  aux  distances  ar=o,— i  ,  — 2j  — 5,  etc.  Ces 
branches  qui  touchent  chacune  des  asymptotes,  sont  situées  alter-- 
nativement  d'an  côté  et  de  l'autre  de  l'axe  ;  de  sorte  qu'il  y  a  dans 
chacune  un  point  où  la  fonction  F  est  un  minimum. 

La  fonction  Ta  étant  supposée  connue  pour  toute  valeur  positive 
de  a  ,  on  en  déduit  aisément  par  les  formules  précédentes ,  l'ex- 
pression de  toute  fonction  de  cette  sorte  où  a  est  négatif;  car  on 
a  en  général ,  k  étant  un  entier  quelconque ,  et  x  un  nombre 
moindre  que  Tunité , 

rf      Je,      j-N-  (-i)^'r(.~a:)  .      V 


if 
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«a  encore 

Cette  dernière  formule  se  déduirait  directement  de  Téquation  (C) , 

^  ^         ainwx  ' 

dans  laquelle  mettanl  k^i^x  au  lieu  de  x^  oa  trouve 

Ces  formules  s'accordent  parfaitement  axec  les  résultats  que  donne- 
raient les  autres  équations  (D),  (E),  (F),  etc.,  en  y  changeant  le 
signe  de  x.  Elles  offrent  conséquemment  la  théorie  complète  des 
fonctions  Ta  pour  toute  valeur  négative  de  a. 

(70).  Pour  confirmer   cette  théorie  ,  nous  allons   démontrer , 

d'après  la  valeur  générale  du  coefficient  — ^ —  ^  que  la  fonction  r 

n'est  susceptible  que  d'un  minimum  dans  le  sens  positif,  mais  qu'elle 
en  admet  une  infinité  dans  le  sens  négatif. 

En  effet ,  si  l'on  fait  log  F  a:  =  Z ,  on  aura  (  art.  ai) 

Lorsqu'on  fait  a;=i  ou  ^<ij|  la  valeur  de  ^  est  négative  ; 
lorsqu'on  &it  wrsssj^^on  a 


valeur  positive.  Donc  entre  a:=:i  etar  =  2,ilya  une  valeur 

dx 


de  or  qui  rend  nulle  ->-  ,  et  alors  Z  est  un  minimum. 


d7 

Si  Ton  fait  a:>  3^  la  valeur  de  j-  sera  positive  et  augmentera 


J 
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jasqa'à  Vinfini.  Aiiisi  il  n'y  a  aucua  autre  minimum  dans  le  sens 
positif. 

Dans  le  sens  négatif ,  au  contraire  ^  il  y  a  on  minimum  dans  chaque 
période ,  ou  en  général  entre  a::=-  —  Àela:r  =  —  A—  i,  k  étant 
un  entier  quelconque.  Prouvons  ^  par  exemple,  qu^l  existe  un 
minimum  entre  jcc=  —  2  et,r=  — 3,  Lorsqu'on  fait  jc  =  ~2— <», 

m  étant  infiniment  petit  ,  la  valeur  de  nn  contient  différens  termea 

dont  la  somme  est  finie  ^  et  un   terme  -  qui  est  un  infini  positif. 

Lorsqu'ensuite  Ton  fitit  jr=— 5-|-a>,  la  valeur  de  t-  contien- 
dra de  même  des  termes  dont  la  somme  est  finie,  et  un  terme 
—  -  qui  est  un  infiai  négatif.  Donc  entre  ces  deux  extrêmes,  il  y  a 

une  valeur  de  ^  nulle;  donc  il  y  a  un  minimum  entre  jr= — a 
et  xz=z  —  3,  conformément  à  la  théorie  précédente. 

5  VIII.  Formules  pour  calculer  par  approximcUion  les 

fonctiona  F. 

(71).  Nous  avons  pour  cet  objet  deux  formules  générales  qui 
ont  été  présentées  dans  les  articles  73  et  77  de  la  deuxième  partie. 
La  première  est 

Elle  donne  pour  IT  x  une  valeur  d^autant  plus  approchée  que  or 
est  plus  grand  ,  et  nous  avons  fait  voir  dans  les  articles  70  et  71  ^ 
quels  sont  les  moyens  d'obtenir  par  cette  formule  ^  tel  degré  d*ap-^ 
proximation  qu^on  pourra  désirer.  Il  £atttt  qu'on  ait  j:  >  5  ponr 
que  celle  formule  donne  /  Yx  avec  douze  décimales  exactes ,  el 
alors  on  devra  calculer  les  sept  ou  huit  premiers  termes  de  k  suite 

Al  B'     1     •     * 
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Si  X  n'est  pas  >•  5  ;  par  exemple ,  si  a:  est  compris  entre  i  et  2  ; 
on  augmentera  x  de  quatre  unités  ^  on  calculera  log  F  (4  +  ^  ) 
par  la  formule  précédente  y  et  on  en  déduira 

logrJc=  logr  (4-ha:)  —  log  [a:(i  +0:)  (2  +  j:)(3  +  ar)]. 

(72).  Quant  aux  coefEciens  dilSerentiels  successifs  de  la  fonction 
Zs=logrjr^  leurs  yaleurs  déduites  de  la  formule  précédente  ^ 
sont 

dli ,  ,1         A'      1     i_B'     i         ^'     *      i_    f 

2i~    ^^  ~*'x~T'a;»"*"4  -^4—  6"-^^^^^-' 


ddL 


î    +i.i,+  A'.i3-B'.i,+  C'.^-.etc., 


etc. 

Ces  suites  sont  de  moins  en  moins  convergentes ,  à  mesure  que 
les  différences  deviennent  plus  élevées  ;  et  la  convergence  qui  a 
lieu  dans  les  premiers  termes  y  se  change  bientôt  en  divergence. 
Mais  leur  usage  n'en  est  pas  moins  utile  y  en  suivant  les  règles  que 
nous  avons  posées  dans  les  articles  70  et  7 1 . 

Les  logarithmes  donnés  par  ces  formules  y  sont  des  logarithmes 
hyperboliques  ;  pour  les  convertir  en  logarithmes  vulgaires^  il  £siudra 
multiplier  tous  les  termes  des  séries  par  le  module  /7i= 0.4^4^9  ^^^*  > 
excepté  les  termes  exprimés  en  logarithmes^  dans  lesquels  on  substi- 
tuera directement  les  valeurs  données  par  les  tables. 

(73).  L'autre  formule  pour  calculer  log  T  (  i  +a:  )  ,  a  été  donnée 
dans  les  articles  77  et  78  de  la  deuxième  partie.  Mais  pour  en  faire 
usage  9  il  faut  connaître  les  valeurs  fort  approchées  des  transceur* 
dantes  Sa,  Ss,  S4,  etc.  qui  représentent  les  sommes  des  puissances 
réciproques ,  de  même  degré ,  des  nombres  naturels.  Ces  valeurs 
sont  données  jusqu'à  la  i6'"«  puissance  et  avec  seize  décimées, 
dans  le  Calcul  différentiel  d'Euler  ,  page  456.  Mais  l'examen  que 
nous  avons  fait  de  cette  table ,  nous  y  a  fait  apercevoir  quelques 
erreurs  assez  graves  ,  et  nous  avons  été  obligés  de  la  calculer  de  nou- 
veau ; 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  I.  65 

veau  ;  nous,  avons  cru  devoir  en  même  temps  la  prolonger  jusqu'à 
la  35^^™^  puissance  ^  terme  passé  lequel  chaque  fraction  qui  suit 
l'unité  devient  la  moitié  de  la  précédente.  Voici  cette  nouvelle 
table  corrigée. 


5 

4 

5 
6 

7 
8 

91 

lO 

II 
i^ 
i5 

ï4 

i5 
i6 

ï7 
i8 


.64495 
.  20ao5 

. oSaSâ 

•o36g2 

.01754 
.00834 
»  00407 
.  00200 
.00099 

. 00049 

• 00024 
.0001a 

•00006 

.00003 

.00001 

. 00000 

. 00000 


40668 

69051 

5a357 

77551 

50619 

93775 

75561 

85928 

45751 

41886 

60865 

27155 

12481 

o5882 

52822 

76571 

58172 


482264 
595945 
iii582 
455700 
844491 
819227 

979443 
260822 

278180 

041194 

555080 

475785 

55o587 

565070 

594086 

976579 

952650 


'9 
20 

21 

22 

25 

24 

25 

26 

^7 
28 

^9 
5o 

5i 

52 

55 

54 
55 


. 00000 
. 00000 
• 00000 
.00000 
• 00000 
. 00000 
. 00000 
•00000 
.00000 
. 00000 
• 00000 


19082 
09559 
04769 
02584 
01192 
00596 
00298 
00149 

00074 
00057 
00018 


.00000  00009 
.00000  00004 
.00000  00002 
.00000  0000 I 
.00000  00000 
.00000  00000 


127166 
620559 
529868 
5o5o27 
199260 
081891 
o55o55 
015548 
5071 18 
255540 
626597 
5 15274 
65Ô629 
5285i2 
i64i55 
582077 
291058 


(74).  Au  moyen  det:ette  table  on  aura,  pour  calculer  logr(i+^), 
l'une  ou  l'autre  des  formules  : 


l  r(i+a:)  =  —  Cx-\-\  S.X»— iS,a:»4.i  S^Jir*— etc. 
/r(,-f^)  =  ^/(^-A^_)H-Ca:-iS,a;3-iS^-etc. 


(a8) 


€6  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Lorsqu'il  s'agît  de  calculer  logFa  pour  une  valeur  donnée  de  tf^ 
on  peut  toujours  réduire  la  question  au  cas  où  Ton  a  a=i'^Xy 
a:  étant  <i,  ou  même  <^.  Les  suites  précédentes  seront  donc 
convergentes  et  auront  l'avantage  de  Têtre  dans  toute  leur  éten*- 
due^  de  sorte  que  le  degré  d'approximation  auquel  on  peut  par- 
venir par  ces  suites ,  n'est  limité  que  par  celui  qui  a  lieu  dans  les 
valeurs  des  transcendantes  S«,  S39  S^^  etc. 

La  seconde  formule  est  préférable  à  la  pi^mière  ,  comme  con- 
tenant une  suite  plus  convergente.  Cependant  lorsque  x  sera  très- 
petit ,  il  vaudra  mieux  faire  usage  de  la  première,  parce  que  la 
valeur  de  logsin^j:,  donnée  par  les  tables^  pourrait  n'être  pas 
suffisamment  exacte.  Or  le  moyen  de  suppléer  aux  tables  serait  de 
calculer  log  sin  ^x  par  la  formule 

/  sin  ^x  =  /  ("TCx)  —  S^x*  —  j  S^-r*  —  -j  S^x^  —  etc. , 

ce  qui  revient  à  faire  usage  de  la  première  des  formules  ci-dessus; 
mais  lorsque  x  est  assez  grand  pour  que  les  tables  donnent  sans 
difficulté  la  valeur  de  log  sin  "tT^:,  il  y  aura  un  avantage  marqué 
à  se  servir  de  la  seconde  formule. 

(75).  On  pourra  simplifier  encore  assez  notablement  cette  for- 
mule^  em  lui  donnant  la  forme  suivante  : 

logr(z4.x)=     iiog^-ilogi±|  ^^^^ 

Enfin  pour  convertir  ces  logarithmes  en  logarithmes  vulgaires  ^  il 
faudra  multiplier  les  termes  algébriques  par  le  module  m;  soit 
donc 

«»(i— C)  =  B,      2(s,-0  =  ^„     f  (S5-i)=B5,  etc., 
et  la  formule  adaptée  aux  logarithmes  vulgaires  deviendra 

+  Bx  —  Bs*'  —  BsX^  —r  B^'  —  etc. 


■ta 


■k 
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Cette  formule  pourra  servir  à  calculer  logVa  jusqu'à  14  déci- 
males ^  si  Ton  a  des  tables  telles  que  la  Trigonometria  Britannica, 
qui  dounent  ce  nombre   de  décimales  pour  Isin^rcx;  quant  aux 

logarithmes  de  x  et  de  ^     ^^  il  sera  toujours  facile  de  les  avoir 

avec  ce  degré  d'exactitude^  ou  un  plus  grand  encore  y  par  la  table 
connue  qui  donne  les  logarithmes  des  1 1  ou  1 200  premiers  nombres 
avec  20  décimales. 

Pour  obtenir  le  nombre  de  décimales  dont  il  s'agit  y  il  sera  bon 
de  calculer  le  terme  Bx  par  la  simple  multiplication^  afin  d'éviter 
l'emploi  des  logarithmes  à  i4  décimales  ^  pour  lesquels  on  n'a 
point  de  tables  complètes  y  on  auxquelles  on  ne  supplée  que  par 
des  calculs  plus  longs  que  la  multiplication.  D'ailleurs  si  l'ou  ap- 
plique la  formule  à  la  construction  d'une  table  y  la  multiplication 
dont  il  s'agit  peut  être  entièrement  évitée  ^  puisque  chaque  produit 
B(x-|-^)  se  forme  du  produit  précédent  Bcr^  auquel  on  ajoute  la 
constante  'Ro». 

Quant  aux  autres  termes  Bs^r',  BsJtr*^  etc,^  ils  se  calculeront  par 
les  tables  ordinaires  à  10  décimales^  au  moyen  des  logarithmes 
des  coefficiens  qu'on  trouvera  ci-après,  art»  79. 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'on  peut  toujours  supposer 
a:<^  ou  même  x  <.\*  Dans  le  cas  de  j?=ï,  le  terme  B.sJC*^  ne 
vaut  pas  trois  unités  décimales  du  onzième  ordre  j  dans  le  cas  de 
x^=z\j  il  n'en  vaut  pas  une  du  quinzième.  Au  surplus,  quand 
on  est  parvenu  aux  derniers  termes  de  la  formule,  ces  termes 
forment  avec  les  suivans  une  progression  à  très-peu  près  géomé- 
trique, de  sorte  qu'il  est  &cile  de  tenir  compte  des  termes  qui 
restent  à  calculer. 

(76).  La  valeur  de  la  constante  C  a  été  calculée  par  Euler 
(Calcul  différentiel,  page  i44)>  ^^  moyen  de  la  suite  harmo- 
nique i-f--  +  g. ••-+--,  dont  la  somme  ^(x)  est  donnée  par 
la  formule 

^(x)  =  C  +  /x  +  -^  —  -^  -H  :ëi  —  ^  +  «le-  3 
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A'^  S'y  C'^  etc.  étant   la  suite  des  nombres  Bernoulliens.  Appli- 

quant  cette  formule  au  cas  dea:  =  io^  on  a^  par  la   sommation 

effective , 

(p  =  3.92896  8^539  68^55  96825,  etc., 

et  par  la  sommation  approchée, 

^  =  C  +  3.55175  35890  66731   1076; 

de  là  on  tire 

C=^  0.57721  56649  oi553  8606, 

valeur  qui  s'accorde,  dans  les  i5  premières  décimales,  avec  le 
résultat  donné  par  Euler. 

La  valeur  de  C  peut  se  calculer  aussi  par  l'équation  (39),  en 
faisant  soit  a:  =21,  soit  a:=-^;  il  en  résulte  ces  deux  expressions: 

I— C  =  i/2  +  KS3-i)  +KS5-1)    +7(S,— i)    +elc., 
,  _  C  =  /  1  +  i(S3-iH+  ±(S5~i)f,H-  KS -i)ë^+  etc.  ; 

substituant  les  valeurs  des  quantités  Ss,  S5,  S,,  etc.,  données 
dans  larticle  73,  on  trouve 

par  la  première  expression    C  =  0.57731  56649  01 553  85, 
et  par  la  deuxième     C  =  0.57731  56649  oi533  861,' 

ce  qui  s'accorde  aussi  bien  qu'il  est  possible  avec  la  valeur  déjà 
trouvée,  et  on  voit  que  celle-ci  est  exacte  jusque  dans  la  dix- 
huitième  décimale.  Il  suit  de  là  que  les  valeurs  des  transcendantes 
Ss'y  S5,  S,,  etc.,  contenues  dans  la  table  citée,  sont  exactes,  et 
qu'on  peut  les  employer  avec  confiance  dans  le  calcul  des  quan- 
tités r. 


(77).  Pour  faire  voir,  par  un  exemple,  l'usage  de  la  formule  (3o), 
proposons-nous  de  déterminer  le  minimum  de  la  fonction  Ta.  Nous 
savons  que  ce  minimum  a  lieu  à  peu  près  lorsque  a  =  1.4616; 
nous  allons  donc  chercher  la  valeur  de  logr(i+j:),  en  fai- 
sant 0^=0.4616.   Ce  cas  est  l'un   des  moins  favorables  pour  la 


__^^^^^ 


«■ 
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convergence  des  suites/  mais  il  pourra  servir  de  type  pour  les 
calculs  semblables  où  rapproximatioii  s'obtiendra  avec  plus  de 
facilite. 


X. 

sia  "TCx . 

Diff.. 
a. 

Diff.. 


•  • 


•  4 


•  • 


•  • 


.  • 


•  • 


0.497^4  98726  94^5 
9.66426  58ooi  4768 

o.i6i4t  56728  4181 
9.99683  20907  2586 

0.16458  55821  1595 
0.43572  5483i  2856 


•  •  • 


9.75086  00989  8759 
9.86545  00494  9569 
0.08475  57165  7949 

A...  9.95018  57658  7518 

(i),..  0.00287  69621  58i8 

(2) 6  72196  4509 

(5) 25i5i  0721 

(4).. 922.1098 

(5) 59  5556 

(6) 1  77<>9 

(7) ; 8^5 

Pour  les  ternies  suivans 59 

Somme...  0.00294  ôSgia  6365 
A...  9.95018  57658  7318 


I— ^x. 

Difif.. 
B,. 

JC». 


Z     0). 


B5. 

B,. 

X'. 

(3). 

B,. 
a». 

(4). 

B„. 


X 


II 


(5). 
B,j. 


/  r(i-Hr)  =  9.94735  91746  io55   ^.3 

(6). 

B,5. 

a:'*. 
(7). 


0.1648a  85545  4448 
9.751 10  5o5i2  159a 

0.45573  5485 I  a856  a 

8.46615  67490  58 
8.993797400445 

7.45895  41494  81 

7.50616  73144 
8. 5a 133  90007 

5.83749  63i5i 

6.71455  5i6i 
7.64986  0601 

4.56419    576^ 

5.98659    046 
6.97839    220 

2.96478    266 

5.29028  44 

6.50692  58 

1.59720  82 

4.61275  3 
5.65545  5 

0.24818  8 

5.94734 
4.96599 

8.91135 
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(78).  Pour  avoir  le  point  précis  du  minimum  il  faut,  pour  la 
valeur  donnée  jc=:o.46i6,   calculer  les  coefficiens  différentiels 

Il  conviendra,  pour  cet  objet,  de  revenir  à  la  première  des  équa- 
tions (28).  Cette  équation  légèrement  modifiée  et  adaptée  aux  lo- 
garithmes vulgaires^  donnera^  en  faisant  toujours  B.=:-;^(S.— 1), 
les  formules  suivantes  : 


n 


m 
1  +x 

m 


4-B  +  2R^x  —  SBjX* +4640:3—5850:^  +  etc. , 


Z  == —•  / (i+or) -h  Bx  +  B^jc»  —  BaJc* H-B4X*  —  Bjjr^  +  etc.  , 
^ 

"d^  ~  (i::f^+^^*~^^8'r4-  laB^x*  —  aoBsor^  H-  etc. , 

1      rf^ ^jn 

2    •  cir^  (1+^)3 
a. 3*  dr^~" 

etc. 


-  5B3  H-  laB^o:  —  SoBfiO:»  -H  etc.  , 
(7:p^4H-4B4—  30650:  +  etc. , 


Au  moyen  de  ces  formules  on  trouve  y  pour  le  cas  dont  il  s*agit , 


da: 


^.  =  —  o.ooooi  55095  55, 


d^ 


=3  0.4^026    7079, 

=  —  o. 58460  t. 


Désignant  ces  trois   côefHciens   dilOFérentiels   par  — /,  ^,  —  A, 
respectivetment,  on  aura 


/  r(i  H- j:+ ô») = Z— /» -f- -  g-o»* 


a. 3 


Aû>». 


Au  poiat  du  minimum  y  la  différeotîelle  de  cette  quantité  prise 
par  rapport  à  a  doit  être  nulle,  ce  qui  donne  pour  détermi- 
ner   «   l'équation  / — ga  +  ^ha'ssso.  Et  comme  /  est  très- 


~  •    - 


^^ 


i^^irfrta 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  t. 


.1 
s 


( 


1  + 


/A 


^ 


V  et  le 


7» 


/Wl- 


petit  par  rapport  à  ^  et  A ,  on  en  tire  cù  : 

nimum  cherché  =  Z  —  ^  g'â**  -f-  j  fuù^* 

Substituant  les  valeurs  trouvées  àe  fy    g^   h^  on  aura 

û)  =  0.00005  2i45i  loS^  et  la  correction  qu'il  £aiut  appliquer  a  Z^ 
=  —  o.ooooo  ooooa  1713.  On  peut  donc  fixer  comme  il  initie 
minimum  de  la  fonction  Ta  y 

a  =  I. 46165  2i45i   io5 
logTa  =  9.94735  91745  9540. 

(79).  Pour  faciliter  Tusage  des  formules  précédentes,  on  joint 
ici  une  table  des  valeurs  des  coefEciens  B«  et  de  leurs  logarithmes, 
calculés  jusqu'au  quinzième  terme,  ce  qui  est  plus  que  suffisant 
pour  les  applications  où  Ton  n^a  pas  besoin  de  plus  de  13  déci- 
males exactes  dans  la  valeur  de  logr(i-f-«x'). 


n 
I 

B. 

logB. 

o.i836i  39057  6840 

9.26390  31988  6i35 

n 

0.14004  56553  118 

9.14626  96355  7783 

3 

0.02935  07536  917 

8.46613  67490  379 

4 

0-00895  8i3i5  54 

7.95134  67415 

5 

0 .00520  75040  58 

7.50616  72144 

6 

0.00125  55336  86 

7.09875  8837a 

7 

o.ooo5i  80064  4^ 

6.71453  5i6o8 

8 

ox>oo33  15466  63 

6.34507  29774 

9 

0.00009  69148  8b 

5.98639  o4€35 

10 

0.00004  51958  49 

5.63542  19056 

II 

o.ooooi  95113  17 

5.29028  43534 

13 

0.00000  89061  69 

4.94969  09486 

i5 

0.00000  4<>995  t7 

4.61273  27627 

14 

o.ooooo  18999  ^^ 

4.27874  91451 

i5 

0.00000  o8856  30 

3.94724  74888 
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§  IX.  Construction  et  usage  de  la  table  des  logarithmes 

des  fonctions  F. 

(80).  La  table  que  nous  avons  donnée  à  la  fin  de  la  seconde 
partie  y  n'ayant  été  calculée  que  jusqu'à  sept  décimales,  nous  avons 
pensé  qu'à  raison  des  applications  multipliées  que  peut  avoir  la 
fonction  F  dans  diverses  recherches  d'analyse ,  il  serait  utile  de 
calculer  de  nouveau  cette  table  en  poussant  l'approximation  jus^ 
qu'à  douze  décimales.  C'est  ce  que  nous  avons  exécuté  de  la  ma- 
nière suivante. 

Gomme  les  séries  qui  servent  à  calculer  les  différences  succes- 
sives de  la  fonction  log  Xa^  sont  moins  simples  et  moins  conver- 
gentes que  celle  qui  donne  immédiatement  la  valeur  de  cette  fonc- 
tion y  nous  n'avons  point  fait  usage  des  différences ,  et  nous  avons 
calculé  directement  chaque  terme  par  la  formule  (So),  et  pour  les 
cas  où  X  est  très-petit ,  par  la  formule 

log  r  (  I  +JC  )  =—  /(  I  H-Jc)  -I-Bj:  h-  B^a:*  — BjJc^  +  B^o?*  —  etc. 

On  a  calculé  ainsi  les  valeurs  delogr(i  H*^)  >  depuis  a:=o.ooi 
jusqu^à  0:=:  o.a5o  ;  ces  valeurs  ont  servi  dans  chaque  cas  à  déter- 
miner leurs  complémens  au  moyen  de  la  formule 

r(a-a:)=:  J^f=£l..JL-.  (3.) 

^  ^  r  (  i  +  X  )     sm  îTJc  ^     ' 

On  a  donc  obtenu  à  la  fois  les  valeurs  de  log  Ta  ^  depuis  a  =  i  .000 
jusqu'à  a=  I  .âSo,  et  depuis  â=:  1  .ySo  jusqu'à  a  =  2.000. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  qui  composent  déjà  la  moitié  de  la 
période,  on  a  trouvé  les  valeurs  de  log  Xa  depuis  a=  i  .SyS  jus- 
qu'à a  =;=  1 .6:25 ,  ce  qui  forme  un  troisième  quart  de  la  période, 
par  les  formules 

^  •  '  r  (  i  -f-  ax)  *     cos  wx     *  r ^^ 

r  {-i^x)  =  ^.r(i+x)  •  ^   (if +^/> 

dans 


Y*i  ■■  ■  .^ ^^^«^^Ai^BiMtftotfHHft 
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dans  lesquelles  on  a  donné  à  x  les  Yaleors  successives  depuis  jcsso.oo  i 
jusqu'à  X  =^  o  •  1 25* 

La  seconde  des  équations  (Sa)  jointe  à  l'équation  (3i)  j  donne 
les  formules 


—  /  V  x(  1 — x) 


r  (  1  +  X  )  *  sin  irx  * 

wa  moyen  desquelles  on  a  déterminé  log  Fa  depuis  az=:  i  .a5o  jus- 
qu'à a=  1 .5i2y  et  depuis  a  =  i .688  jusqu'à  az=z  i.jSo. 

Pour  achever  de  calculer  le  reste  de  la  période ,  on  a  passé  des 
formules  (53)  aux  formules  (52),  et  ainsi  alternativement,  jusqu'à 
ce  qu'on  eût  les  valeurs  de  log  Fa  y  qui  s'approchent  le  plus  des 
limites  des  deux  suites  qui  sont  i  j  d'un  côté  ^  et  i  |  de  Tautre. 

(Si).  A  chaque  logarithme  de  la  table,  on  a  joint  ses  différences 
première,  seconde  et  troisième.  Ces  différences  marchent  avec  la 
régularité  nécessaire  pour  garantir  l'exactitude  des  calculs  ;  elles 
serviront  à  faire  reconnaître  et  à  corriger  les  fautes ,  s'il  s'en  était 
glissé  dans  l'impression  ;  de  sorte  qu'avec  tous  ces  secours ,  on 
peut  regarder  les  transcendantes  F  comme  étant  connues  avec  un 
degré  de  précision  plus  que  suffisant  pour  toutes  les  applications 
qu'elles  peuvent  recevoir.  Il  faut  maintenant  entrer  dans  quelques 
détails  sur  les  interpolations  auxquelles  donnera  lieu  l'usage  de 
cette  table. 

Soit  pour  abréger ,  A  ==  log  Fa,  et  soient  /A,  «r*A ,  J^A  les 
différences  successives  de  A ,  telles  que  la  table  les  donne ,  en 
supposant  que  les  valeurs  de  a  croissent  continuellement  d'une 
quantité  a»  =0.001.  Pour  avoir  le  terme  X  qui  représente 
log  F  (a-|-  O0x) ,  on  aura  la  formule 

X  =  A  -H  or  (cTA.  +  ^  (iT^A  +  ^  (cT^A,  (54) 

dont  le  calcul  se  fera  de  la  manière  suivante. 

10 
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Étant  tàannée  la  valeur  de  «r  qui  sera  toujotirs  phis  petite  que 
l'unité ,  on  calculera  le  terme  T  J^^A  jusqu'à  la  douzième  déci- 
male-seulement  ^  et  on  formera^  en  observant  les  signes ^  la  quan- 
tité dT^A  —  PT  j  «T^A  ,  qu'on  pourra  appeler  la  différence  seconde 
ofHvigée  y  et  qu'on  désignera  par  J^*Ajp.  On  calculera  de  même 
jusqu'à  la  douzième  décimale  seulement ,  le  terme    ~  ■  J*Kx ,  et 

on  formera  la   quantité   JA  — >  (  '  ~    y  ^  '-^o'  y  qu'on  appellera  im 

différence  première  corrigée  y  et  qu'on  désignera  par  J^Aj?.  Cela  posé> 
il  ne  restera  plus  qu'à  former  la  quantité  A  -{«-  xJ'AâC  qm  sera  le 
logarithme  cherché  X* 

(82).  Soit  propoîie  ^  par  exemple ,  de  trouver  la  valeur  de 
log  r  (  I  7^)  ;  on  fera  a  =  i  .oS'J ,  jr  =  ^ ,  et  on  prendra  dans  la 
table,  les  nombres  qui  répondent  à  la  racine  i.o8!î.  Cts  nombres 
sout^  en  donnant  aux  difTcrenccs  les  signes  convenables^ 


9.981  559  875  655 


/A 


—  1944^68^^ 


J*A 


655  664 


/•A 
■=85"^ 


Ou  tire  de  là  successivement  y 

J'^Ax  =  J^-A  —  I  /^A    =3       656  i5o, 
cTAx  =  /A  —  i  J'-Ao:  =—  194  628  865  , 

X     =  A  -f-     I    J'AX      =       9.981     494    999    567  y 

valeur  qui  slaccorde  avec  celle  que  Ton  trouve  dans  le  tableau  de 
rarlicle  43. 

(85).  Réciproquement ,  s'il  s'agît  de  Ironver  la  racine  qui  répend 
à  un  logarithme  donné  X ,  on  prendra  dans  la  table  le  logarithme 
prochainement  moindre  A  ^  et  ia  racine  correspondante  étant  a ,  h 
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O.  oo  I  3=  a> ,  on  supposera  que  a  +  cùx  est  la  racine  qui 
répond  au  logarithme  donné  X  =  a4-J;  et  pour  déterminer  x, 
il  faudra,  résoudre  l'équation 

ce'  que  Ton  fera  aisément  par  les  deux  opératiotis  suivantes. 

I^  On  négligera  dans  j,  cTA,  cT^A,  les  quatre  derniers  chiffres, 
comme  si  la  table  n'était  calculée  qj^k  huit  décimales  ,  l'équation 

à  résoudre  deviendra^  =  a:  ^J^A  +  ^^— ^  cT^A)  ,  et  on  en  tire 


X 


iiL  +  ^ — i^r^A 


On  pourra  néglige  d'abord  le  terme  cT'A,  ce  qui  donnera 

ime  première  valeur  approchée  de  x  ;  tenant  compte  ensuite  de 
ce  terme ,  on  aura  une  seconde  valeur  de  x ,  calculée  jusqu'à  la 
septième  décimale. 

a^  Soit  X*  celle  valeur  ^  et  ât  k  correcliba  qu'ils  fffiit  lui  appU-> 
quer ,  ensorte  qu'on  ait  ^  =  x'  +  et,  on  calculera^  par  la  valeur 

y  =  a/(M-f-^(J>*A-f-~^cr^A, 
et  il  restent  k  détevmômcr  d»  d'après  Féquation 

£4    T'y*     .    1 1.  ■■  tl  ,  t    ir  ,       .1 


-  /A  +  (a/— i)  (^»A  > 

valeur  daiiA  fiaqtiellâ  on  devra  ne  pas  cotnserver  plus  de  chiffres 
significatiâ  qu'il  n'y  en  a  au  numérateur. 

Connaissant  « ,  on  auva  la^  raciae  cherchée  =  a  +  <»  (  t^^  +  «)« 

(84).  Soit ,  par  exemple ,  le  logarithme  proposé 

X=  9*950:241  672  SySj  le  logarithme   prochainement  moindre. 
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pris  dans  la  table ,  a  pour  raciae  <i=  i  .583 ,  et  les  non^res  cor- 

respondans  sont 


9.950  aa5  53 1  586 


«TA 


48  548  340 


<r»A 


377764 


*r»A 


3i5' 


de  là  on  tire  /  =  X  —  A=:  16  140  787;  et  la  première  Taleor  de 
Xf  désigne'e  par  x',  sera  donnée  par  l'équation 


y  = 


1614 


4855 


-(^> 


d'où  Ton  tire  j/=:0.335.  Au  moyen  de  cette  valeur^  on  aura 

successivement 

^  =;:  16  124  635, 

7"  —  y  =  16  16a, 

cTA  +  (a/  — •i)cr*A  =  48  485  264, 

16  16a 


48  485  264 


0.000  535  54- 


La  raciae  cherchée  est  donc  i.583  533  355  54»  ce  qui  sWcorde 
avec  la  valeur  de  log  T  (  1 17  )  portée  dans  le  tableau  de  l'article  45* 

4 

(85).  Puisque  la  fonction  Ta  augmente  à  Tinfîni  de  part  et  d'autre 
du  point  où  elle  est  un  minimum  ^  il  s'ensuit  que  pour  toute  valeur 
donnée  de  Fa  ^.  pi  us  grande  que  le  minimum  y  il  y  aura  toujours 
deux  valeurs  réelles  de  la  racine  a.  Dans  l'exemple  précédent  y  dn 
voit  par  la  table  que  la  seconde  valeur  est  comprise  entre  i .  544 
et  1.545.  Les  nombres  qui  correspondent  à  la  racine  a==  i.^^^y 
sont 


g.gSo  256821  818 


cTA 


— •  52  o58  495 


/•A 


470  189 


J^^A 


-475 


D après  ces  données, -on  asra-^  =sX  — '  A  ^ 

i5i5 


i5  149  445, 


«';=: 


5ao6  +  (i^).47 


0.090. 


.•«^■.^ 


^ 


■H 


^k^ 


I     * 
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Au  moyen  de  cette  -valeur  de  a;',  le  calcul  s'achève  aiosi  ; 

y  =—  i5 145  397,. 
^— /=— 4048, 

M  4-  (a:'-—  t)  /'A  =—52  157  255, 

4048  c 

donc  la  racine  cherchée  a-j-  .a>(x'+à.)  =  i>344  ^90  ^77  Gi., 

m 

4 

(86).  Etant  donnée  une  valeur  de  a  non  comprise  entre  i  et  :2 , 
il  n*y  a  aucune  difficulté  à  trouver  log  Ta  \  il  faut  pour  cela  réduire . 
la  valeur  donnée  à  celles  qui  sont  comprises  dans  la  table ,  ce  qui 
se  fera  au  moyen  de  Téquation  F  (  i  +  or)  =  a:  Tx.  Ainsi  si  Ton 
demande  la  valeur  delogF  (S.SiS),  on  la  déterminera  par  l'équa- 
tion log  r(3.5i48)  =  log  (2.5i48)  +  / r(a.5i48)  =  /(3.5148) 
-|-/(î.5i48)  + Zr(i.5i48).  De  même  on  aurait  Zr(o.3i48) 
=  /r(i.5i48)  —  /  (0.3148);  ainsi  tout  se  réduit  à  trouver 
Z  r  (i .  3i48)  ;  ce  qui  se  fera  aisément  par  la  formule  de  Fart.  81 . 

(87),  Mais  s'il  s'agît  de  trouver  la  racine  a  qui  correspond  à  une 
valeur  de  log  Ta  non  comprise  dans  les  limites  de  la  table  ^  voici  la 
méthode  qu'il  faudra  suivre. 

Soit  proposé  ^  par  exemple^  de  trouver  la  valeur  de  c  qui  donne 
Fc  =  'tt,  ou  log Fc= 0.497  ^49  ®7^  694*  I'  y  a  deux  de  cesvaleura^ 
l'une  qui  est  comprise  dans  la  première  période ,  l'autre  qui  appar-' 
tient  à  la  troisième.  Bornons-nous  à  déterîxiiner  cette  dernière. 

On  trouve  d'abord ,  par  quelques  essais ,  que  la  valeur  cherchée 
est  comprise  entre  3.44^  ^^  5.449*  P<>^  trouver  la  valeur  exacte^ 
il  est  nécessaire  d'avoir  les  valeurs  de  log  F  qui  répondent  aux 
racines  successives  3«448>  ^«449  >  3*4^0^  3.45i.  Voici  le  calcul 
de  ces  valemrs  : 
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a. 448.. ..o:5d8&ii  41547552        3.44g....o.388  988785 12471 
1. 448.... o.  169768 56ï86n-3        ,i.449....o.i6i  o6858547i  17 

r(i.  448)...  9. 947  378386845.       r(î  .449)..  ••9-947  272  ^34564 


•^m-m 


r(3 . 448) . . . o . 496 858  36a  i 78  r(3 .449) ... o . 497  33o  oo5 160 

a. 450.  ...0.38916608436455        a.45i... .0.58934531135208 
1.450....  0.16 1:568  00a  234  glT-        i.45^i.>..0'.i6»6674p2  437  74 

r(i.45o)...9.947  267  707452  r(i.45i)... 9.947263005 114 


»♦•" 


r(5*45o).,.o.4i97-8Di7^o5i     .    r(3.45i;)..»ou498 3^3 728804., 

Désignant  comme  ci-dessus  3.448-par  a,  et  log  Ta  par  A ,  on  aura 
la  valeur  de  A  et  de  ses  différeoces  successives  comme  U  suit  : 


A 


0.49685856317»   47 r  <543  982 


«TA 


«P»A 


o^^-mm'^m 


14-5  909 


^^A 


—  4? 


Soit  encore  q  =t:«-fr «*»  logrc  =  X,j^==:X— A,ob  aura 
v=39i  5io5i6,  etla  première  valeur  approchée  de  x  sera  donne'e 
par  l'équation 


X 


/  =  _ "■'^^^^  ,^       =  o.6i8i. 

47,'64-(^)-5 


■  > 


Soit  enfiû  «:  =?;a?'  Ht  «t ,  an  aura 

.       y  z^  291  5o5  S06, 

M +'(jc' —  ï)  J^'A  =  47^  625  750, 

^  =  7 à^c    n     33=  O.O0OOII  o47', 

471  6a5  700 

■  ■ 

Donc  la  racine  cherchée  cî=fl  +  âtf(j:'  +  a)=3. 44^  6iô  1 1 1  047. 

La  seconde  racine  de  Fequation  Te  =ît  serait  €f=  0.2863641  , 
^l  il  serait  facile  de  la  trouver  avec  un  plus  grand  nombre  de 
décimales. 


(88).  On  peut  encore ,  par  iw^re  table ,  trouver  h^  tàlèrifS  àpr- 
prcxcbees  des  cecMÎciens  mflerentieU  -^-j^ — ,, — -^^^    ^     ^i  ^ ,  qui 

sont  des  Iranscentlanles  particulières  clont  nous  avons  fait  voir  difTé- 
rens  usages.  Ces  ^oefikÂeos  M  cdsulerontpar  l«s  ébbinuliesiniiy Mites ^ 
où  Von  a  fait  log  f  <«  os  A< 

«'^  =  «T'A  —  |«r*A-  +  »  «PÀ  --  «c. ,        ■ 
^4^  fcs  #*A  —  aJ'A -Jh  ■»*«.'; 


w  «^  la  di'ffSnr^fiaè  fMf  la^pietlie  ^n  ï^  t^oltre  là  t*at4t^  a  povtr 
former  les  diflëfenoeis  so<?<^«sïves  ^A ,  eT'A^  J^^A  ^*  etc.  On  ^ 
û»  =;=  o.ot)i  qnaad  on  prend  dans  la  labk  les  termes  , qui  se  suivent 
iniHiédiatemenl;  mais  on  pourrait  é|[alement  faire  a)=o.  ooi2^  o^ooS, 
ou  plus ,  afin  de  rendre  sensible  la  diSërence  qi^atrième  d  ^A  qui 
est  presque  toujours  au-dessous  d*une  unité  décimale  du  douzième 
Ordpe ^  lol^squ'tKi  pr-^ttd  c^rs:oioai. 

£n  se  bornant  à  Thypolbèse  â>=  o.ooi  qui  e$t  .la.  plus  simple, 
puisque  la  table  donne,  sur  une  même  ligne,  les  nombres  A,  dA, 
J^*A,  J^^Ay  on  voit  que  la  valeur  qui  en  résultera  pour  le  coejfHcieut 

T-->  ne  sera  approchée  que  jusqu'à  la  neuvième  décimale  à  peu  près  ; 

t«He  ée  j-r  ^^  ^   ^^^  '^^  jusqu'à  b  isîxièttie ,  et  te\]e  de  -r-j 

jusqu'à  la  troisième.  TVfais  c'est  déjà  un  grand  avantage  d'avoir  les 
deux  premières  transcendantes  d'une  manière  si  facile  et'ayec  un 
pareil  degré  d'approximation. 

(89).  Soit ,  par  exemple ,  a=  1 .5oo  ;  les  différences  données  înoh- 
médiatement  dans  la  table  pour  cette  valeur  de  a  y  sont 

iTA  =  16050  534,      ^'Az=±4o56m,      ePA:=~559; 
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on  en  tire  les  çoefficiens  di£férentiels 

r 

^=0.015847594,  -2^=0.405979,         ^  =  —  0.359; 

Si  au  lieu  de  faire  â»  =  o.ooi ,  on  fait  â)  =  0.00a;  c'est-k-*dire 3; 
si  on  prend  dans  la  table  le$  fonctions  A  qui  répondent  aux  racines 
successives  i .  5oo ,  i .  5o2  ,  i .  5o4  y  i  •  5o6 ,  i .  5o8  ^  on  aura  les 
valeurs  de  «TA ,  cT'A  ,'/^A ,  cf^A ,  comme  il  suit , 

JA=52  506268,  /•A==i6aia44,  J^'A^^^seS,  c^A=io. 
De  là  résultent  les  çoefficiens  .différentiels ,  . 

V 

^  =  o.oi5  847  594^50,    -5?  =«>•  4059795,    -^  =  — 0.5600. 

Ces  valeurs  diffèrent  très«-pçu  de  celles  qu'on  a  obtenues  immé- 
diatement par  les  différences  des  termes  consécutifs. 

Soit  encore  û):=o.oo5;  on  aura  à  considérer  les  différences 
successives  des  termes  de  la  table  qui  répondent  aux  racines  i  .5oo, 
i.5o5,  i.5io,  i.5i5,  1.S20}  ces  différences  sont 

M=843o4a32,  «r*A=ioio47i5,  J^A=— 44425,  «^^=374, 
et  on  en  déduit  les  çoefficiens  différentiels 

^  =  0.01584739453,     ^=0,40597952,     ^=-0.35989. 


Ces  valeurs  différent  peu  des  précédentes  et  semblent  devoir  être 
plus  approchées  de  la  vérité,  parce  qu'on  a  tenu  compte  des  diffé- 
rences quatrièmes  devenues  sensibles  par  une  plus  grande  valeur 
de  cû  ;  cependant  la  valeur  de  €û  ne  doit  pas  passer  une  certaine 
limite  9  et  cette  limite  qu'il  serait  difficile  de  déterminer  avec  pré- 
cision, dépend  de  la. loi  que  suivent  les  différences  successives  de 
la  fonction  A. 

(9p}.  D^ns  Texeipple  précédent ,  il  e^t  facile  de  vérifier  la  valeur 

obtenue 
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obtenue  pour  ^.;  car  en  faisant  «  =  7  dans  la  foi^mulô  (17)  , 
art.  5i  ^  et  observant  que  les  logarithmes  de  la  formule  doivent 
être  multipliés  par  le .  module  mz=z  ^  pour  les  changer  en  loga« 
rithmes  vulgaires  ^  on  aura 


L'intégrale  du  second  membre^  prise  depuis  x=so  jusqu'à  x  =:  ip 
est  égale  à  2  *— *  2M I2  ;  donc 

^=  (a  — C)m  — 2/3. 

«    -  •      .  •     .  dX 

Mais  on  a  fait  ci-dessus  B=;:m  (i*-C)  ;  ainsi  on  aura  ^=:/n-)-B-— 2/2; 
ce  qui  donne  ,  en  substituant  les  valeurs  connues  ^ 

^  =  0.01584759454569, 

valeur  qui  doit  être  exacte  jusqu'à  la  quatorzième  décimale  :  elle 
prouve  que  les  résultats  obtenus  par  la  méthode  précédente ,  sont 
moins  exacts  dans  l'hypothèse  â»;==o;oo5  que  dans  l'hypothèse 

i»  =:0.002l. 

# 

(91).  Les  formules  précédentes  donnent  les  coefficiens  différen- 
tiels de  la  fonction  A  =  logrâ,  en  supposant  que  a  se  trouve 
immédiatement  dans  la  table  :  mais  s'il  faut  trouver  les  coefficiens 
différentiels  de  la  fonction  X  =  logF  (â  +  ^<^)  >  qui  est  intermé- 
diaire entre  les  deux  fonctions  consécutives  données  par  la  table 
A  =  log  Ta ,  A  -f-  J^A  =  log  r  (  a  -f^  û>)  ,  voici  comment  on  résou- 
dra ce  problème  d'interpolation. 

.  On  a  généralement 

<  » 

el  si  l'on  fait  a^Mcz=zSLy  çn  aura^  en  supposant  que  x  seule  varie  ^ 

II 


/ 


/ 
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dz.  ss  cùdx  f  d'où  éà  -^  :=  •^.  Differentiant  donc  la  valeur  de  X  par 
rapport  ax,  et  réitérant  les  différen dations  ^  on  aura 

^4^_i8£+|2£:zi  J^»A  +  etc. , 
«•^  =  JN.A H- (a: -  I )  /'A  4- ^^^=^^^-^^^  «r*A  4-  etc., 

«îg  =  />A  -f-  (x  —  I)  <f*A  +  etc. , 
etc. 

On  connaîtra  donc  les  coefEciens  différentiels  dont  il  s*agit  y  par  les 
différences  cTA  ^  J^'A  ^  cT'A  que  la  table  donne  immédiatement. 

(921).  Dans  le  cas  de  a:  =  i  ^  on  a  a  s=  a  +  û»  ^  et  les  formules 
deviennent 

û^  -§-  =  (TA  +  i  cT-A  ~  è  J^A  +  -^  cf*A  +  etc., 

û,-îg=^*A--ïVJ^*A  +  etc., 
û>'  ^  =  cT^A  —  i  <^^A  4-  etc. 

Celles-ci  offrent  -des  formules  un  peu  pins  convergentes  que  celles 
de  l'article  81 ,  de  sorte  qu'il  y  a  quelqu'avantage  à  déterminer 
les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  Iogr(â-|-^)  P^^  'e 
moyen  des  différences  qui  répondent   à  la  fonction  précédente 

log  ra. 

(93).  Appliquons  les  formules  précédentes  à  la  fonction. ..... 

X  =  log  r  ( I  +  I).  Alors  on  fera  a=z  i  .553  ,  j:=  ^  ,  et  les  diffé-    ^ 
renées  données  immédiatement  dans  la  table  seront 

J^A  =  —  57  262  267,      J^^A  «  4754^6,      /«Aœ  — .  4S5, 
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d'où  réaultent  les  yakurs  suivautes  des  coefficiens  différentiels , 

-^  =—  o.oSy  541  541  5, 
-^jr  =       0.475808, 
.^3-  =—  0.485. 

Pour  vérifier  le  premier  de  ces  résultats ,  on  peut  avoir  recours 
à  la  formule  (17)  qui  donne 


V. 


da  •/         1  — J5 


Effectuant  Fintégration  indiquée  entre  les  limites  x:=zo^  xzd:i, 
il  vient 

dX  -ni  1    1^  ^^ 

^  =  B  +  :i/»  —  i  log  :i7  —  —  , 

et  en  substituant  les  valeurs  numériques, 

dX 


da 


=s  _  0.057  541  543  088  65 , 


d'où  Ton  voit  que  nos  déterminations  sont  aussi  exactes  qu'on  peut 
le  désirer. 

(94).  Lorsque  a  est  un  nombre  rationnel  —,  on  a  vu  dans  l'ar- 
ticle 5i    que  rintégrale  Z=  /  ^^-^~~^  —^  prise  depuis  xzszo 

jusquà  x=  I,  est  exprimée  par wB„,  B«  étant un^  quantité 

dont  la  valeur  est  donnée  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes 
(art.  35,  deuxième   partie).  Mais  si   Ton  suppose,  par  exemple, 

a  =: y  la  valeur  de  B^  dont  il  s'agit  sera  tellement  compliquée  , 

qu'il  deviendra  à  peii  près  impossible  d'en  tirer  la  valeur  numé- 
rique de  rintégrale  Z ,  et  la  difficulté  serait  encore  plus  grande 
si  a  était  une  fraction  plus  composée. 


\ 
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Dans  ce  cas^  l'intégrale  dont  il  s'agit  pourra  se  trouver  duiie 
manière  beaucoup  plus  facile  par  la  formule  de  l'article  17 ,  qui 
donne 

or  pour  la  valeur  a  =  i  •  565 ,  on  trouve  le  coefficient  différentiel 

d  log  Ta  ^ 


da 


o .  o4o  734  344* 


*  \ 


Ainsi  on  aura  l'intégrale  cherchée  Z=  0.671  009  gSS^  laquelle 
doit  être  exacte  au  moins  jusqu'à  la  huitième  décimale. 

Nous  sommes  entrés  dans  d'assez  grands  détails  sur  ces  diverses 
méthodes  d'interpolation  y  parce  qu'elles  •  sont  peu  connues  y  et 
qu'elles  peuvent  s'appliquer  à  toutes  les  tables  dans  lesquelles  il 
est  nécessaire  d'avoir  égard  aux  différences  du  troisième  ordre. 


TABLE 


TABLE 


DES  LOGABITHMES  DE  LA,  FONCTTION  Ta, 


Calculés  à  douze  décimalea,  pour  toutes  les  yaléurs  de  In  racine  a,  ^e 
en  millième^  depuis  i.ooo  jusqu'à  si«ooo. 

On  j  a  joint  leurs  différences  première^  seconde  et  troisième. 


« 


ôboo, 


oio 


oao 
oai 

oa3g 


oa7 
oflS 
oag 
o3o 


Log.  Fa. 


ooo  ooo 

999 
999  ^ 
999  a5i 
999  ooa 
99^  755 


998  5o8 
998  afia 
998  017 

997  772 
997  5a8 


000  000 

67544» 
064  aaS 
x65  3i3 

977  66 
000  a5 

73a  o4o 
671  998 


997  aSS" 
997  o4a 
996  801 
.996  559 
990  S 19 


4q3  07a 
958  555 
ia6  oq4 
681 
3o8 


996  079 
995  84p 

99^  364 

^95  ia7 


83Ô  971 
16  668 
401 
818  179 
871  q8q 


994  891 
994  656 

994  4a  1 

994  187 

993  955 


619  86 
060  796 
193  8*ia 
017  905 
533  153 


993  7ao  735  &i 

993488 
993  a57 
993  oa6 

99g  796 


"556 


•99»  567 
.99a  338 
.99a  110 
.9Q1  883 
'99^  656 


.1  ""il 

ao5  706 
470  70a 
4ao  889 


o55  36 1 
373  i56 
373  3i3 
054  875 
416  886 


991  43o 
991  ao5 
990  980 
990  756 
^90533 


458  39a 

178445 
576  095 
65o  397 

4oQ  409 


041 
o4a 

043.9 


.990  3io 
990  088 
989  867 
9^  647 
989  4^7 


046 
047 
048 

049 
.o5o9 


,989  aoT 
988  989 
,988  771 
988  554 
988  337 


8a5  189 
9a3 
'695 

1*38  776 
a53  a67 


o37  866 
491  640 
6i3  666 
4o3  oaa 
858  790 


Diff.  I. 


aSo  3a4 
a49  611 
a48  898 
48  187 


346  060  043707 
945  35a  895706 
a44  646  773I705 
a43  941 
a43  a37 


a4a  534 
a4i  83a 
a4i  i3i 
a4o  43i 

909  y3% 


â39  o34 
a38  337 
a37  641 
936  946 
a36  aoa 


oa35  559 
a34  866 
a34  175 
933  485 
a3a  796 


a3a  108 
a3i  4^1 

a3o  735 
a3o  049 
aagSer 


a38  68a 

«37  999 
997  3i8 

996  637 

aa5  958 


asS  379 
aa4  60a 
aao  9a5 
aa3  a49 
laa  575 


ao5 
843 
438 

989 
494 


698 
9*88 
aao 


aai  901 
aai  a98 
9ao  556 
919  885 
ai9  ai5 


390 


ai8  546 
ai7  877 
ai7  aïo 
ai 6  544 
ai5  878 


n. 

713  343 

71a  5Ù 
711  a66 
710  a3a 
7o< 

70} 


Pi 

Pi 
695 


o36 
o38l 


064693 
084^1 
087  000 
68( 


687 
686 
685 
684 
683 


675 

674 
673 


5.97 
659 
710 
768 
83o 


8a5 


668 
667 
666 
665 
664 


iS! 


94a 
94a 
938 

935 


0649 


9.984 
ft»84 
9-984 
9984 


ms 


1009 


Log.  ra. 


9.988 
9988 
9-987 
9-987 
9-987 
9987 


337  858 
lai  980 

g  06  766 
99  ai5 
478  3fl7 
965  loi 


9.986 
9.986 
9.986 
9.986 


o5a  536' 
840  63i 
6aQ  386 
418  798 
ao8  868 


858  a 


9-985 

9-»|5 
9.9^5 
.985 

9  985 


999  59^ 
lo  976 

oi3 

375  7o3 

169  046 


908  618 
ao7  963 
ao7  SoQ 
ao6  656 
794|ao6oo4 


9-983 
^9«3 

9.983 


96304a 
757  688 
559  98S 
348  931 
145  5a5 


'98a 

9.98a 
9-98» 
9 -983 
9.98a 


949  767 
740  656 
53q  191 
338  371 
i38  195 


aoJ^53  617  65o 
bp4. 703  356t|^4s 
o65lao4  o53  971 
ao3  4^5  459 
aoa  757  8iS 


9-981 
9-981 
9.981 
9.981 
9.981 


9Sr66a 
739  77a 
541  5a4 
343  916 
146  948 


960  6iq65Ô 
754  gais 
559  875 
365  458 
171  677 


9-980 
9.980 
9.980 
9.980 

9-980 


9.980 

9.979 
9.979 
979 
9-979 


978  53 i 
786  018 
594  139 
40a  89a 
aia  a77 


oaa  a 
83a  9 

644  aia 
456  114 
a68  645 


809 


9.979 
9.978 
9.978 
9.978 
-978 


081  800 
895  58a 
709  988 
5a5  019 
340  673 


Diff.  L 


ai5  878  738664 

ai5  ai4  i58  '^ 

aii  55o  489 

ai3  887  73i 

ai3  aa5  881 

aia  564  9351660  044 90a 


Il  904 
ail  aX5 
aïo  587 
ao9  gSo 
909  973 


663 

66a 

661 

660  Q46Qoa| 

660^^  ' 


85c  904 


14a 

ft44|896| 
34?^ 

455 

56a 


Saolaoo 
591 


aoa  111 
;k>i  465 

aoo  oao 

99  53a 


95  89c 

98  a48 
197  607 

96  967 
196  5a8 


3^ 
Ç14 


95  6( 
195  o! 

94  416 
93  781 
93  146 


igfl  5ia 

9»  870 
91 946 

|o  6i5 
'1984 


Ï94 


354 
88  795 
88  097 

87  470 
86  843 


lOCI 


355 
8i5 


86  918 
85  5a3 

84  m 
84345 

^793 


640 
63? 


677^^7  345 
636  5o6 
635  664 
634  896 
633^ 


633 
639 


876631 


97  „ 
714  697 


696 
695 


909 
095 

9iBS 


886 
880 
889 
878 


876 
873 
871 
871 
866 


904  SëS 

o3b8S3 
176I86 
5i5  „ 
45685$ 

8^ 
859 
85 1 
846 
848 

843 
849 
838 
83 


■*^ 


log;  nr. 


i.ioilg.^8  i56  q5o  B3 
1 .  loa  9 .977  97'  5^  9^9 


DUT.  L 


18S  7a3  33o 
i83  101  663 
18a  480  80a 
181  860  745 

o^a 

80  oo5  574 
Vï  388  &11 


78  77a  M^ 
709  47t>  074t»7^  *57 
i.nol9-976  53i  519  409  ^77  S4^  ^' 


i-i<59  9.976  709  476  574 


1.113 


1.1139.978 


g. 976  i76  847  25o>76  3i6 
a.978  000  53ï  Wa<  175  703 


m. 

6a  1  <S67|  80^ 
6ao  861  8û4 
9ao  067  801 
61a  a5^  799 

9 17  m 


65 


79! 


i.iSi 
i.iSa 


Ijiog.  va. 


1.1509.969  900  696  ûia|ifii3  590  656 


Dif.L 


17e  3i6  068 


1.1  "6-976  353  776  T^dixj^^  aaî  9 

■  'm 

i.Ti5 9.975  649  785  1^174  ^  0^0 


1.1149.975  8a4  8a2  r4a«i75  oga  5^6610  566,  773r-if4  9-9*7  8o5  a88  Sg 


11.11^9.975  47^  a53  n' 

k-ï'7|9-975  ^1  38o  87I 
1. 118 g. 975  118  117  637 
|r.  1199.974  g55  46a  634 
i.iaog.g74  788  4i5^  p 


1319.974611  9z4 
^ag. 
1.1339.974  370  909  533 


ii«iaa 


1.1349.97 
li.iaSfg. 

13 


X  ^  o^/     w  iili67ai5^9 

Ii.138g.973  4a8  9ii  1394166  614  8^7 


.974  441  i35j  5oî 

101  384  r 
gga  36a 


•973  763  843 
.973  5g8  oa6 


'75  »&^ 
173  a63  aSb 

17a  655  oo5 

17a  047  ft^îï 

71  44P  858 

70  8a( 


Sia^  gia[  784  t.iéi 
783  ï.i6a 


Çra.  138   781 
«Il  l©i  78 


9 -969  747  i<^5  956 
i-i$4|9.9?9  afâ  ?34  837 


9-9% 


1.1539.969  441  676  o83 


79^pv^f5g.g69  i38  576  ogg 

6i6'S6â{  794 

616  069}  79a  1 

9i5  a 

6t4 

6 13  6<^gl  787^.i6o{g.968  3go  974  ai  g 


i53  006  /^o^ 
96  55a|i5a  ia3  46g 
78  o83|iSi  84i  348 
i5i  a5à  738 
i5o  678  g4i 
i5o  098  85 1 


787  I . iSg  g. 968  539  3S7  043 


9'-9«8  ^43 
9.968  095 


WISS 


.1639-.  967  94; 


IL     iti. 


583  65a 
58a  g35 
58a  aa3J7i5 
58 1  50871/ 
S80  7g7 
58o  ogo 


147  7^5  566I576  S67 
ao^  o8û  575  867 


«4 
146  633 

146  057  g53 
145  483  481 
144  909  703573  085 
Soû.  ooSj  775|r.  1^9-967  5ià  »û5  41^  144  536  618 


609  786  778|i  .165  9.967  657  8b5 


9? 


17b  aag 
169  626 
i6q  031  776 
i6d  4*8  gi8 

167  ii^  9iQ 


1399.973  363  iq6  a35{i66  cnb  070 

"  ï8i \ 

i6qj 

^*^^9*97^  7*5  9^  4!9^i*^  ^^^  1^1 


|i.  1309.9.73  096 

11. i5i  9.973  gSï  765  ifî 


65|i65  4i5  gg6[5g8  Saa 
164  817674 


i.iSSg.gTa  6bi  7SÎ7  ^4i63  6a3  377 
i..^49'*97^  4^  10k  117163  037  300 
i:,  13519.973  376  076  9171163  431  866 


6o3  6aa 
6oà  858 

603 


601  340 
6od  58a 
$99  837 
593  274 

597  573 


376 


ii.iSèg'.gTa  113  645  o5i4i6t 
11,1379^971  gBo  807  775161 
1.1389.971  7^  564  348  16b  65o  917 

'•*^9'97»  &a8 
li^i4o 


468 


9.g7i  i5o  5i 


*.  143 9.970^   -^  -- 
1- 1449-970  834  5^  3So 
1-1459*970  677  4a6  3S8 


093  330 

834  sra 


7^ 
578  674{7c^ 
703 
701 
700 


§77  97 
S77  a68 


Sb8  iSSÎ  77a  r.  167 9^. 967  368  BôS  757 

5^7  4!>  ;  77^  ï.i689r.567  aa4  794  5;^ 
60S  689  770  f.  16g  gr. 967  081  60a  048 
6o5  919   76^  1.170 9.966  g88  g8o  Sog 

SoSiST  76I  r.171  9.966  796  gag  356 
604  3851  763|r.yra  9.966  655  447  81 5 


143  764  aa6 
143  iga  5a3 
i4a  6ai  5oà 
i4a  o5l  i8o 

141  48^  54 


§75  169 
!7é  472 

573  3ga 


764I1. 173  9.966  5i4 
'7S9l''i7t>9/ 


140  gi3  5R5I568  37 

567  ég 


01 D  140  gia  D90 
aSatiijo  344  3og 


759t.i74l9-9$5  574  .190  9*5  iSg  7^  714566  gl^5 

13  ''^75 9*966  334  414  ^09  i36 
758  i.i76y.g66  ogè  ao4  4io 


.  755  t.i77g.g65  q56  560  8481?»  078  003564  887 
753[i.i78|g.g65  8118  48!^  846ji^  5i3  ii5  564  aia 


;75afi.l79g..g65  680  gBg 


ga4  S90 

Sp49 


9.970  5ao  g 


.970   DaO  907   13» 

.970  364  075  374 
.970  309  039  gSa 
t.i49l9-97o  o54  870  438 
v.iSog.gSg  900  6g6  01a 


408 
j58  sBB  a3g 
157  6g5  8bo 
iSjr  107  oga 
i5d  5ig  1-10 

8|i55  q3i  85^ 


789$  110 

^1  636 
5go  901 


QO  i6g 

89  4^9 
588  70& 


i37  5i3  ii5 
TjiStt  948  Qo3  56^  54 
09.965  544  oa6  Sa8i36  Sfe  §63  563  870 

74911 .  i5Tg'.g65  407  63^  466  \Zt  Saa  4qa  56a  304 
747  1.1839.965  371  8i3  974135  36b  388 56i  534 
743  ,1.1839.965  i56  55a  686  iS^  698  754560  86.9 
744fi.i84g.g65  ooî  853  g3a  i34  137  885 56o  ao4 


741  ji.i85g,g64  867  716  047  ig  577  681 
739ji.ite g\g64  734  i38  366  i35  018  i3( 


587  g8a 
587  a56 


i5S  345  333 
i54  75g  5i4 
i54  174  4^^ 


iga 


6^ 

69 
6gâ 


571  703  68 
571  01468 
570  536  68 
56g  64a  68. 

568  g585g4 


3 

i 


678 


TO9'.964  ^  660  gSo  i3i  opt  C67 
i%9-9M  386  754  gSfi  i7i  343  479 


i.190 9.964  ao8  416  457 


58S  53a 
585  808 
585  088 
584  3 
5S  690  Ô56I583  6 


717 


i- 1949-963  685  6o5  06)  ia8  56 


78» 

490 

ig5[g.g63  557  ^k  ^7^  1^8  on  847 

1-1969.963  4ag  037  7^4  137  458  85355a  347|5^ 
^•1979*9^  3o*  568  87I  lae  906  5o655i  7036^45 
1.1989.963  174  663  385  ia6  354  8û4|55i  067^64 


I 


^99 
1 .300 


109 
358 


i3b  786  5; 


570 


1919-9^4  074  6ag  887li3b  33o  ^ 

9.963  q44  3g9  566  139  674  754554  g4363a 


55g  54a 

558  331 
557  56a 
556  go5 
556  a4g 


670 
S71 

666 

870 
665 
665 
663 
S61 


554  39  ij64^ 
553  643  649 
55  a  904647 


o 

esg 

657 
656 
65a 

554 


9.963  048  507  56i 
9.963  933  5o5  814 


135  865  747 
laS  a53  53à 


55o  41 5  640 
549  775643 


1*4 


••  */ 


9$ 


^mmmi^tlimm 


âoo 

SOI 

30S 

aob 


ao 

ao^ 
aog 
ai 


69 


89 


09 


ail 
aia 
âi3 

ai4 
ai 


52 


S  9.960  984  05 


ai 
ai 

a 

ai9 

aaolj 


:; 


aai 

aaa 

a 

224 

aa5 


«39 


aa6 
aaT 
aa8 
aa9 

a3o 


a3i 

aSa 

a33 

a3 

a3! 


a37 


a39 
a^o 


Log.  ra« 


9-9$a 

9 -9^3 
9- 9^2 
9-96^ 


9aa  5o3 
797  a5o 
67a  54$ 
548  3qa 
424  78S 
3oi  728 


814 
48a 
a5 
01 
573 
5o4 


I 


.96a 

9-95* 
.96 

9-9€ 
•96 


il? 

9.9f 
9.96 

9.96 
2£ 


179  ai 
007  3 
q35  835 
814 

694 


455  608 
336  910 
ai8  755 


657 
4oo 

098 

lai 
832 


6aa 

844 

878 


9.960 

9.960 

9.960 

•960 


9  960 
9-900 

9 -.960 
959 


904  ob7 
867  534 

761  54» 
636  087 
5ai  171 

406  7<i3 


9-959 
9-959 

9-9§9 

9-959 
9-959 


«98  fl53 

066  881 
954  648 


6i5 
666 

35 

565 

734 
ia3 

»49 
iqo 

636 


S^a  960  878 
3io 
3a5 
3i8 
€87 


73i  787 
6ai  107 
5ii  060 
4oi^)5 


9  959 
9959 
9-953 

9-958 
9-958 


aoa  4^0 
i83  961 
075  * 
968 
§61 


8a8 

oa6 
885 


687  lai 


âSS[9.958  755  a54  i38 

341 


9-958 


700  ad4 

549  3S9 

a38|9.958  SU  07^  i38 

9.958  439  271  936 

9.958  334  998  144 


a4 19.958 
a4a  9.958 

3439-958 
^449*957 

g45J9>957 
9-957 
9-957 
9-927 
9-957 
9-957 


â46 

042 

2^ 

«49 

a5o 


a3i  a5o 
ia8  037 
oa5  Sao 
qaS  i55 
^ai  5o4 


ip. 


3 

4 
341 

3o8 

75o 


7ao  377 

^19 

519 


?>sm 


t 


8 

o  ia5 

o83 


084 
7a8 

100 
6a3 
716 


i#*â«M«k- 


Diff.I. 


•  n. 


a5  a53 
a4  705 
a4  i54 
a3  6o5 
33  o58 

33  5lO 


33a 
557 

069 
84z 


ai  964  a57545 
ai  418  3oa 
ao  87a  9 
ao  3a8  2 


9  784  a'7 


8 

8 
7 


a4o 

% 

614 

079 


778 

966 

77 
ai 

iZ 


693 

841 


3  840 
3  3o3 
a  767 
a  a3a 

'  697 


1  16? 
o  639 

09  564 
09  o3a 

08  5oi 

0797» 
07441 

06  Qll 

06  38a 


568 
985 
007 
63i 
859 


H' 


o5  854 
o5  3a7 
04  800 
04  373 
o3  747 


ôS^  aaa 
oa  698 
oa  174 
01  65o 
01  lar 


797 
ao3 

aoa 
79» 

5Z 


3 
558 
666 


00  6o5 
00  o83 
99  56a 

99  o4i 
q8  5a  1 


356 
6a8 

477 
907 
9^4 


^mmttiét^^mmmmÊÊ^mm^mm^ 


549 
547 

546 


7?i 

i33 

496 
859 

333 

590 


545 
544 

544 
543 


543 
54a 
541 
540 
540 


955 
^35 
695 

o'65 


8l3 

187 
'566 

94» 

33  a 


M 


601 

974 
959 
554k34 

758  ~ 


p39 

53 

5 

537 

537 

53B" 
536 
535 


70a 
086 
468 
85a 
a4o 


637 
oi5 
4o5 

796 
534  190 


533 
53a 
53a 
53i 
53i 


583 

376 
773 
173 


m. 


53o 
5a9 
5aa 
5a8 
5a8 


57a 

377 
78i 
186 


5a7 
5*7 
5s6 
5a5 
5a5 


^94 
001 

410 

8a  I 

a3a 


534 
534 
5^ 
5aa 
5aa 


646 
060 

89a 
3io 


Sai  738 
5at  i5i 
5ao  570 
519  993 

5»9  4^7 


64a 
637 
637 
637 
63ft 
635 


630 
63o 
6a6 


6a! 
6a  ij 

6! 

63( 

63< 

61I 

611 
61 
61! 


61 

ev 

6o< 
6oi 
60" 


o 
609 
6 

600 


§? 

595 
593 


59^ 

5qi 
589 
580 
586 


586 

585 
583 
583 
58a 


2Z7 
58i 

575 


a5o 
a5i 
a5a 


S 


Log.  ra< 


i 


37  73a  017 

42  018  011 

547  419  goo 

a59|9.956  453  037  389 

""  359  169  640 


;i56 
a58 


a6o 


a6i 
a6a 
a63 


o8< 


a65  816  177 

o  649  §57 
a64|9.955  988  835  876 
a65 9.955  897  533  953 

âS6 


367 


fl68 9.955  6a6 


a69 
370 


a7i 
a7a 
a73 
a74 

£25 


9-955 
9-955 
9.955 

9  955 
9  955 


2fS 

277 
a78 

«79 

a8o 


a8i 

a8a 

a83 

a8 

a8 


p9 


a 

a8 
a8 
«89 

«90 


«9> 
393 

«93 

«94 

«95 


«96 
«9 
«9 
«99 


3oo9 


9-957 
9-957 
9-957 


«539-957 
a54  9.956 

a55  9»956 


3ai  o83  716 
aaa  56 1  80a 
ia4  55q  3o5 
oa7  070  65o 
3o  110  a65 
33  66a  578 


i 


DliF.  L 


n. 


9.966 
9.956 


9-956 


9.956 
9.966 
9-956 


9.966  806  743  ^7 
9-955 


9-955 

9.955 


716  463  9ai 
"36  6q4  738 
537  4ô5  36o 


448  685  a34 
36o  443  80 


aTa  710  5a 
185484837 
098  766  191 
01a  554  040 


9  954 
9-954 
9-954 
9-954 
9-954 


a6  847  836 
41  647  o3o 
766  961  077 
67a  769  43a 
589  071  555 


9.964  5o5  886  897 

9.954 
9.954 

9 -.954 
9-954 


4a3  ao4  gai 
34x  oa5  086 


a5Q  341 
178  16; 


.-954 

9-954 
9.953 

9-953 


6  853 
2684 


9953 
9-953 
9.953 

9-953 
9-9^3 


®97  ^3  oAi 
017  016  388 

SS  ^   '9? 
858  4^^  9^5 

779  781  o«9 


701  699  000 
6a3  914  399 
546  7a6  3q5 
470  o34  700 
393  83 


9-953 

9953 
I9-953 
.953 


3i8  i38  191 
a4a  93a  ao4 
168  aao  384 
094  00a  ao6 
oao  377  i5o 


98  5a  1 
98  ooa 

96  965 

96447 
95  930 


687 
56i 


9^513 
497  5i8 
655  5i8 
385  517 

H 
5i6 


g5  414 
94808 

94  38a 
93  867 

95  355 


006 
oai 
601 


5i5 
5i5 

5i4 
5i4 
5i3 


9«  83 
9a  3aî 
91  8i3 
91  3oi 

90  79Q 


740 

58o 

043 


456  5io 


o  379 

9  769 
89  369 

88  760 

88  a4i 


363 
8o5 
a5a 

699 
4a7|5o8  146 


546  5io 
i835o9 
378600 
ia65oo 


87  733  a8i 

87  aa5  68 

86  718  6 

86  aia 

85  706  ao4|5o5  B9 


f. 


85  900 
84695 
84  101 
83  687 
83  184 


806 
«53 
645 


8a  681 
83  170 
81  678 
81  177 
80  676 


6 


a33 


80  176 
79  6' 


16950 


2È. 


178 


6 

653 

198 


77684 

77  «87 
76  691 
76  198 
75700 


886 
oag 


701 


75  ao5 

74  7*i 
74  A'8 

73  7a5 

73  «3a 


I 


417 
843 

370 
698 

La6 
555 


985 
430 
853 
386 
733 


5i3 

5l3 

5ia 
5ii 


160 

o! 

477 
930 


5o7 
5o7 
5o6 
5o5 


^3* 
043 

495 


«^5 


5o4 


853 
3o8 


5( 

5o3 

5o3 


aa3 
680 


5oa 
Soi 
5oi 
5oo 
9 


603 

064 
536 

.23° 


455 


375^98  389 
497  857 

497  33« 


49«  797 


qo4|49§  .a<>9l§»§ 
6 


351495  7JP 
893495  ai 5 

677  494  690 


87494 
ao  493 

178 
o56 

457  4&a 


167 
64a 
laa 


Ë 


m. 


575 
575 
573 
57a 
571 
570 

565 
568 

566 
5631 
563 


56i 
56i 
56t 

557 
557 


5S8 
553 
553 
553 
554 


S45 
S4a 


766543 

-543 

5^ 


53a 
538 
538i 
536 
535 


533 


933534 


53a 

539 

3i 


538 


538 
535 
533 

5a5 
5aQ 
5a3 
5i'8 
519 


§é 


Log.  r€u 


\3bo 
11.  Soi 
n.Soa 


9.953 
9.95a 
9*95a 


oao  377 

947  044 

.  ^      874  3o4 

|l.3o39.g5a  80a  o65 

9 •95a  730  307 

g.gSa  65^  080 


1.364 
|i.3û5 


9-95a 

9.95a 
9.95a 
9.95a 
9'95a 


588^63" 
5i7  965 
166 
.8  856 
3io  o34 


»ii 


9.95a 


a4i  699 
i.Sisjg.gSa  173  8Bi 

106  489 
cSq  614 

973  aa4 


9-95a 
9-95a 
9:^5 

995 

9-95 

9-95 

995 
.95 

i.3a9  9,95 
i.3a39.95 
1.3349.95 
[1.3959.95 


770  qoo 
71a 
648  5 

585  048' 
Saa  041 
"9  5iS 

00 


655 


«7?" 
ai4  aai 
i54  095 
004448 

"79 


.^9.95 
.95 

Il   9.950 

1.339  |«9&o 
1.3339:950 
1.3349.950 
1.356  g.  95o 

1.^69.900  69P  974 

"    ^4  436 

579  07S 

594  i83 

469767 


976  58- 
$18375 
B60  634 
8o3  379 
746 


1 9.960 
1.33^9.950 
i»34o 

1^3419,^ 
1.3499,950 

i.348«*95o 
1.344  9,960 
[1^345^.960 

,.    et;   r^sF 
1.3479.950 

|».348{9.95o 

•960 

•949 


*7^ 
109  o56 

o5i  407 

001  996 

$5*  5i4 


19^ 


Diff.  L 


989  457 
740  376 
948  81 
767  771 
967  946 
777  a34 


449 


488 
488 

87487 


847945486 
36i  517485 
875  597485 
390  183484 
906  978484 


490 
9» 
453 


868483 


969  483  397 

a  894 

a  395 

48i  897 


^7*48 


38648 


006 
5a4  990 

DOO   DoO 

o83 


499  081 
491  569 
1  043 
490  595 
490  019 

489  496 


9478 


9*7 
478  4a5 

^   934 

096(477  44o 


o3a477 
00047^ 


914  706  476  464 
758  941  475  974 
969  967  475  486 
86  781  476  oo3 
778474516 


474  o3i 

473  647 
473  066 
479  586 
479  109 


963 
36â  939 
869  685 
416  619 
.944  cgS 

47^  93i  471  699 
000  309471  1A6 

590  163470  668 
o58  496470  189 
588  306469714 


118  599469  940 
649  359  468  766 
180  587I468  999 
719  9951467  818 
944477467349 


,35o 
.36i 
359 
353 
354 
.355 


Log.  Ta. 


609 


^66 
357 
358 
359 
36o 


36i 
.369 


435  45 1 

091  399 

363|9.949  347  655 

304449 
961  706 


5o9l 


367 


5o] 


369 


1396 
480  899 
480  40a 

..  479  907  497I    ^  ^  . 
78a 479  4'o  493ti.ay59 


:375 


9-949 
9-949 
949 
949 
9-949 
9-949 


9-949 
9-949 
9-949 
9-949 
9-.949 


961  5i4  191 

Q09  969  714 

853  499  586 
8o5  189  335 
767  338  4qi 
70g  960  5S8 


663648 
616  600 
570  617 
696  09 

480  Q 


99 
43 


156 

090 
811 


9-949 
9-949 


9-949 


9.949 
9-949 


ao6 
807 

223 


aa 


3689.949 


949 


319  4 

5  ^3 

868 


35 


453 
58 1 
634 
i56 
6o_a 


3739.948 
9-94? 


.    9-948 
377  9'948 

3789.948 

.948 
3809.948 


Tai  835 
784  691 
747  8o3 

675  590 


8o5 
757 
109 

aaS 


^9.948  640  1 65 
6o5  193 
570  675 


38a 
383 
384 
385 

"385 


3oa 

^3 

394 
395 


47517:^ 


47? 


^^5 


.4009 


9-|g 

9.948  5£l6  60 

9-948 

9.948  469.  834  766 


^2 
576 

aa8 

6o5 

a65 


9-948 
9.948 

9.948 

948    341     698 


437  laA 
4o4  865 
373  o56 


76 
666 

695 


um.  I. 


mM 


48 
47 

46 


a44 


10 

8^ 
377 
Qia 


477 
ia8 

a5i 

844 

4Sa 


46 

45 
45 

44, 


447 
98a 

5i8 

o55 
59a 


439 
890 

817 


n. 


9 -9g 
9 -.948 

9-948 
9-948 


9.948 
9-948 
9-948 
9 '948 
•948 


3io 

a8o  039 
aSo  3i^ 
aao  756 
191  641 


4H 

3531 
559 


i^a  974 
i3i754 
loo 

77» 


45 
4a 


667 

9o5 


3 


4e7îS49 

466  877 

466  407 
465  941 

465  471 
465  co3 

464  5 
464  07^ 
463  608 
463  144 
469  684 

38i  469  999 
1^691461 


m 


468 

4641 


394^ 

75A6S 


39 
o« 
a56 


461 

460  84a 
460  384I459 


4' 

4» 
40 


8aa 
36a 
903 


87a 


459  9351456 
459  469  455 
45Ô  014454 


4^ 
^041458  106 


39  5fl7  798 

39  070  146 

W  6i9  946 

38  i56  1961456 

37  699  897  455  849|44y 


36 
35 

35 


a44  048455 
r88  648454 


695  454  5o4  444 


191 


454  060 
4^6i5 


34 

H 
33 

33 


E 


18 
o65 
61S 
161 


34845 


3a  710 
3a  a59 
3i  808 
31  358 
30908 


6a345 
34045 

4^ 


3o  459 
3o  010 
39  56a 

«9  "4  694447  466 

a8  667 


694 
oa5 

593 

694 
aa8 


001  Aocti 


[5Ô 
[58 


458  56o  454 


457  659 
457  900 
456  760 

"  '  ?99 


400 
53 


?rg453  7684 


9  795 

9  983 

1  841 

45 1  399 

100460  969 

141  460  090 

691  45o  080 

541  449  64a 
899  4^  ao5 


448  76 
448  33 
447  898 


592 

46( 


447  0*1 


f"i 


465 

464 
460 

46a 


46a 


45 
45 


454 


"Sa 

45o 
45> 
45o 


447 
^9 


445 


449 

44 

44» 

440 


436 
435 
43a 
435 
43a 

^ 
43o 
43i 
4a8 


878439 


t 

f 


la 


œ 


^^ 


99 


Lt)g.  Ta 


Jl    X    ..« 


^^ 


.^4009.948  06»  771 

OQO  343 

,  , 974  79g 

•404 5- 947  949  6Ô5 
gao  oo3 


^01 
^3 


.405 


9-948 
9.948 

9-947 


9-947 

^9-947 
•4*39.947 


.414 
.415 


T4T5 
.4V7 

.418 

•4*9 

•4^0 


il.4a5 


.4^6 


.438 


.431 


Î.436 

^437 
1.438 

1.439 
1.440 


9-9^7 


4«i 

oa3 
5i3 
4Bs% 
4t4 
971 


9-947 
947 
9-947 
9-947 

ai7 


9-947 
9-947 


900  817 

57,044 

853  71a 
83o  8fl3 
808  S75 

764  8ofl 
743  676 
7afl  990 
70a  743 


6p 
164 
95 1 
634 

789 


î 


&»  036' 
663  '566 
64j(  635 
6aD  i4a 
49-947  808  o85 


93 
37 

870 

70Q 

735 
536 
c37 
8a3 


•4ai9.94' 


9-947 


.4a3 

•!4a3J9.947 
'4a49'947 


9-947 


9«947 


•4a79'947 


9-947 


4«99-9^ 

•yt^o  9.947 


9-947 


"^9-947 
•4339.947 
•4349-947 
4359.947 


i.44> 

1.44a 
1.44S 

t. 444 


9-947 
947 
9-947 

9'947 


5qo  466 
573  fSS 
556  53^ 
5^1  aa5- 
534 

493  âoi 

47a  ^8 

465.180 

451  488 
438  ato 

4*6  W9 
414  960 
400  Q8a 
889  456t 

3781 3ai 
367-636 
S67  38o 
~  855 
1&8 


DiSLL 


ro 


734 


1 

016 

76; 

4?4 


9.947  9b9    IQQ 

9.947  8^691 
81  a  53q. 

804  866 
1.4451^.947  flqy  538 

1.446 

1.447 


63b 
laa 
55o 

5t6 
6a5 


9-947 
9^947 


448jq.947  «78  38^843 
1.4499.947  ihra  8B4  5G4 
[1^4509.947  967  707.450 


a6  43$  388|444 

a5  991  ~ 

a5  547 

ùS  io3 

a4  659  443|443  ii?8 

^4  A 


'2 

10 


5io 
061 
o384 


7544a 


a3 . 773 
a3  33 1 
aa  889 
aa  447 
aa  006 

ai  596 
ai  ia5 
ao  686 
ao  a46 


"535 

ai3 

3i7 
845 

796 


44«^J3 
441  896 

44i  473 
4Â1  049 

440  63o 


664 


440  ao9 

439  787 

^Q  S69 

001  438  q5a 

849  438  53. 


1 

957 

170 

801 


B438 


116 
700 
&85 
871 
456  457 


99437 


i 


18a 

o  3ii 
5  875 
5441 


aao 

99» 
18a 


roôS78a{4^ 

4  57a 

4.  i3a 
3  706: 
3  sèjS 


i7S4a 
a  4d8- 


1' 

1 
1 


91a 
^948 
410 
afiS 


ii5 


o  685. 
o  a5& 
9  8a5 

8  967 


8  539 
6  9So 


<^4 


89» 


6 
5 

5  M9 

B  1*7 
4.70a 


n. 


878 

444  44a 

444  Q93 

4^5xj5 
16I 

743 


^6436  043 
843435  633 

4^  ai9 
434809 

4p4  400 


7^3J4^ 

aia 
089 
a7at43 


989 

433  173 

43a  767 

»36o 


43i  9531 
481  S^ 
43t  u^ 

43o74tt 
&a348o  398 


k85{4li9  936 
a4Q4b^lU. 
914  4A«  i35 
579  408  7% 
8144  4i»8  336 


808437  086 
57a  407  538 


4fl 


S.  145 
746 


146406  35 1 


pS  4a5  «54 
841  4a5  ^6 
a794a5  167 
]na4a4  774 
3384A4  38a 


m. 


4*9 
4l»!S 

4aBi 


434  1 
4931 


403 

418 

4171 

41JB1 

41.8 

4Îè 


^9 


4539 


39 
,4689 


9-947 
•947 
•947 
9-947 
9-947 


■4699 


4709 


9-947 
9-947 
9 -.947 

947 


>9 
4739 
4749 


47^1 


^9 


4839 

J».4849 
4o3|'t.  486  9 -947 


^9 


^9 


Ta 


947 
9-947 
9'947 

947 
9-947 
9  947 


9-947 
•947 
9-947 
9-947 
9  947 


889 


70746 

.0001-114 
737.  i58 
878  19; 
44»8a6 
435  670 

8^  384 
€89  43o 

949'  570 
63i  365 
7S448P 


a58  378 
aoa  8a4 
567  383 
35i  67a 
555  807 


a58 


9-9^ 

•947 

•9^ 

•947- 

947 


177  905 
a-ia  084 
678^4 
55&^ 
880  3ba 

56a  000 
&)0  386 
a8&  064 
14^6^4 
571 


•947 
»-947 
9*947 

•947 


99 


«♦9^ 


i«9  8i47 

^^ 

078-  7^ 


554  %v 
oOo  818 

»5  868 
j5  146 
106  aap 


-  947 
9-947 
9-947 
9-947 
-947 

PI9-947 
•947 
-947 


86*  %c 
i«6.e66 
a6i  8Bi( 
8b5  g» 


481 


4z* 


800  309 

i4l3  69c 

176.938 
^969 


947 
9^947 

947 
9  947 
$^947 


484  8ofr767 

499  »7  o»9 
5i4  oSl 


5a 


e-^8 

683 


DifE.L 


3384il4'38A 
966433  090 
4a8  6ao 
f38  flvo 
faa  8ao 
[aa  43a 


3864 
44 


o5a4 


a  041 

a  459  3&J4E7 
a  877  aoo^ftT 
S  a94  fi384t7 
S  71 1  G^tB 


4  i3S 
4544 

5  076 

6^1- 


33 

4a>  a70 
4ao  883 
aa  498 


554430 

559419 

aSq  4*9 
63'54i8 


;8] 


stSoÀ 

4i5M 

,       >T4 
3gflU»4  798 


6fti4 


6  ao6  iJ9o4ii.4a3 

6  6aa  55~ 
7034 

7  861 


8  374  5ia  4 

8  687  07aJ4 

9  999368 
9  5ii  076 
9r  9aa  5a4 

»  6c4  4 


3  3êS 
a  98a 

alBJ' 


laî  188     , 

.  818  Sjd 

1  448  368 

086  8o8| 


Ov3d9  «04410  Tifl   ^^(J 

0  744  3i6  4to  34^  S6q 

1  1S4  668  4^  076  S6M 
1  564(044&9(6io  368 

4-a444a^3?l 

98g'^4Ô8  879^9, 

79a  367  408  5144  564 

iS  aoo  881  408  160  'fS6m 

i5  600  d3i  4^7  787  iS63 

i4  018  8i8  467  4^  ggjf 

14434  a4a4D7  o63  36i 
83i>  3b5  4o6  699  S58| 
358  od4  406  341   !(6i 

i5  644^34»4ô5  579  55^1 
16  àM>  3ft4U6S  6ttDl  IB4 


_,  947S44  94^ 
|L.Soib.947  8«o  93>  ooy 
1.6029.947  377446365 
i.5o3  j.9^  5j4'3d8  iM 
i.5o49.9i^  6fi  574^065 
Il  .5o5  |^ 

i-5o2^9iër6e5  7a8  4«4l 
K&c>8).947  684  68<^  5 


i.5iob.4ir  TTflS  663  861 


KSnb.947  7Û3  7if4  3ôi 

1.6^2^947  7*4^  aï»  737 
|i-5i3  91^9^^785  i3o  097 

Il . 5t im* w  $06  4ft9  •  5491 


[i  .6i9R*frfer  w8  n8  099 

[1.5)6  9.^^  èBo*  sOû  398 

t. 6«2 9-947  87?- 7*7  7Ô5 
t  .618  SK^47  89S«  61S*  a46 

i»9*g9*i947  9»*  9«a'ûo? 


^r«  8S1  ftc6j(< 

*7'^*»S7* 
17:670 -6Bfl4< 

vfr  074'  885^  4c 
478^  670  4( 
ft8  88a:i4S4dd; 

i^9<!d8B^aC44<3>^ 
.i'9  688^  o^  40a 

M^^9a  498  40» 
do>394:aM4^i 
AI.  â9B^58&4<^ 
34  696  5S0  4<>o 
33^  ooy  199400 


■■  9^  94g  60»  5yS 
9^417^986.703  768 

9*947  99^  197' Di5 
1  .«33 9.948  otS  089  4Stl 

I  SMg^g^S  o4«.  3^3  380 

1 .635 1^948  o»7^  086  606 


i.98a 

1.6S 

i.B5i 


9.948*  098>i6t  lOô 
9.948'  11^0  683  448 
9.948  t^'5îo^3<i6 
9.948  173  764- 1& 
9.94^301*453  87 

9. 9i^  339^^519  o5o 


•94*  Bâttfttô^' 6WÎ 
.9^664- 38»  a». 
.948  Bg^ 
«•5W6.,9^^ihf4S^ 
1 .848  9.948  6ro^78!r  38»^ 


^  9^^9^  637  719' 4?^? 

»*ii!l-94|  7»^  085^744 
9-^  766'8éi  708 
ir-ts^  801  tfff^dSS 

.9#8Sr44»  441r 


a«*  497  497  §99 
M  897440899 

38^  397*  043  590 

38  696  393  S98 

3409B'  193898 


H  493  747  398  a53 

34  831  080397 
ûb  389  8%d  397 

35  687  &6  597 

36  084  4943^ 

36^1  318S96  480 
38  8f7  798  396  i3d 
«7  373  954895 

37  663  735  896 
38' 069  ifBS^Î 


38\4eo  384394 
38  865  091894 
39^  349  478 
39^6^  5«i 
3ô  c»7  Sèypjg 


30  igfo'71 
86-8)18^783 
3^  3ir  5«3 
3\  6b8  9tD5  393 
3^  ood  981 


33  3j}â^68ï 

33  78 

39^1 

3dR 

3tP  jSe- 3fo6|8|o  047 


34^  ^6'  35& 

54  TSB-'q 

5j'  '  ..  — 
5'.iaB 

18B  5'i4'%i(fé 

|S6  903  iift|8 


■J 1 


L4>g>  ftb 


4p 


5^ 


S8: 


«4  5|9 

4  8— 
c3dS 


«49 
•588 


» 


gSi  ^.q4»  87»  »4  566 
^4  9.049^  d&S^'68f  066 
«539.948  949-3^5' 607 
i>S64 9.948  98S^3il*«~'^ 
SS3  «'if^  09V  Sfffr 


558  p9^gr3»^9^^ 

56«)9.949  >!^'«*G*59 
56l  9.<)iQ  aB»  (>8«  583 


.S6s 9.94g  aQ3>8S9-864 
^$9.9^  ^4^  9«6 


9! 


9640.944  376  3o8<446 


366to.9i^  45f3iff  563 
5oo^ 


968^.9^  5/3' 8&3  63 
'8699.94958569659 

5719.949  673  591  761 
.^73  9.949  71G'  ^<>^  035 


3i 


3à 


882 


39'3^8>483386 
d8r6i4  867386 
89*000  98û38S 
13*  386^  7«{4[  385 
;39  ^^  1^^886 


101 


.-8733.949  76^*94  45i 

.S74 5.949  8o5  647  jl»9 
,8759.949^850  783*109 

^9-949  8961 397  004 

5779.949  94? :19a  1*7 
S^89»9io  08 

:99^9 


8789*9^  988^467^340 
9.900  o36- 133  i46 

?d^.95o  o8fl<jB6/j69 

^»0^95o  139  569"^ 
"     38t 

681  586 


88^9.950  177 

S8SI9.9S0  3t& 

'884  9-9Soa74.' 075.9*6 
B83  5f  .!q5o  SaS'  obB^  oSo 

•TiBifci      II      I      -ni T'TT'T   — 


ii^g.gSo  373  309' 583 
888(9.990 


882§.99o4â4  9à^374 
«9.990^  o45r79« 

5899.950  5â9^^i'8ci4 


8909.960  57grfl^  068 

891  9.960  634  478^  *84 
8919.950  67fî  oBô'  " 
^19.9507^7976' 
&4ît-9!^?86"^8838 
^59.950  833  976' 4i 


.g5o  886  o36:36û 
5ji7l9-9So959  47t'54S 
89.960  993  38p  o58 
9.961  047  46a'  1 M 
.991  io3^oi7^45S 

■  »  •    m  m  -  9 


DifllX 


n. 


58  90S  iti 

88 

86  679^  &g3)887 
37'o67  38o5^ 


S86 

o65 


57  464  676887 
itS*^744|888 


4û(  167  38^ï3 
40  5^  063  3 

40  936  630884 

41  610  666383 
41  (^4  464  383 

40  077  ^ 
43  ^1'  117  383 
43  843  961  383 
43^  336  483  S83 
43  608  683381 


43  090  564381 

44  373"  136381 

44  753  368  38o 
46  i54  390880 
45'5i4_895  38o 

45  896  183579 

46  376  163579 
48^  664  8bÇ  379 


^:4^ij«6 


47054^  143  B7Î 

47*75*  870378 
48^  170'' 3^878 
48^^548^3*^0377 
48=93rib4377 

49  68b  691  376 
56-067' 5i  8  376 
56  4B4  033376 
'  5o  »io  334  376 
5ï  iB^i  36375 


5i  5€i  709376 
5i  q36  981  374 

6if$it  q4P^74 
5^-68^5^8^ 
53  oÇo  j545 


53  434  983  373 
,55' 86^718  373 
5lCi8à  158373 
64  5*6"  flb6  573 
54»  9^8^068  873 


^8 


7^9 
433 

10^ 


7?i 
458 

i36 


* 


30S 


3i3 
3iâr 


3iî' 


3o8 
3o5 


'f  L^g..r^; 


6009 
.601 9 
6099 

So39 


^89 


6J09 


•95 
9-95^ 


>ii 


6139 


10a  017  45o 
i5S  945  5i8 
ai a  a46  093 
ùSf  9*8  870 
3a3  û£3  546 
58p  571»  &f  6 

437  1167  3?^' 
4a4  3îi5  9f»S 
5Si  8Ô5  i^S 

66§;oa4  467 
7aÇ..6€Î9^ 
786  ^  904 
845  oÔi  042» 
904  798  oBo 
964  913  660 


619 
6ao 


9.95a  oflS  397  541 
9,95a  086  a4Q  ^ 

9^3^  147  468  960 
9.95a  ao9  p55  903 
9.95a  371  Q09  938 


6a39 
fe49 
6a5 


9-95a 
9-95a 

.95a 
9*9^^ 


333  33o  7G8 
3aGpi8  OQQ 
459  C71  6ùb 
oaa  491  081 
586  376  143 


iS  9«95a  65o  •  4^^  ^^^ 

9.95a  714  94ft  934 

9 -953  779  8aa  075 
9,959  845  066  666 
636|9.95a  910  675  4^9 


63a  9 
6339 
634 
635 


ISS 
637 
638 
639 
64û 


9*9^^ 
^955 
.9S3 

9*9^ 
9iâ53 


9-9^ 
9-953 
9.933 

9.953 
9>953 


976  647  9§5 

o4a  084  i55 
ioa  683  591 
170  746  01a 

a44j'7i_J£5 
^11  958  65o 

S80  108  087 
448  619  755 
517  49a  757 
586  737  oia 


9.953  656  S^a  a33 
9.953  7a6  378  i3a 
9-953  706  594  4a> 
J.953  867  a70  817 
9.953  938  3o7  o3i 


?<9  9 


65o^ 


,•954 
9.954 

9.954 
.954 
-954 


009  70a  779 
081  457  777 
i53  571  7^ 
aa6  044  2»5 
5298  875  4a8 


Dîff;  t     1  n. 


qaS  .06837a 
55  3oo  .575 
55  67a  777 

56(044.676 
56;446..a7o! 

:6R.:787.56o 


57^5^547570 
57;5^,a8j37 

68^369.697" 
.58  689  4y8 


59  ooï  95g  5bû  179 
§9  378  i38  368  880 

59  747  018  368  58a 

60  it5  600  368  a8i 
60  483  881  367  985 


3S7T87 
3G7  390 
367  09a 
366  795 
366  5oi 

6a  6^7  33 1  366"âôB 


60  85i  866 

61  a|a  553 
61  586  943 
61  954  o35 
6a  3ao  83o 


63  o53  536 

63  419  44^ 

63  7të  o6a 

64  iSo  38a 

^4  5i5  409 

64  880  145 

65  fl44  587 
65  608  7S6 

65  97a  693 

66  3d6  160 


364  44a 

363  567 

?K  376 

66  699  436|36a  q85 

67  .o6a  4iti|36a  69B 
67  4a6  n6  55a  4q6 
67  787  5aa56a  ii5 


68  149  637 
68  Su  466 
68  873  oo42 


5e! 


6^5 
«83 
0.8a 
781 
481 


365 
365 
365  3ao 
365  007 

W7S8 


36  i  Sâq 

56i  m 


36i  a5i 

a5â|56o  966 

36o  '678 


391 


69  9^ 
3i< 


i55  899360  391 
70  6i6  390360  loS 

70  676  395359  819 

71  096  314359  534 
71  896  748  359  aSo 

71  754  908  358  968 
7a  ii3  q63358  68a 
7a  47a  645  358  398 
7a  83x  043358  i\5 
73  189,158  ?B7?33 


Lôg.  Ifa. 


9>;*5< 
Sf^54 
9^954 
9-:954 
.6549.954 
6559.954 

1^9.954 

.65: 

^65oy.^*4«i 

6599.954 
6609.950 


66a 
663 
664 
665 


,68! 


699 


9-955 
9-955 
9.955 
9-955 
9.955 


.666  9«95& 
.6679.955 
.6689.955 
.6699.955 
.6709.955 

•67» 9.955 
.6739.965 
.6739.956 

•6749.956 
.6759.956 

.6769.956 
'Ç77  9.956 
.6789.956 
.6799.956 
.6809.956 

"5519.956 
6839,956 
683  9.956 
.6849.956 

?5  9-957 


998  8vS  4118 

^73  064  586 
445  6ii  .577 
5to  5i6>itl 

743)373 
818  704 '»5; 

894  3^3  .3 

97CJ  4^6  1 
046  855  7ii> 

133  590  .55a 
aoo  700  4a3 
378  i65  046 
355  984  045 
434  167  445 


5i3  SÀÀ  66 
591  565  5a7 
670  709  76a 
75o  3o7  090 
85o  337  3^8 


910  619  981 
991  364  8o5 
073  361  856 
i53  610  54i 
335  3io  677 


5i7  5Çi  99* 
809  7G4  31 a 
4B3  517  067 
565  6ao  386 
649  073  596 


,6869.957 
6879.957 


733  876  738 
017  039  418 
901  53i  38a 
986  38a  364 
071  583  09Q 


i57  180  391 

343   ^  " 

8aQ 

4i5  863  070 


343  Qa6 .69J 
8aQ  371  04 


6889.557 
6899.957 
690  9.957  Sos  803  498 

~  9-957 


.*9  ^  „  , 
6929*957 
6939-957 
6949-957 
695  9-957 
9.958' 
958 


690  089  067 
677  ,733  5o9 
765  700  558 
854  ob8  950 
94a  701  4^0 


,  «58 
9-958 


aip  79»' 654 
Soo  846  794 


^83|  ^5Pojg«9$8  5^%  345  693 


3&7  833 

867  55o 
557  368 
74  361  8f>9356  980 
7461.8  798356707 

74  975  &o5  856  4a4 

75^1  9*9  358  147 

75  ;688  076  355  86q 
76:043945355  58i7 

76  399  63a  356  3o8 
76  754  84o|355  o3i 


77  109  8711354  763 
77  484  6a3  354  47S 

77  813  ojq35<  189 

78  175  398  S53  931 

78  537;  319  353  64fi 

78  880  mi^iyc 

79  334  336  353  098 
79  687  3a8  85a  830 

79  940  148  35ta  545 

80  393  693353  371 

80  644  964(357  597 

80  9.^6  961 35 1  734 

81  348  685  35i  à^ 
81  700  i36  35i  178 
83  o5i  8f4  35o  907 

83  403  391  35o  tÙ 

83  75a  855  85o  Z64 
83  108  319350  091 
83  453  3io  349  833 
83  8o3  133349653 


i 


14753  685  349  384 
84  5oi  969  8^  048 

84  85o  983  348  744 

85  193  796548  475 
85  548  30 1 1548  3 


85  896  408  347  041 

86  344349547  '^3 
86  599  093  347  406 

86  9^  4^8  347  141 

87  386  569  346  873 

87.633  443846  607 

87  980  049  846  34a 

88  3a6  899  346  078 

88  673  470845  819 

89  oiR  383845  55i 

89  863  833845  a^è 

89  7P9  "9345  P91 

90  054 ,  i4<>  344  758 

90808-898544498 

9^. J43 .3û6|544  «341  s6'i| 


966 

36$ 
367 
365 

368 
366 


965 
3€3i 

96q 

0^4 


Log.  t(L 


.7009.958 
7019.969 

7039.958 

704^.958 
7o5{).958 


II 

3  07b 
664508 
5g  s83 
I48  409 


7069.988 
707  9-959 

7<^9»-959 
7'o  9-959 


940  864 
o33  669 
ia6  816 
fl3o  3o6 
3i4  i38 


7>» 9-959 
7«  9.969 

7^391.959 

7*4  9-959 
7'59.969 


4c8  3ia 
5oA  8a8 
597  685 
6aa  883 
788  4^3 


7»S9-959 

•7179-959 
7189.960 

7199.960 

7ao|9j£o 


793 

767 
87s 

1^ 
5ai 

537 

671 

66.9 


7219.960 
73219.960 
72319.960 
724K.960 
7259.960 

7269.960 
7279.960 
7289.961 
7299.961 
7309.961 


884  3o2  271 

980  Sud  920 
077  089  261 

173  982  i38 
271  221  596 


36^  800 
466  718 
564  074 
663  070 
762  6o3 


3SÔ 

234 
9oq 

t4o 
68â 


d6i  775 

961  |84 
061  33i 
161  6i5 
262237 


7^|9-9Ç»  363  195 
464489 
566  120 
668  087 
770890 

875  028 


73»j9.96i 
-7339.961 

'7349-9§i 
7^9-961 

7369.961 


287 
691 

647 
902 
206 

^5 


87a 
65o 


737fe.96j» 
7389.96a 

7399.962 

7409.962 


9.9G2 

9-96» 

9-96^ 
9- 96a 
9-96» 


976  002 
079  5ii 
182  954 
286  932 

391  245 
45  891 
606  871 
706  i85 
811  832 


974 

T 
soo 

706 

741 


061 

Sac 
366 
4So 


9-962 
9-903 
9.963 
9-963 
9-963 


917  8>a 
094  laS 

i3o  771 

a37  748 
345  o58 


669 
5i6 

049 

-2'7 
874 


DiCI 


7455 
087 

43t  6o3 
775  3i5 
118  765 
461  955 


88434 


804 

i47  553 
489  964 
833  116 

'74  007 


94 

* 

96 

97 


64a  ^ 


"5T5 
857  o»6 

879  6o« 


^19  949 
56o  041 

809  877 

259  458 
578  784 


98 

99 


9J7  854 
256  672 
5o5  234 
933  545 
271  602 


99 

99 

100 

100 

100 


605^  404 
94b  956 
284  256 
621  3o3 
958  099 


101 
lot 

lOt 

10a 
102 


boo  939 


66  984 
2  778 
638  524 


§: 


102  973  620 

io3  fo8  666 
io3  643  465 
io3  t)78  016 
104  3i2  S20 


104  646  376 
io4  980  i83 
io5  3i3  7 

io5  647  oi 
io5  980  i32 


10b 
106 
106 
107 
107 


u.     m. 


344 
343 

343 

543 

343 

342 


0Q2 

8S6 
58i 
3a6 

070 


337 
337 
337 
336 
336 


536 
336 
335 
335 
335 


046 


3o4 
o56 


333 
333 
333 
333 
33a 


807 
563 
3i8 
068 
8a9 


3ia  q54 
645  &33 
977  868 
009  §57 
641  8o3 


7539 


756I9.963  995  878 

106  5o6 

»i5  464 

&57li.759|9-964  3a5  759 

'    436  369 


aSifi  .760 


a55 


qSo\ 


^49 


.2i 


765 


Logera. 


*-^5 

9-963 
9- 963 
.963 

9-963 
9  963 


345  0&8 

600  67i 

668 


o 

978 

777  6«4 
886  58i 


9-964 


848 
614 
5a5 
340 
818 


9-964 
9964 

9*964 
7649.964    B82 


9  964 


MM 


7559.965 106  984 

9.965  21 Q  902 

9.965  333  148 
9.965  446  722 
9.965  56o  623 


Î9 


9.965 

9-965 
7739.965 
7749.96b 
7759-966 


674  85i 

789  4o5 
904  287 

100  028 


7769-966 
7779-966 

7789-966 
7799.966 


2» 


7979 


799 
800 


9  966 


25o  888 
367  073 
483  583 

600  4^9 
717  58b 


218 

408 

378 

022 


9  966 
9-967 
9-967 
9-967 


835  o65 
952  875 
071  009 

'    467 
048 


9-967 
9-967 
9-967 
9  967 
9-967 


9  968 
9.968 

9-968 


4a7  354 
546  78& 
666  534 
786  608 


9.968 
•968 

9-968 


027  724 
148  766 
270  199 
391  814 

5i3  820 

636  148 
758  796 
881  766 


)Q 


354 

s58 


9.969  oo5  o56  104 
9.969  128  666  24^ 


DiiF.  L 


07  641 

08  635 
108  9S6 


n. 


09  627 

^  957 
0  287 

a  617 

o  946 


276 
6o5 
933 
.2  269 
>  590 


271 
923  327  o33 


4554 

4  881 
ii5  207 

5  533 
5  859 


6  j85 
6  5io 

6  835 

7  160 
7488 


190 

070 
716 
628 
S06 


8  781 

9  106 


9  4a8 

9  75 1 

20  074 
20  390 

^Q  7'9 


21  041 
21  563 

21  664 

22  006 
22  S27 


22  648 

22  969 

23  289 


578 
326 
846 


23  610  137 
23  93o  901 


145 


20  748 
20  520 
oo 

320 

519  836 


22I 
226 


d4 


.8009 

.801 

.80a 

.863 

.804 

.8o5 


9 
9 
9 
9 

â 

9 
9 
9 
9 
9 

.8ri9 
.81229 

.8i3|9 

.814 

.815I9 


.806 
.807 
.808 
.809 
.810 


•  8i6 
.817 
.818 
.819 
.8ao 


.8121 

.8aâ 

.823 

.82419 

.82512 

9 


.826 

827 

.828 

.829 

.83b 


9 
9 
9 
9 
9 

9 


.83i 
.832 
.833 

.8349 
J359 

.8369 
.8379 
.8389 

.8399 
.8409 
.841  i 
.8429 

.843.9 

.8449 

.845,9 


.  84619 

.847  9 
.8489 

'8499 
.85o  9F 


Log.  Ta, 

969  128  666  241 
969  262  696  44^ 
969  376  846  47i 
969  5oi  4iS  1^ 
969  626  3o5  1Ô5 
969  761  5i3  541 


969  877  040 

970  002  886 
970  120  o5o 
970  25'5  533 


457 
278 

577 

129 

970  382  333  711 


970  5oQ  452  097 
970  636  888  o65 
970  764  641  385 

970  092  711  840 

971  021  099  204 


971  149  8o3  254 
971  270  823  767 

971  4o8  160  021 

971  537  8i3  204 
971  667  781  864 


97^  79l  066 

971  928  665 

972  059  58o 
190  809 
322  359 


97a 


972  454  ^lâ 
972  586  385 
972  718  872 
972  85 i  670 

97^  984  787 


010 
Bio 
143 
689 

937 
"538 
60s 

^99 

4io 
816 


973  118  2i5  600 
973  25 1  956  54a 
973  386  010  425 
973  520  377  o3i 
973  655  o56  14s 


973  790  047 

973  925  35 1 

974  060  966 

974  19S  895 
974  333  i3i 


542 
oi5 
342 
3o9 

^99 


974  4S9  681  297 
974  606  54T  887 
974  743  713  255 

974  881  195  1.86 

975  018  9&7  4^5 


975  i57  089 
975  295  5b2 

975  4U  324 
975  575  255 
975  712  596 


«78 
211 

25 1 

785 
599, 


Diff.  I. 


23  930 

24  ^o 
24  569 

24  88û 

25  208 
25  527 


25  845 

26  164 

26  482 

26  800 

27  118 


821  3] 
29931 
552  3i 
582  3j 
3863. 


27  435 

27  753 

28  070 
28  387 
28  704 


966  3 

322  3 

4553 
3643 
o5o  3 


29  020 
29  336 
29  652 

29  968 

30  284 


3o  599 
3o  914 
3i  229 
3i  544 
3i  858 


32  172 
32  486 

32  800 

33  114 
33  4^7 


33  740 

34  o53 
34  366 
34679 

34  99* 


35  6i5 

35  926 

36  238 
36  549 


36  860 

37  171 

37  481 

Il  793 

38  102 


38  412 

38  722 

39  o3i 
39  340 
39649 


i3] 


n.  m 


8 


i  241 
16  019 

i5  797 
i5  576 
5  354 


i58 


333  309  707 
040  309  494 
534309  280 
814309  067 
881  3o8  856 


^m 


sftai 


mm 


Log.  Ta, 

85o|9-975  71a  B96  599 
8519.975  852  246  480 

8529.975  992  20B  217 

8539.976  i32  472  596 
8549.976  273  048  407 

932  438 


9.976  4i3 

9.976  555 
9.976  696 

9976  838 
9.976  980 

9-977  '33 


876 

în 

878 

880 


9.977  265 
9.977  408 
9.977  552 

'977  695 
9-977  839 


624  3i3 
43 1  735 
546  534 

968  499 


9.977  983 

9.978  128 
9.978  273 
9.978  418 
9.978  564 


697  4» 
733  08 

075  290 

723  822 

678  473 

93û  034 
5o5  208 
377  007 
554  10a 
o36  225 


09 
65 


9.978 
9-978 
9.979  002 

9-979  149 
9-979  390 


823  220 
Q14  882 
3ii  002 
011  375 
oi5  794 


895 


89S 

in 
898 

899 
900 


9-979  443 
9-979  5qo 
9.979  738 

9.979  887 

9.980  o35 


324  o53 
935  947 
85i  271 
069  81 
591  38 


I 


881  9.980  184 
8829.980  333 
8839.980  482 
8849.980  632 
8859.980  782 

8869.980  933 

8879.981  o83 
9.981  234 
9.981  385 
9-98'  557 


4*5  772 
542  768 
972  171 
703  778 
737  386 


072  791 
648  i83 


9-981 


9-98 


689 
841 


269  688 

411  628 

893|9-,98i  993  853  960 

"        "^  596  455 

638  941 


Diff.I. 


9.982  146 
9-983  299 


9.982  452 
9.982  606 

9.982  760 

9.983  914 
9.983  069 


981  208 
'623  o56 
564  285 
804  6q4 
344  086 


399' 
40  267 

40  575 

40  884 

4"  193 


4»  499 

41  807 

42  114 

43  431 
43728 


43  o35 
43  342 
43  & 

439!  . 

44  360 


44  566 
44871 

45  177 
45  482 
45  786 


46  091 
46  396 

46  700 

47  3o8 


47  6u  894303 

47  9»5  324 

48  218  5^ 
48  621  B69 
48  824  364 


49  136 

49  439 

^9731 

50  o33 

5o  535 


995  3o4 


458 
253 
046 

840 
635 


5crg37 
5o  938 
5i  239 
5i  540 
5i  841 


607 
606 
4o5 


52  141 
52  442 

52  74a 

53  042 
53  342 


940 
022 

5o5 
486 
267 


53  641 

53  941 

54  a4o 
54  539 
54  838 


848 
229 

409 
592 
173 


3oo  382 
3oo  i83 

399  98» 
299  781 

299  58 1 


399  38 1 
299  180 
298  983 
298  781 
98  585 


*99 

202 

200 
200 
200 


201 

»97 
202 

196 

201 


Ml 


go6 
9^Z 


Log,  Ta. 

goog.983  06g  344  ^6 
goi  g.g83  234  182»  aSg 
goag.g83  37g  îig  017 

goSg.goo  534  7^4  ^^9 
g.gSS  6go  487  488 
g.g83  846  5i8  8o5 


go. 

go! 


9 
9 


984 
984 


9o8g.g84 
9099-984 


00a  847  gi3 
3g8  709 


474  6i3 


01b 

473  6ao  o( 


Diff.  L 


gio^.g84  bol   i38  3oo 


9119-984 

giag.gSÎ 
gi3g.g85 
9-985 


9*4 
9i5 


9-985 


gi6 

917 
gi8 

9»9 
gflo 


788  g53  401 
g47  o65  110 
loo  47^  ^^ 
a64  177  570 
4a3  177  gag 


g.g85  58a  474  ii4 
g.g85  74a  o65  gag 
9*985  goi  g53  180 
g.g86  o6a  i35  67a 
g.g86  aaa  6i5  an 


gai 
930 


936 

928 
9?.9 


93i 
033 


9-à^ 
9988 

9.988 


9349.988 


935 


936 

93 

93 

939 
940 


94^ 
943 
943 

944 

ja45 

946 

94? 

948 

949 
95o 


9.986 
9.986 

9.986 
â«7 


9-9»7 
9'9Ç7 
9-987 
9 -9^7 
â§7 


383 

5. 

867 

£22, 


385  60a 
45a  653 
814  167 
469  054 
419  o30 


3I4 

617 
680 
843 


663  571 
aoi  016 
o3i  g6i 
i56  ai5 
573  586 


9-988 


007 

3?5 

5oo 
665 


a83  88a 
a86  gii 
58a  484 
170  407 
o5o  4gfl 


9.98Ï 
9-988 

g-'sSg 

9-989 
9-989 


83o 

337 


aaa  648 
686  384 
441  810 
488  638 
836  676 


9-989 
9-989 
9  989 
9-990 
9-990 


660 
837 

994 
i6a 

Sag 


455  737 
375  63o 
586  168 
087  16a 
878  4a4 


9-990 
9-990 
9-990 

9-991 
9-991 


&  Ê>  lly 

834  991  934 
oo3  943  388 

173  183  17a 


54  838 

55  i36 
55  435 

55  733 

56  o3i 
56  339 


173 
7S8 

142 

3ag 

Si? 
108 


56  6a6 
56ga4 

57  aai 
57  5i8 
57  81 5 


700 
og6 

3g4 

397 
loi 


58  111 
58  408 
58  704 
5g  000 
5g  ag6 


709 
laa 

338 

35g 
i85 


5g  5qi 
5g  887 
60  18a 
60  477 
60  77a 


8i5 
a5] 
492 

53g 
3gi 


61  067 
61  36i 
6i  655 

61  g4 
6a 


î$ 


o5o 
5i5 
787 
966 
75 1 


6a  537 
6a  83o 
63  ia4 
63  417 
63  710 


445 

945 
a54 
371 
ag6 


64  oo3 
64aQ5 
64  587 

64  880 

65  17a 


oag 
57| 

o85 
o56 


65  463 

65  755 

66  046 
66  338 
66  6ag 


836 


4a6ag 


8a8 
o38 
061 


66  gig 

67  aïo 

67  5oo 

68  o 


r. 


8g3 
538 

994 
a6a 

342 


68  371  a3a 
68  660  g37 
68  g5o  454  a8g 
6g  a3Q  784  a8g 
6g  5a8  ga6 


n. 


ag8  585 
ag8  384 
ag8  187 
ag7  g88 

^97  791 
397  Bga 


ag7  3g6 
ag7  ig8 
ag7  oo3 
ag6  804 
ag6  608 


ag6  4i3 
ag6  ai6 
ag6  oai 
ag5  8a6 
g5  63o 


ag5  436 
agS  a4i 
ag5  047 
ag4  85a 
^94  65g 


ag4  465 
3g4  273 
ag4  07 
ag3  88 
3g36g4 


3g3  5oo 
ag3  3og 
ag3  11 
aga  ga 
353733 


aga  544 
aga  35o 
aga  162 
agi  g7i 
agi  780 


agi 


agi 


5go 
4q3 
aïo 


agi  oa3 
ago  83a 


ago  645 
ago  456 
ago  a68 
aqo  07g 
a8g  8g 


aog  700 

a8g  |i7 

33o 

14a 

a88  g57 


m. 


aoi 


97 
99 
97 

9b 


98 
95 
9 

9. 
95 


96 
34 


95 
94 

93 
94 


93 
94 
9» 
94 


9» 

9^ 

92 
Qa 


88 

91 
9' 
9°\ 


88 


^ 


8 
8 
8 

86 

88 
8 
8 
85 

87 


«^■Él 


riiMMltiÉfc 


95 


gSo 
95 1 
95a 
953 

i 


956 
95 

^l 
9^9 

960 


â 

9619 
9639 

9 
9 
â 

9 
9 
9 


963 

964 
965 


966 

967 
968 

9^9 
973|â 


971 
97a 
973te 

9749 
2Z§ 


977 
978 

979 
980 


981 
q83 

983 
985 


986 

i987 
988 

989 
990 


99' 
99'* 
.993 

99 

9.9 


99^ 
.997 
.998 

999 

000 


Log.  Ta. 


9 
9 
9 
9 
9 


991  »73 
991  34a 


173 
8 


18a 

711   OQB 

5ia  538  981 

68a  635  634 

853  o3o  87a 

99a  oa3  714  5o8 


99» 
991 
99  i 


»94 
365 


99*  „ 
99a  3< 

993  537 

99<*  709 
993  881 


M6  355 
946  8a8 

49394a 
339  3i3 

45a  i56 


993  o53 

993  336 

9^  399 

993  573 

99^  74s 


863  S87 
559  5a 1 
5^674 
8t4  56a 
37a  00a 


Diff.I. 


993  9^0 

994  004 
994  368 
994443 
994  618 


ai5  8to 
345  8o3 
761  798 

463  6l3 

45 1  o63 


994  793 

994  963 

99^   145 

995  3a 1 

995  497 


733  969 
"  148 


383 

ia5  il 
353  597 
666  5o5 


99^  674 

995  85 I 

996  038 
996  ao6 
996  383 


363959 
345  780 
611  786 
161  706 
995  633 


996  56a 
996  740 

996  9^9 

997  098 
997  377 


ii3  ii3 

5 14  o58 
198  390 
i65  637 
41 5  89a 


997  456 
997  636 
997  8i6 
997  997 
998177 


998  358 
998  540 

998  7»' 
998  993 
999085 


948  904 

764  487 
86a  460 
343  647 
904  868 


848  947 
074  700 
58 1  966 
370  tel 
440  384 


999  267 
999  45o 
999633 
999  816 

000  000 


790  990 
433  490 

334  609 

537  171 

000  000 


69  5a8 

69  817 

70  io6 
70  3q5 
70  683 
70  971 


936 
883 
653 
338 
636 

847 


n; 


7»  ^9 
71  547 

71  835 

73  133 
7?  4'0 


873 

371 
843 

i3i 


388 
388 
388 
388 
388 
a88 


957 

3g8 
an 
oa6 


7a  6< 
7a  gj 
73  370 
73  5 

73  a 


43 


a34 
i53 
888 

Mo 
808 


74  lao 
74  4^5 

74  701 

987 
37» 


gg3  a86 
a85 


§95 
814 

45 1 

906 


75  558 

75  843 

76  ia8 
76  4id 
76  6g7 


179 
370 

179 
908 

454 


76  g8i 

77  a66 
77  55o 
77  833 
78117 


80 

006 

010 

836 

481 


78  400 
78  684 
78  g67 

7g  a5o 
7g  533 


945 
a33 

33 

a6i 

01a 


g  8i5 
o  007 
80  38o 
80  663 
8og44 


583 

973 
187 
a3i 

079 


8t  aa5 
81  507 
81  788 
8a  06g 
8a  35o 


758 
a6o 
586 
7S3 

706 


8a  63 1 
8a  gia 
83  iga 
83  47a 
83  75a 


5oo 

1*9 
56a 

8ag 
gao 


387 
387 
387 
387 
387 


841 
657 

io3 


386 
386 
386 
386 
386 


55a 
368 
i85 


a85 
385 
a85 


385 
384 
384 
a84 
384 


ooa 
81g 
63- 
45! 

3^3 


ogi 
909 


367 


384 
384 
383 
383 
383 


i85 
004 
836 
645 

4S4 


383 
383 
383 
38a 
38a 


38; 

ic! 

g38 

747 
571 


383 

38a 

38a 

381 

381 


3go 
314 
o34 
858 

^79 


381 
381 
381 
380 
380 


5oa 
336 

147 
973 

794 


m. 


85 

-W4 
85 

84 
85 

84 

H 
83 

83 
_83 

83 
8a 
83 
83 

i? 

83 

80 
83 

II 

81 

:t8 
81 
81 

83 

i 

II 
,76 

79 

77 
176 

79 
74 

75 


380 
380 
380 
a8o 
379 


367 
09. 
916 


1 
176 

75 


I 


«     \ 


t' 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  II.  97 


DEUXIÈME  SECTION. 


§  I.  De  r intégrale j.    'y  e^  autres  semblables ,    prises 

depuis  z=o  jusqu^à  z  =  oo. 

(gS).  JCiULfiR  à  démontré  {Cale.  inL^  tome  I y  page  aSa),  qu'en 
supposant    les    nombres    a    ei    n    entiers   et    a<in  y    Tintégralo 

r^ — ^y   prise    entre   les' limites    zs=o^  z  =  co,    est   égale    à 
•  Si  on  met  z  à  la  place  de  z"  et  -  à  la  place  de   a .  les 


itsin  — 
n 


limites  de  l'intégrale  resteront  les  mémes^  et  on  aura  la  formule 


(a)  I  — ï —  =  -i — »  Iim.  i    __ 


laquelle  est  démontrée  pour  toute  valeur  rationnelle  de  a  plus 
petite  que  Tunité.  Mais  comme  deux  quantités  rationnelles  peuvent 
différer  entr*elles  aussi  peu  qu'on  voudra^  il  est  évident  que  la 
formule  a  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  ^ ,  rationnelle  ou 
irrationnelle^  mais  plus  petite  que  Funité. 

(g6).  Cette  formule^  l'une  des  plus  remarquables  de  la  théorie 
des  intégrales  définies ,  se  lie  avec  plusieurs  autres  qui  ne  méritent 
pas  moins  d'attention.  J'observe  d'abord  que  l'intégrale  dont  il 
s'agit  est  composée  de  deux  parties^  l'une  prise  depuis  z  =  o 
jusqu'à  z=:i  y  l'autre  prise  depuis  z=i  jusqu'à  z=oo.  Pour  avoir 

cette  seconde  partie^  il  faut  mettre  -  à  la  place  de  z^  et  on  aura 

,  qui  devra  être  prise  depuis  zs=o  jusqu'à  z;=f  • 

i5 
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On  aura  donc  y  en  réunissant  ces  deux  parties  et  mettant  ^  à  la 
place  de  z, 

^  '  •  J  i  -}-  "^  "^  sin  a»  I  x  =  1 

(97).  Cette  dernière  formule  peut  être  démontrée  directement^ 
quel  que  soit  ^z;  en  effet^  l'intégration  par  séries  donne,  entre  les 
limites  x  =  o,   orasi. 


i  +  x  â  i+a"*"fl  +  a        3  +  a"*"  ^       * 

— : —  = H  S 7 h  etc. 

Ajoutant  ces  deux  suites,  on  aura  Tintégrale  cherchée 

rr         1    ,       aa  aa      ,      aa  sa        .      . 

/^    —    —    »JLm  m,m^  «J—  _.    ■  .J.    ^\jQ 

a        1 — a*       4 — û5'      9 — a*       16— a*    "^ 

« 

Or  suivant  une  formule  de  Vlntrod,  in  anal,  y  art  181,   le  second 
membre  se  rédoit  à  -.-^     ;  ainsi  on  a  généralement  Z 


•  •  m  .  m  ÎT 


(g8).  Une   troisième  formule,   qui  se  rapproche  beaucoup  des 
deux  précédentes,  est  celle  de  l'art.  54 #  savoir  : 

Pour  &irc  voir  comment  Téquation  Çh)  se  déduirait  de  celle-ci^ 

mettons  dans  cette  dernière  or*  à  Ig  place  de  jr,  al  -un  lien  de  tf, 
nous  aurons 

^--— r^=-coti^. 

Bans  celle-ci  mettons  i — a  au  lieu  de  a,  il  viendra 

Ajoutant  ces  deux  formules ,  la  somme  donne  exactement  l'équa- 
tion (^)  ;  ainsi  cette  équation  n'est  qu'un  corollaire  de  Téquation  {c). 
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(99).  Sotl   V  s=z''(i+2)*%   on   aura^    en   différeirtiant    oetld 
fonction 

Intégrant  de  part  et  d'autre,  et  observant  que  Y  s^évanouit  dans 
les  deux  limites  2=09  z^=co  y  pourvu  qu'on  suppose  a  positif 
et  <^ry  on  aura  cette  formule  de  réduction  : 


d'où  Ton  tire  successivement 


; 


^^dz         1  —  a 


/z*^*dz     _     I  — a      r  z^^^dz  ^^^  i  «^g        ^^ 


/x^'gg  a*^a     p  z*^*dz         i-^*q. 

et  en  général  ^  r  étant  un  entier  quelconque , 


•  » 
8U1 


/ 


z^^^iz         1  -*-fl.  a — a . . . r-*-i 


■h^MMS» 


(»+*/ 


1  .a 


r— 1 


tfin  Oir 


Mais  par  la  propriété  des  fonctions  r,  on  a 


i.a.3 r—  1       "~"  rrr(i— a) .' 


et  d'un  autre  côt^,  _î^=s3rar(i-*-fl);  la  formule  précédente  se 


réduit  donc  à  cette  forme  très-'siikiple  : 


W 


/z^'dz 
(i+*y 


rgr(r— a) 


rr 


{:= 


=  o 
00 


l^ar  cette  transformation ,  la  formule  a  aCcfuis  un  plus  ^rand  degré 
de  généralité  et  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  le  tiombre  r;  elle 
ne  suppose  même  plus  qu'on  ait  a  <;  i  ^  mais  seulanent  qu'on 
a  «<r. 

(100).  Il  est  Eaicile   de  parvenir,  pai*  une  autre  voie,    à  celte 
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formule  générale.  Pour  cela,  soit  z=  -  —  i ,  on  aura  la  trans- 

formée  fx^'^^dx  {i-^-^ry-" y  laquelle  devra  être  intégrée  entre  les 
limites  07=0,  ar=  i.  Or  cette  nouvelle  intégrale  est  une  fonction 
Eulérienne  de  première  espèce,  qu'on  peut  représenter  par  (r— tf,  a)^ 
et  sa  valeur,  d'après  la  formule  (3),  est 

« 
ce  qui  s'accorde  avec  Féquation  (d).  Dans  cette  nouvelle  démons- 
tration ,  les  nombres  a  et  r  sont  des  nombres  positifs  quelconques , 
et  on  suppose  seulement  a<<r^  ce  qui  donne  une  grande  géné- 
ralité à  l'équation  (^}. 

(loi).  Dans  l'intégrale  |^  ^, ,  on  peut  distinguer  deux  par- 
ties, l'une  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z=:i,  l'autre  depuis  z  =  i 
jusqu'à  J3=oo.  Pour  avoir  cette  dernière  on  fera  z  =  -,  et  on  au- 

^  ,  qui  devra  être  prise  depuis 

jusqu'à  xs=i.  De  là  on  voit  que  la  formule  (d)  équivaut  à  la 
suivante,   oii  l'intégrale  est  prise  depuis  ^::=o  jusqu'à  ^=1^ 

.  V  /^(>r*"'  +  a?^*""')dj: rar(r  —  g)  r  a:  =  o 

^^^  J  (1  +xY  rr  1 0?  =  1 

(102).  Si  dans  la  formule  (d)  on  met  kz  à  la  place  de  £^  ce 
qui  ne  change  pas  les  limites  de  l'intégrale,  on  aura 

7(1+^'  —  *     •       rr      * 

Soit  A:=c(cos6+v/ — isinfl)  et  A^=c(cosû — v^— isinS),  on 
aura  les  deux  équations 

r/  z*-'dz  z'^'dz  \  .    •      û  rar(r— a)      . 

J  \lM^'  -  Ô+F^O  =  -  ^^     """^ W— •  V^-^  * 
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si  l'on  &it  r=ij  ces  équations  donnent  les  deux  suivantes  t 


/ 


—r —       A  i- s^  =  "^ .cosûfl, 

i+ac&cosO  4"^*  8in  air  ' 

z'^dz  irc— *      ainaê 

1  -+-  2CZC0S I  +c*a*         sin  asr  '  sini  ' 


mais  j'observe  que  la  première  n'est  qu'une  conséquence  de  la 
seconde  ;  ainsi  on  peut  s'en  tenir  à  celle**ci^  et  faisant  c=zi^  ce 
qui  ne  diminue  pas  sa  généralité^  on  aura  la  formule 


^  y.x  P  z^dz  y         sinal  f  s  r= 

^•^  '  J  i  +  aacosl+a'  "^  sin  aw  *  sine  *  l  a  ==; 


Cette  formule  suppose  a  <[  i  ;  si  on  change  le  signe  de  a  elle  donne 

r       tT^dz  ir         «noO  ^  f  a  =  o 

^  i+flacosl-4-**  """  8ÎÛ  o^  *  *"^*  '  l  a  =  00 

ainsi  l'intégrale  conserve  la  même  valeur^  et  c'est  ce  qu'on  trou- 
verait immédiatement  en  mettant  -  à  la  place  de  z   dans  la  for- 

z 

mule  (/). 

(io5).  Considérons  maintei^ant  l'intégrale  /  ^  V"  ^  ^7^  comme 

^  '  ^  J   1+112  CCS  •-l-Z* 

composée  de  deux  parties,  l'une  depuis  z=o  jusqu'à  z=i  ^  l'autre 
depuis  z=i  jusqu'à  2=00:  il  est  aisé  de  voir  que  cette  seconde 

partie  est  égale  à  la  première;  car  en  mettant  -  à  la  place  de  z^ 

l'intégrale  reste  la  même,  au  signe  près.  On  a  donc  cette  autre 
formule^  qui  suppose  a<^i  : 

(  \  r{af+ocr'')dx  <r        sinal  Jar  =  o 

^^'  J  i  -|-axco8#+^*  """  sin  csr  *  sinI  *  Cx  =  1 

■ 

(io4)-  Si  l'on  multiplie  par  £i8sin0  les  deux  membres  de  l'é* 
quation  {f^y  et  qu'on  intègre  par  rapport  à  6  depuis  ft=o,  on 
aura  la  formule 


(h)     r»«-'&log(    !f +l-W-~^(i~cosafl).    {*  = 

^  ^    J  '^  \i  +  a*cosl  +  «*/        aauasr  ^  ^      l»  = 


=  o 
0^ 
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L'ëqnation  (g)  donnerait  semblâblement 

(i)      A  C^+a:""') — loff  (   --^^^-^^.-'-jjga  --?1—  (i— «osaO) :    f^~^ 
^^     J  ^       '         'x      o  \i+axcosl-|-xV      asmas-^  '''     la?  =  i 

« 

«lies  supposent  toutes  deuit  a<Ci. 


(i65).    DfttR^  lai    formule  (g),  mibstkcumt  les  valeurs 

a:*===  i  +  a/!x+  — ^"^j+eic.,  ar"^==i---a/lz<-| — ^a?— e(c.,  et  sup- 
posant que  le  développement  de  la  quantité  ^, —  y  suivant  les  puis** 
sances  de  a^  donne  la  suite 


8ina9 


SftQ  aiF 


-  (i  -h  AV  -f-  AV  +  A'V  +  etc.). 


en  atii!»  la  foratule 

rJrfi  +  -/'xH — ft^Hx  +  etc\ 

J  — ^^ ^ — 2^r ^=  ---.(14-  AV  +  AV  -f.  elc.)  f 

d*où  résulte  cette  suite  d'infégfalè»  r 

r        dx  '1 

J  1  +  axcos #-+*x*  *"*  asiné' 

aji+axcosl  +  x*  "^  asinl^' 

1       r        dxl^x I        .  „ 

a.3.4J  i  +  flxcos*4-x»         asinT      ' 

etc.  ; 

ensorte  qu'on  peut   trouver   en  général  la    valeur  de  Tintégrale 

Z(aA:)a=r- ■     -^   '\y^  ,^  prise  depuis  ^ssso   Jusqu'à    a:=a=i.  Il 

suffirait  d'en  doubler  la  valeur  ^   si  elle  était  prise  depuiis  x:=:^o 
jusqu'à  j:=oo. 

SiToû  substitue  les  valeurs  des   cœfficiens   A',   A"^  etc.,   on 
aura  pour  les  premières  valeurs  de  k  fonction*  Z(aA)  : 


QUATRIEME  PARTIE.  SECTION  II.  io5 

* 


Z(o) 


elc. 

La  loi  de  ces  expressions  dépend  ^  comme  on  Ta  vu  ^  du  déve* 
loppemeat  de  la  faoclîon 

î^i—ibH^J -:  i  4-  X'a-  +  AV  +  etc. 

1  —  — =  +  — ^    y  tr  -"  etc. 
a. 3  ^3.3.4.5 

(106).  Par  les  proprîéti^  connues  des  suites  récorreotes^  on  a 

=  sin  6  —  j:sîn  a9  -f-  Jp^sîn  5fl —  ^  sin  4fl  +  etc. 


*■    1^ 


1  +fla:co?l+x* 


Multipliant  par  dlr  et  intégrant  depuis  x=^o  jusqu'à  4r;^i> 
on  aura 

sin  fl  —  î  sîn  20  +  I  sin  5ê  —  \  sin  4^  +  etc,  =  -. 

Multipliant  la  même  équation  par  dx^x^  intégrant  le  second 
membre  par  la  formule  faf^dx  l^x  =  7 — '  .3 ,  et  substituant  la 
valeur  de  Z  (3) ,  on  aura 


sm 


aS-  -î-     33  ^' a  •      6     • 


De  même  en  multipliant  par  dx  bx  ^  intégrant  le  second  membre 

par  la  formule  fx^'dx  bx  =:  ^''^\'À  .  et  substituant  la  valeur   de 
Z  (4)  y  on  aura 

a*      '      0^  a  a         6  10 
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Ainsi  en  général  on  peut  sommer  la  suite 

•     A         sin  220    .     sin  Si         sin  4^     . 

sm  B  —  -^insTî  +  3î5hT  —  ^+t  +  etc. 

(107).  Ces  équations  y  au  reste ,  se  déduisent  assez  simplement 
de  la  première  que  fournit  l'intégration  directe  ^  savoir , 

sin  0  —  ^  sin  afl  +  ^  sin  59  •—  ^  sin  49  +  etc.  =  78. 

En  effets  multipliant  celle-ci  par  dB,  et  intégrant  depuis  8  =  0^ 
on  aura 

1     I* 


1 — cosO: — -^(i — cosr^S)  +  55(1  cos  56)  —  etc. 


Appelons  M.  la  somme  de  la  suite  i  —  i  +  g:  —  4+  etc.,  laquelle 
est  égale  à  (i  — -jjS»=:-S.  =— ,  on  aura 


cos  fl  —  \  cos  a9-f-^cos  56  —  etc.  =  M. 


1     #» 


a»  •   o"  "        a  *  a  ' 


Multipliant  celle-ci  par  dB  et  intégrant  depuis  8=:0,  il  viendra 


sin  fl  «—  -5  sin  28  H-  ^  sin  59  —  etc.  =  9M. 


1     |5 


;  o.«  V  —  ^3«*.*  -v-T-^..^  ^v  — w.^ ,,,,^__.  _^ 


ce  qui  revient  à  la  valeur  trouvée  dans  larticle  précédent. 

Continuant  ces  opérations  de  la  même  manière  ,  et  désignant 
par  M,  la  somme  de  la  suite  i  —  5^  "1"  3*  "^  etc. ,  laquelle  est  égale 
k  (i  —  —^  S. ,  on  aura  cette  suite  de  formules  , 

cosO-- j,cos29-hg4COs59— etc.===M^--.  jM.+  i  •  57^^ 

sin  fl — jj  sin  afl  H- ^  sin  38— elc.  ==  flM^— j-^  M.  4- ^  .  j;^^ , 

cos9-i5COS29+^cos3fl-elc.=M.— f*M,+^M.-i.5^-g, 

etc. 

la 
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La  loi  de  ces  expressions  est  manifeste  ;  elle  dépend  de  celle  des 
quantités  M.^  et  par  conséquent  de  celle  des  quantités  S„  qui  est 
bien  connue. 

(io8).  Si  on  différentie  Téquation  {f)  par  rapport  à  0  ^  on  aura 

^,  V  p         z*^^dz y         a sîn  I cos a^^cosl  sîa  aè  f  z  =  o 

Par  des  différentiations  ultérieures  y  on  trouverait  en  général  la  va- 

leur  de  rintégraley  (  ^  ^  ^^  c^g  ^  ^  ^^  )h-«  >  *  étant  un  entier  quel- 
conque. 

De  même  par  la  différentiation  de  l'équation  (g)  y  on  trouve 
rintégrale 

fl\  /•  (r*"*^+x*"*)  ctr X      a  sin  $  cos  gé— cos  I  sin  gl  fa:=o 

^  ^  (i+axcsosH-'^*)*      sinair'  asin^l  '  lx  =  i 

On  connaîtra  donc  ainsi  y  par  des  différentiations  réitérées ,  l'intégrale 

/;-4 a  ■     a^^.  9  ^  étant  un  nombre  entier, 
(i  +  ax  cos  #  -|-  or*  )*"♦•*  ' 

*  Mais  ces  formules  ne  sont  point  applicables  au  cas  où  l'exposant 
du  polynôme  ne  serait  pas  un  nombre  entier. 

Ainsi  lorsque r  ne  sera  pas  entier,  l'intégrale  ïzsz  f^—^ TZ^r 

parait  dépendre  d'un  ordre  de  transcendantes  plus  élevé  que  les  fonc- 
tions r.  Cependant  si  l'on  a  8  =  7  tt,  on  pourra  mettre  z*  à  la  place 

/—  z  *         az 
^.    ,     y  }  sa  valeur 

r+  a     r—  a 

r— i—  r 

déduite  de  la  formule  (d)  sera  donc  Z  = ,  de  sorte 

qu'elle  ne  dépend  alors  que  des  fonctions  F. 

Si  l'on  observe  maintenant  que  la  quantité  (i  -f-az  cosfl+z*)^ 
peut  se  développer  en  cette  suite  convergente  , 

(l+3»)-^_^.2ZCOs6(l+zO'~'-^  +  î^^^ 

H 


f 


iô6  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

et  qu'ainsi  on  a 

dz 


dz 


,    r.r+  1     .         .A  /*    »**^*az  .^ 


formule  qui  pourra  se  réduire  ultérieurement  au  moyen  de  l'équa- 
tîon  ^  (a:  -f-  2)  =  — 2 —  •  ^  (^)*  Soit  pour  abréger  , 


C09*l   ,    .  .v      .         COS^I 


+  ...14.5.6  (''-''•)  ^^^-  '»•  )  (M^'-«-)+ etc. , 


cos^l  /     ;      •       ,\  ,        cos'l 


N=coftÔH-^(H-i  -«•)+-i^(r4-i  -fl*)(H-5  -a»)+etc., 

on  aura  la  formulé  générale 

^ Mr(ir+ia)rar-ia)       Nr(i  +  ir+ia)ra+ir— la) 


h 


(i  +  azçofll+a^y  arr  rr 

Quant  aux  suites  désignées  par  M  et  N^  leurs  sommes  sont  connues 
lorsque  r=  i ,  et  même  lorsque  r  est  un  entier ,  puisqu'alors  l'inté- 
grale est  donnée  par  la  formule  (y)  et  par  ses  diflFéreiitielles  suc- 
cessives prises  par  rapport  à  9  ;  mais  il  reste  à  trouver  ces  sommes 
pour  une  valeur  quelconque  de  i\ 

(109).  Considérons  enfin  la  quantité  P  =2*(i -j-a)'""'' — z*"^'-"% 
dans  laquelle  nous  supposerons  à  la  fois  a<ir  et  a  -f- 1  >  r  ;  on 


^^ÊÊÊÊ^ 


QUATRIÈME  PARTIE.  SECTION  H.  tdf 

aura  par  la  dtfférentiation , 

*=^,+('.+  .-o(j^-r-'4 

lotegrant  de  part  et  d'autre  depuis  z=:o  jusqu'à  z=:zoOy  et  obser-** 
Tant  que  dans  ces  deux  limites  P  s'évanouit ,  on  aura 

Substituant  la  valeur  du  second  membre  donnée  par  l'équation  (d)  y 
on  a  la  formule 


\ 


^    ^  J   \  (»+W      a+i—r  rr  \z=z 


=  o 


(iio).  Cette  formule  s'accorde  avec  celles  de  l'article  i5^  deuxième 
partie  y  qui  n'en  sont  que  des  cas  particuliers  ;  elle  est  remarquable 

.         ■;  sont  infinies^  et  que 

leur  différence  peut  être  déterminée  par  les  fonctions  F. 

Soit  r=^i-|-  I— tfy  01  étant  infiniment  petit,  la  formule  pré-* 
cédente  donne 


//  dz  z*dz         \ 


a     rg  r(i  — m)  . 
i'rCi  +  a— •)' 


Maisonar(i4^— â>)=r(i4-fl)(i— ».î?^î^^^ 
donc 

Mettant  /ti  au  lieu  de  a ,  prenant  la  différence  des  deux  équations 
et  supprimant  â» ,  on  aura  l'expression  suivante  de  la  différence  de 

deux  intégrales  qui  sont  l'une  et  l'autre  infinies , 

« 

f    V  r/    z'^dz z^dz     \ dlr(i+c^ <f /r(i 4-m)  (z  = 


00 
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et  on  sait  par  l'article  5o  que  le  second  membre  est  aussi  l'exprêS^ 

^ —  prise  entre  les  limites  jc  =  o  , 

1  ■^"*  ce 

a;  =  I  ;  intégrale  qui  pourra  toujours  être  exprimée  par  arcs  de 
cercle  et  par  logarithmes ,  lorsque  m  ei  a  seront  des  nombres 
rationnels. 


$  IL  De  r intégrale  Z=f^'-'^PJl^z2^.^,pnse 


i  —  X 

depuis  X  =  o  Jusqu'à  x  =  i. 


1- 

X 


(ui).  Cette  intégrale  est  une  fonction  de  a  et  de  in;  si  ou  la 
difTérentie  par  rapport  sl  a  y  m  étant  constant,  on  aura 


3a       J  1 — X 


Mettant  au  lieu  du  second  membre  sa  valeur  donnée  par  l'équa- 
tion (17),  il  viendra 

dZ  =  dlT  {a  +  m)—dlTai 

d'où  résulte ,  en  intégrant  et  observant  que  Z  doit  s'évanouir  lors- 
que ^  =  I  , 

(1— ar^O  (i— x")     dx 


^  -J  î^^ •  ;T  =  ^^g-  Ur(t+m)>  {x=i 


Si  l'on  met  a  +  »  au  lieu  de  ^ ,  on  aura  semblablement 


1—0? 


/i  ^\r(a+n)r(i+m)/ 


Donc  en  retranchant  la  première  de  la  seconde ,  il  viendra 


«  n 


'dx     (i— jr")(i— X") 


i — X 


J      /  ra  r  (g+m+n)  \  /x  =  o 


^M 


^ 
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Celle  formule  revient  à  celle  qu'a  donnée  Euler  dans  le  lom.  I 
part.  II ,  des  Nova  Acta  Petrop.  1777. 

(lia).  En  appliquant  à  cette  formule  les  propriétés  connues  des 
fonctions  r  ,  on  en  déduira  aisément  tous  les  théorèmes  particuliers 
auxquels  Euler  est  parvenu  dans  le  mémoire  cité.  Voici ,  par 
exemple  ^  deux  de  ces  théorèmes  : 

^ r=^?^ — ==iogcosg, 

^- TIT^ï? =  logsm^, 

où  l'on  peut  observer  qne  le  second  se  déduit  du  premier  en 
mettant  r—-;?  au  lieu  de  ;?,  et  qu'ainsi  il  suffira  de  démontrer  le 
premier. 

D'abord  on  peut  mettre  j:  à  la  place  de  x",  ce  qui  ne  change  pas 
les  limites  de  l'intégrale  ;  et  cette  substitution  revient  à  faire  a/-=  i . 
On  aura  donc  à  démontrer  la  formule 

loi  ' r=^ ~  ^^8  cospie. 

Or  j'observe   que  cette    intégrale  peut  se  mettre  sous   la  forme 
logo;      •    i—x    »  «t  q«e  sa  "valeur ,  d'après  la  formule  (a) ,  est 

"  ri  p  »  • 

*   a»*  "S 

Maison  a  ri=  ^Z*,  et  r(i -;,)  r(i+;,)=:-l- .  donc 

Z  =  logCOSpTT. 

Les  autres  théorèmes  donnés  par  Euler  se  démontrent  avec  la  même 
facilite  ;  mais  le  théorème  suivant  ne  se  trouve  pas  dans  le  mé- 
moire d'Euler,  parce  qu'U  dépend  d'une  formule  qui  a  été  décou- 
verte  postérieurement. 
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(il 5).  Puùtqu'on  a  ,  en  rertu  de  l'équation  (D) , 


rir(ar— i)  ' 


•%r 


on  voit  qu'il  y  a  un  cas   où  Ton  connait  exactement  le  second 
membre  de  Tëquation  (a)  ;  c'est  celui  oii  l'on  a^  =  ^,/ii=3r-^  i  , 


n  ï=  r—  f.  Oq  aura  donc 


r-iN^.  r-i 


a; 

V 


mettant^  pour  plus  de   simplicité^  or*  au  lieu  de  ^^  et  faisant 
r=  1  '\^  ^  a  yOn  aura  la  formule 

C^)  /;t-^^ rè^ ^=«ioga.  {^^^ 


X 


Cette  formule  a  lieu  quel  que  soit  a  y  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  né- 
gatif et  plus  grand  que  Tunité.  Elle  se  vérifiera  aisément  lorsque  a 

est  entier^  au  moyen  de  la  formule  / (i — a^)=:  /T—    ?^    ^\ 

/  — 


X 


Nous  remarquerons  que  si  on  diiSerentie  par  rapport  a  a  l'équa* 
tion  (c)  y  il  en  résulte 


/^^'^('■"^r_^'^^')  — ^oga, 


ce  qui  s'accorde  avec  k  première  des  équations  21 ,  art.  55. 


$  III.  De  V intégrale  Z  =  f ^^7^ ^  >  P^^^  depuis 

X  =  o  jusqu^à  X  =  1. 


(i  14).  Pour  que  l'intégrale  ne  devienne  pas  infinie  dans  l'une  de 
sts  limites^  on  suppose  à  la  foi^  p>  o  et  r <  i  ;  de  plus  il  est 


11 
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nécessaire  de  supposer  i  -|-^>>o  pour  que  i  -+-^ia:  ne  devienne 
pas  zéro  entre  les  deux  limites  de  l'intégrale.  Gela  posé^  soit 
1  —  <a:  =  z ,  on  aura  i  4-^w:=i+a  —  aZy  et  si  aux  suppositions 

précédentes  on  ajoute  celle  que  soit  <1  i  ,  ce   qui   arrivera 

toujours  si  a  est  positif  ou  si  a  est  négatif  et  <Ç  ^  ^  on  pourra  dé-* 
velopper  (i  +  oo:)"""  en  cette  suite  convergente , 

(i  +tf)""»(i-|-;î. — r^  + r--7 — A — ^;+etc.  ): 

^  '\  i+a'        i.a        (j-f-a)**  / 

on  aura  donc 

Soit  V  =  •r'^z*""',  on  aura  par  la  différentiation , 

rfV  =  (;74-A— r)ar'--*z*-'Ac— (A  — r)  j:'-"'«*-'-»^jf: 

intégrant  de  part  et  d'autre  entre  les  limites  données  ^  et  observant 
que  V  est  nul  dans  ces  deux  limites,  pourvu  qu'on  prenne  k^r^ 
on  aura 

'     fod^'  z*-'  dx  =    ^\  /^e^"  z*-r '^. 
De  là  résulte  successivement , 

faf-'  z'-'  dx  =5     '~!^    faf-'  z-'dx, 
fx^'z^dx  =     ^~r     fx^'z'-^dx. 


P 

etc. 


— ; — =:/a:f^*^(i— x)""'',  et  on 
aura  l'intégrale  cherchée 

[a)  Z=A(i+a)  "(1+-. 7-'— T — -^* : r**.    .    N>+etc) 

Quant  à  la  Taleur  de  A ,  on  voit  que  cette  intégrale  est  une  fonc- 
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tion  Eulérienne  de  première  espèce  y  qui  peut  être  représentée  par 
(;;,  I  — r),  et  qu'ainsi  on  a 

rpr  (i  — r) 


r(p  +  i-r)- 


L'intégrale  Z  sera  donc  entièrement  connue  y  si  on  peut  trouver 
la  somme  de  la  suite  contenue  dans  son  expression  y  savoir  y 

il  Êiut  pour  cela  examiner  difierens  cas. 


Premier  cas  ;  n  -|-  r  =  p  -f-  i 


(i  i5).  Alors  en  sobstitoant  la  yalenr  de  n,  on  aura 


Q— l-Hi— r>-j-pH       ^-^— .  (i^^),H         ^^3       •0+0)5 H-  eic. 
Cette  suite  est  évidemment  sommable  y  et  la  somme  est 

Q = (■  -  rr^r = (  ■ + ")■-' 

donc  on  a  généralement 

W  7(1— xy(i+û^r        ^    ^^  •  r/» 

Celle  formule  suppose  n  +  r^  i  et  r  <  i  ;  et  comme  la  série  a  été 
sommée  exactement^  le  résultat  ne  suppose  plus  que  a^  s'il  est  néga- 
tif^ soit  <C 7>  il  suppose  seulement  que  i^atsi  positif. 

(i  i6).  La  formule  précédente  peut  se  trouver  immédiatement  par 
le  développement  de  (  i  +  ax)^*  qui  donne 


2^=7   (^i  —  xy  ^^— ^J^-f ^a^o:*— etc.^: 


or 
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dr  on  a  en  général. 


ce  qui  donne  successivement 

/j-H-tJj r(n  +  r)r(i— r)        n  +  r— i   ^ 
(i+xy    —  r(7.+i)     '    =*        n        ^> 

etc. 
donc 

ou 

(117).  Si  dans  la  formule  (5)  on  fait  nssr  et  assi,  on  aura 

mais  dans  ce  cas  Tintëgrale  Z  est  elle-même  une  intégrale  Eulë- 
rienne  de  première  espèce  y  qui ,  en  mettant  j?  à  la  place  de  x*, 
devient  j/'x'^idjc(i — x)^j    et  peut  être   représentée  par 

î(r  —  î,  I— r);  sa  valeur  est  donc  Z=:^,  ^^'*"*;,  '~^^^  eten 
vertu  de  l'équation  précédente ,  on  doit  avoir 


ou  r(r  — i)rr=:r|r(ar— i).a'-*'.  Faisant  r=^ H- II,  on  a  l'é- 
quation connue  : 

r«r(a+i)  =  r(aa).ri.a'— , 

i5 
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ce  qui  yërifie  nos  calculs  sans  offrir  une  nouvelle  propriété  des 
fonctions  F. 

(ii8).  Reprenons  maintenant  l'équation  (b)y   pour  en  déduire 
quelques  autres  corollaires.  Si  Ton  fait  d'abord  r^so^  on  aura 


»— 1 


X 

z 


c'est  ce  qu'on  trouTerait  immédiatement  en  faisant  i-f-oj? 

Si  dans  la  même  équation  on  fait  n  t=s  i  ^  et  qu'on  substitue  la 
valeur  rrr(i — /')=-r^— •  on  aura  la  formule 

^         ^        simrr  ' 

W  /  ; — r— T7 Tr  =  -^—  (i  +^)~'- 

Celle-ci  peut  encore  se  démontrer  directement  d'une  manière  fort 
simple.  Soit =  — : — ,  ou  .r  =  — ; ; — ,  on  aura  la  Irans- 

-j-jT^— ,    laquelle   devra   être  intégrée   depuis 
«5=:o  jusqu'à  zrroo;  sa  valeur  devient  donc  (i rf" «)""'— ^^ 


sinx-r 


(119).  Soit,  pour  abréger,  af^^dxÇi — x)^^z=zdif;  si   on  prend 
les  différeutielles  successives  de  Téquation  (c)  psr  rap^port  à  41, 

cl  qu'on  fiisse  -r-^— r=A,  on  aura  cette  nouvelle  suite  d'intégrales  : 


C*^) 


J  (^i+axy  i.a         \      •     /         ^ 

/l^^  =  r-r+i.r^s^  A(i +«)-'"% 
J  (i+ax)4  i.fl,3  \    ^^   y         9 


etc. 
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Mais  en  ùisant  p=:i-^-ax,  on  a  i=p — ax=^p-max)*ss^p—'axf  y  etc.; 
d'où 

—      , 

j  ^,  y  — 3^,  etc.;  donc^  par  la  substitution  de  ces  valeurs^  on 
aara  les  formules  suivantes  : 

etc. , 

fonnales  dont  la  loi  est  facile  à  saisir  i  elles  supposent  toujours 
i+a  positif  et  r<i. 

laquelle  les  nombres  i+â>  i+^>  sont  supposés  positifs.  Comme 
on  a 

1 ^^^      g  I  fr  1 

(1  4"  ox)  (i  -f-  ix)  """  a  —  6  *  4  +  ox  a  —  b  *  i  +  ïx  * 

KntégPale  proposée  est  la  même  que  ^yi^— ^^  ^-Jl^  ; 
ainsi  on  aura  généralement 


Dans  cette  formule  faisons  a=c(çosfl+  v^— 1  sinO),&=:c(cosfl-  ^^— 1  sinô). 


c  sin  é 


ensuite  ;?*=i4-2cco5fl4-c*  et  *^ng^  =  7377^371  >  ^^'^^  aurons. 
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par  ces  substitutions^ 

(i2i).  Diaprés  ces  diverses  formules^  ilest  visible  que^  si  ^  est 

une  fonction  rationnelle  de  Xy  dans  laquelle  le  dénominateur  Q 
ne  se  réduit  à  zéro  pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  o 

et  1 9  on  pourra  toujours  exprimer  Imtegrale  /  -^,  ou  /  ç..  _  ^^ 

par  une  quantité  de  la  forme  -r^.B^  B  étant  une  fonction  al« 
gébrique  de  quantités  connues. 


Second  cas.     n=:r^  ^sir+j. 


(laa).  Alors  Tintégrale  proposée  est  Z  s=  J.     ^y.     — r;  J    et 
en  Élisant  A  =   ^^'^^^J^^'^^i  ^   q^  ^^i^ 

Pour  voir  plus  clairement  la  loi  de  cette  suite  que  nous  désignerons 
par  Q,  soit  r  =  ~^,  nous  aurons 

X— ^T^TTTB'i+a^   I. a. 3.4. 5  -(i+a)*^      i.a.3.4.5.6.7"'*(i-hz)*^^*^* 

Cette  suite  est  connue  y  au  moins  lorsque  m  est  un  entier  impair  ; 
et  suivant  la  formule  donnée  art.  :936  de  Vlntrod.  in  An.  ^  on  a 

Ponc  si  on  fait    _f     =  sin*0  ^  ou  a  ss  tang*0  ^  on  aura 

_^    8În  ml 
""  fntinl* 
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Mais  il  faut  déipontrer  que  la  formiile  précëdeate  ,  trouvée  pour 
le  cas  où  m  est  uu  entier  impair  ^  a  lieu  pour  une  valeur  quel- 
conque de  m. 

(i2i).  Quel  que  soit  m,  le  sinus  de  Tare  nA  a  popr  expression 
sm  mO  =  mO —5  -I 3-TT  —  etc. 

Mais  Tare  d  que  nous  pouvons  supposer  <  i  ^  >  se  développe  de 
même  en  cette  suite  convergente 

=  sm  fl  H 5  sm^fl  4-  ^  g  .  K  sm*fl  H-  ^  ;>  .  g  g     sm^B  •+-  etc. 

Donc  quel  que  soit  m  j  la  valeur  de peut  se  développer  en 

une  suite  de  la  forme  sin  0  +  A  sin^8  +  B  sin^6  4*  etc. ,  les  coeffi- 
ciens   A^  B^  G^  etc.  étant  des   fonctions  de  m  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 
Pour  cet  effet  ^  soit  sin  6  =  a:  ^  et 

tmUL  ss  ar  -4-  Ax^  4-  Racr^*4-  Cx^  +  etc.  : 

on  aura  en  différentiant  de  part  et  d'autre  par  rapport  à  6^  et  met-> 
tant  au  lieu  de  -^  sa  valeur  cos  d^ 

cos  wfl  ==  cos  6  (  I  4-  SAx*  -h  5Bj:r*4-  yCx*  4-  etc.)  : 

différentiant  de  nouveau  par  rapport  à  9  ^  il  vient 

wisinmfl=(i— a*5A)x+(5»A— 4.5B)a?3+(5*B— 6.7C)jc*4-etc. 

Égalant  le  second  membre  terme  à  terme  à  la  valeur  du  premier 
qui  est 

m^x  4-  m^Ax^  4-  m^hx^  4-  «te*  ^ 
on  en  tire 

A— l=li2!        B  — A(9-m')        p_B(fl5-m') 
A— -^3-,     i5_-_-^ ^     L. g-^ ,     ete. 


• 
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Donc  on  a  généralement  ^  quel  que  soit  m  y 

msmé        "^  a. 3  ^     a. 3. 4. 5  ^  a. 3. 4. 5. 6. 7  ^       ' 

et  il  résulte  de  la  même  analyse  qu'on  a  en  même  temps 

--=:iH ^sin^é-l gS-j siii<*  + ^-     ',  ^ sin^l  +  etc. 

é  •      a  a. 5. 4  a. 3. 4. 5. 6  ' 


cos 


(124).  Cela  posé^  l'intégrale  cherchée  sera  donnée  par  la  formula 

{h)         r  ^-^^   =Acos"fl.f^'Tp;, 

dans  laquelle  A  =  ^^'^"'V?/^'"'^  >  e»  où  l'on  suppose  i-  <  i  et 
tang  fl^=  |/a. 
Si  Ton  Élit  a  =  I  ^  ce  qui  donne  fl  =  ^  ^ ,  la  formule  devient 


T — --aVr  = .Asîn(2r — 1)7. 

(1— jp^y        ar — i  ^  ^4 

Le  premier  membre  est  une  intégrale  Eulérienne  de  première  es- 

— 2 —  ,  I  —  rj ,  et  dont  la 

valeur  est  ^,^^^^'^*^^^!.""^\  Ainsi  en  remettant  la  valeur  de  A, 
on  devra  avoir  entre  les  fonctions  F  Téqualion 

Si  l'on  a  r>  I,  soit  r=ï+  aa,  cette  équation  devient 

ra  +  '^)  ^  r(i  +  °a) ^ 3.-« sin ^. 

r(i  —  a)  aayw 

Mais  on  a  r(t-|- aa)  =  2ar(aa),  etrflr(i  — a)  =  -t^;  de  là 


QUATRIÈME  PARTIE,  SECTION  IL  ug 

résulte  Téquation  connue  (*) 

rar(i4-^)=r(aa).'7r\2»-— , 
équation   à  laquelle  on   serait   également  ;  conduit   en  supposant 


7  —  aa. 


(iâ5).  La  formula  (h)  ne  pourrait  plus  avoir  lieu  si  a  était  né- 
gatif; mais  en  éliminant  l'arc  0  ^  qui  alors  deviendrait  imaginaire  j 
on  peut  parvenir  à  la  vraie  intégrale. 

En  effet ^  si  ou  change  le  signe  de  a  y  on  aura  tang  0  =  v/( — a), 
sin  0  =  \/(^2^)  >  cos  fl  =  \/\~~)  i  substituant  ces  valeurs  dans 
la  formule 

n         f  cos  *  +  l/—  i  sin  O" —  (cos  *  —  1/ —  i  sin  I)"» 

et  faisant  mz=:2r —  i ,  ou  aura 

sin  (ar—  i)  I        (i  +  i/a )"-*  —  (i  —  l/a) 


ar— 1 


on  a  en  même  temps  cos"fl=  (i  —  flr  )""'';  donc 

r 


I— ar 


sin*  a^a 


(*)  M.  Poisson ,  dans  le  tome  IX  du  Journal  de  t École  Polytechnique  ,  a 
trouvé  des  résultats  analogues  à  ceux  que  nous  venons  d*exposer.  Il  parvient , 
page  146  >  à  une  équation  entre  doux  intégrales  Ëulériennes ,  qui  au  fond  est 
la  même  que  Téquation  (i);  et  il  ajoute  que  cette  équation  contient  une  nou- 
velle relation  qui  peut  servir  à  la  réduction  de  ces  transcendantes.  On  voit  ici 
que  cette  équation  ne  conduit  qu*à  une  formule  connue ,  dont  l'équivalente  a  été 
donnée  page  284  des  Exercices  du  Calcul  intégral,  et  plus  anciennement, 
page  g6  du  Mémoire  sur  les  Transcendantes  elliptiques. 
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donc  rintëgrale  cherchée 

et  on  aura  toujours  A  =     ^       Vw -- 

(126).  Dans  cette  formule  il  faut  qu'on  ait  a  <C  i  ;  on  peut  ce- 
pendant faire  az=,  1  y  pourvu  qu'on  ait  ar  <^  i.  Alors  la  formule 
devient 


x'^'^^dx         fl'-*'      r(r  +  i)r(i— r) 


J    {i—xy        1— flr'  yw 

Mais  le  premier  membre  est  uae  intégrale  Eulerienne  de  la  pre- 
mière espèce  dont  la  valeur  est    ^^  "TA .""  ^    ;  donc  on  doit 

avoir  entre  les  fonctions  r^  l'équation 

r(r  +  i)r(i-ar)_    ^-^      r(r 4-i)r(i  -  r) 

Mettant  au  lieu  de  r  (|  —  r)  sa  valeur  (7  —  r)r(7  — r),  et  fai- 
sant f  *— 'Ts  â^  on  retombe  encore  sur  l'équation 

Tfl r  (i  4- «)  =  r (2^).7r^.a'-", 
qui  prouve  l'exactitude  de  nos  calculs. 

(127).  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  que  la  formule  (k)y 
qui  est  le  résultat  d'un  calcul  assez  compliqué  ^  peut  s'obtenir  plus 
facilement  par  une  autre  voie.  Si  dans  l'expression  différentielle  on 
développe  le  facteur  (  i  —  ar)~  ',  on  aura 

rg  r^      ^dx  /      ,  ,    r.r+1    .   -  ,    r.r+i.r+fl   .   •  ,     ^    \ 

Z  =  /  z t:  { 1  +  rax  H -^—  «•x*  H -i- — -:j_fl»x'-f-  etc.  J. 

J  (1  — xy\     '  '      i.fl  '         i.a.o  •  / 

Or  en  intégrant  les  termes  successifs ,  on  a 

/ 
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/'j'^-'<fa;_r(r  +  i)rO~r)_   . 

J  ii^xy  —  r|  — /*•' 

/x'"*''^dx r  (r+?)r(i  — r) .    r+i 


1      > 

A 

/»j?'-^'<fa?_r(r4-S)r(i— r)__  .    r+f£-M 

etc. 
Donc  Tintégrale  cherchée 

rr         a/      I    ar.ar+i        ,    2r.ar4- i.ar  +  a.ar+3    .    ,      -^  \ 

^  =  ^0+-O-''  + ÏXTS «•+etc.). 

Il  est  facile  ensuite  de  voir  que  la  série  qui  multiplie  A  j  n'est  autre 
chose  que  le  développement  de  la  quantité 


(ar —  i),av/a 


i— »r 


•  • 


Ainsi  on  obtient  immédiatement  la  formule  (A:) ,  et  de  celle-ci  on 
pourrait  déduire  facilement  la  formule  (h)  y  au  moyen  des  réduc- 
tions que  donne  la  formule 

( cos  6+  l/—  î  sinô)*  s=s  cos  /wfl  +  v/—  i  sin m9. 

Troisième  cas  :  p  ;=;  r  -f-  n. 

(12S).  Alors  l'intégrale  proposée  X^J^—^J^^^^  et  la  suite 
à  sommer  est ,  en  faisant  a  =  ■  .      » 

'  1  +  a 

Q,   1— r    «n      ,    1— -r.fl-^r    n«*     ,    i — r.a— r.3— -r    n#'     , 
=  1+ .-T-H — •ri— H 5 .5-r-  +  ctc. 
'      1      i+n    '         i.a       a+»   "            i.a.o  o+n  ' 

Pour  avoir  la  somme  de  cette  suite ,  supposons  pour  un  moment 
qu'on  ait 

Q/x»    ,    i — r    «jp*+»     ,    1 — r.a  —  r    **x*'*'*'  ,      .    \ 
=  »  I  —  H .  — \ —  -+- i .  — ; H  etc.  )  : 
\n    '        1        71  +  1    '            i.a            n  +  a    •  / 

16 
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en  différentiant  par  rapport  à  a; ,  on  aura 

dQ  =  nx^^'  dxÇi  +  —^  ^^  +  1  ^r.Q  —  r  ^.^^ etc. V 

ourfQ=:^^_^^,.^;donc  Q=Jf^^_^y^,  cette  intégrale  étant 
prise  depuis  ^  =  o  jusqa^à  x:=z  i. 

Gela  posé  ^  comme  on  a  en  même  temps 

A   _  r(n  +  r)r(i— r)  _  r  (/i  ^>  r)r(i -^  r) 
r(7»  +  i)  nr»  ^ 

rintégrale  cherchée  sera  exprimée  ainsi  ^ 

d'où  il  suit  qu'en  regardant  les  fcmctions  F  comme  connues^  cette 
intégrale  est   ramenée  à  une   mtégrale  plus  simple  It-^ — n;=;  > 

*/    V*  "^  MXj 

prise  eutf e  les^  mêmes  limites  et  dans  laquelle  a  =;?  ■  '      . 

(i2g).  Lorsqu'on  change  le  signe  de  a  ^  il  convient  de  mettre 
sous  une  autre  forme  le  Êicteur  P=(i-— a)"^"  / : ; 

Soit  alors  x  =  ^ — — ^  •  on  aura  P  =±  /7-î ^  ,  et  les  limites 

de  cette  intégrale  seront  encore  z:ssso ^  2=si;  de  sorte  qu'on 
peut  changer  z  en  a:  ^  et  on  aura  pour  ce  second  cas  la  formule 

f   \  r     ^'^"'"'^  r  (n+r)  r  (1— r)    A  j"~'rfr 


;   (i5o)«  On  peut  parvenir  directement  à  ce  résultat  en  développant 
dans  la  formule  proposée  le  facteur  (i  — Ar)"'^  ce  qui  donne 
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Or  en  intégrant  les  dlfférens  termes  ^  on  a 


I  k 


/j^f^n^tdx r(r+ii)r(i— r) y (r+n)  r  (i—r)    i 
(i— xy                  r(i+n)  m  •»^ 


(i  — j;)'                  r  (a+n)  r/i  » .  »+ 1  ' 

jf*-'"^'dx r(r+n4-a)r(i— r) r  (r+n)  r  (i— r)     r+n,r+n+i 


etc. 

Donc,  l'intégrale  chercliée 

la  série  comprise  dans  cettu  forxMile  n'est  aatre  cliose  que  la  yaleur 

z—^ — y^n  ;  ainsi  on  obtient  la  même  formule  que 
ci-dessus. 
Dans  les  deux  cas,  si  n  est  entier^  on  pourra  trouver  exactement 

e\J^^\i^  »    / 7] y^r  f  *^  suffit  pO««^ 

cela  de  faire  i  — •  ctjc  ou  i  —  «p  =  z  ;  maïs  ces  cas  particuCérs 
sont  compris  dans  le  résultat  général  de  ^article  xa^  ^  «t  il  est 
inuUle  de  s^  arrêter. 


§  IV.  De  rintêgnde  Z  »  /-^ '-^^^-zz:  et  autrv» 

semblables  j  prises  depuis  z  =  o  jusqu^à  z  =  oo. 

(i3i).  On  pourra  toujours  supposer  quereat plus  petit  que  l'unité; 

car  s'il  était  plus  grand,  on  mettrait  -j  à  la  place  de  r,  et  on  aurait 

une  intégrale  de  même   forjxie  dans  iaqneiie  r'  serait  plus  petit 
que  Tunité. 

Cela  pMé  «  si  \'&x  dé^elofiipe  sukaot .  Ito  fiuîssfOMres  de  <r  Ja 
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quantité  F  = m  «  on  aura  par  les  propriétés    des 

seVies  récurrentes  j 

P  =  sîn  2az  +  r  sin  4^z  +  r*  sin  6az  +  r'  sin  8az  +  etc. , 
ce  qui  donne 

■m 

Tj  ==  r         ^  (sin  a^jK  4-  p  sîn  4^z  +  r*  sin  6az  +  etc.  ). 

Mais  par  la  formule  (2)  de  la  troisième  partie,  page  358,  on  a 
riniégrale 

/zdz  sin  hz         sr    _»^ 
m»  +  z»         a  ^ 

donc 


Z  =  -  (e-*«»4-re-^-»H-  r»e-««  +  etc.)  , 
ou  simplement. 


Z  = 


TÎT 


gMm__  r 


<;'est  la  valeur  de  Tintëgrale  cherchée. 

On  peut  d'ailleurs  changer  le  signe  de  r  :  ainsi  on  aura  tout  à 
Ig  fois  les  deux  formules 


arcoa  2aa  ""  e'**""  —  r  * 


>.  V  /*  zdz  sin 

^^^  J  m*+a"  •  i  +  f"— -  . 

(z  = 


ar  cos  aas  "^  e**"  +  r 


=  o 
00 


Ces  deux  formules    supposent  r  <[  i  ;    mais  elles   seront  encore 
vraies  lorsque  r  ;=  i  ,  et  alors  on  aura 


z*     ""^  e"*"  —  1  * 


fél\  f^zdztSLTï^az 

W  Jr      m*  +  zV 


gMdi  ^  1  • 


{iSa).  Si  après  avoir  ajouté  les  deux  léquatioas  (a)  et  (&),  on 


,  > 
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met  a  a  la  place  de  jaa  ^  et  r  à  la  place  de  /**,  on  aura  celte  nou- 
velle formule 

t  \  /*  tdz  8În  az  j  y      v     c*" 

^^^  J  m*+z''*  1  +r*— arcosfiaa        i  +r*«-"»  — r' 

Faisant  dans  celle-ci  r  =:  i  ^  on  a 

zdz  1  *«*"» 


'•'''  Jm"+z**sini 


as         c""*  —  1 


(i35).  Si  on  multiplie  par  ^'^da  les  deux' membres  des  équa«* 
lions  (a)  et  (b) ,  et  qu'ensuite  on  les  intègre  par  rapport  à  a  depuis 
a  ^=2  0  y  on  aur»*  les  deux  formules 

(A)  fj;^-  log  (i  +  /*—  a'' cos  aaz)  =  ^  log  (i  + 1«— «  ) , 

Si  dans  ces  équations  on  âût  r  =  i ,  on  aura  ces  deux  autres 
formules, 

('■)  /^  log  "°  "^  =  51  ^**S  (^^=f^ , 

d'où  résulte  cette  troisième  , 

(i54).  Si  on  différencie  par  rapport  à  r  les  équations  (g)  et  (A) , 
on  aura  encore  les  deux  formules 

/    \  /*   &  r  —  C08  agz        ^^^^         flp  1 

^^^  J  m*+z^  "  i  +  r* — 2rco«flaz  âm  *  ?*^»'H7 ' 

A  \  /^    dz  r+cosaaz         ^^         ît  i       . 

>  ^  ^  m"+z*  *  1 +r*  +  arco3aa»  "^'       a/n  '  «**"»  +  ''' 
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Ces  équations  pourraient  se  démontrer  directettient  au  tnOytn  dSs 
deux  formules 

— ^^^^~^       =  cos 0  +  r cos  af  + 1^  côs  5çH- r^  cos  49  +  etc., 

/; 


-  cos  kz  =  —  e  *"». 


7n*+a*  am 

Si  Ton  différenciait  les  formules  qu6  nous  venons  de  trouver 
par  rapport  aux  constantes  qu'elles  renferment ,  on  en  déduirait 
une  multitude  d'autres  formules  plus  ou  moins  remarquables  ;  mais 
nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  à  ce  sujet.  Nous 
devons  seulement  ajouter  que  les  formules  (c)  ,  (d) ,  (y)  ,  (0  >' 
(A:),  (l)  y  très-remarquables  dans  la  théorie  des  intégrales  définies , 
sont  dues  à  M.  Bidone,  qui  les  a  publiées  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Tarin,  année  181  a. 

J  V.  Formules  propres  à  rendre  plus  étendue  la  théorie 

dès  intégrales  définies. 


(i35).  Dans  les  recherches  précédentes ,  on  a  pu  remarquer  ((06 
des  intégrales  connues^  prises  depuis  z  =0  jusqu'à  z  =  oo,  en  ont 
fait  connaître  d'autres^  prises  depuis  ùbzszo  jnsqu'à  a:=  i.  La 
transformation  employée  pour  cet  objet ,  peut  être  généralisée ,  de 
manière  qu'en  passant  alternativement  d'un  genre  d'inlégrales  à  un 
autre ,  on  pourra  assez  souvent  trouver  une  infinité  de  formules 
qui  auront  la  même  valeur  ;  et  par  ce  ^incipe  ^  la  théorie  des 
intégrales  définies  acquerra  une  nouvelle  extension. 

Dans  les  transformations  dont  nous  allons  parler  ^  nous  désigne- 
rons constamment  par  z  la  variable  qui  s'étend  dans  les  intégrales 
depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  00  ^  et  par  x  celle  qui  ne  s'étend  que 
depuis  ;r  =  o  jusqu'à  0:^=1. 

(i56).  Cela  posé,  soit  4a  formule  fdz^{z):^X)^  dans  laquelle 
l'intégrale  est  prise  depuis  z  =  o  jusqu  a  z  =  00  ^  et  a  pour  valeur 
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ia  quaotîlé  coanue  A.  J'observe  que  Tiaiégrale  dont  il  s'agît  y  peut 
être  considérée  comme  composée  de  deux  parties  ,  l'une  prise  depuis 
2  =  0  jusqu'à  z=^m  Cm  étant  positif)  ;  lautre  prise  depuis  3=  m 
jusqu'à  2  =  00.  Pour  avoir  la  première  partie  ,  je  fais  z  zzzmx  ,  et 
j'ai  rintégrale  fmdx^(mx)y  laquelle  devra  être  prise  depuis  j:  =  o 

jusqu'à  x=  I  •  Pour  avoir  la  seconde  ^  je  fais  z  =  —  ^  et  en  changefant 

le  dgne ,  j^ai  l'intégrale  f^ —  ^  T— j  qui  devra  être  prise  également 

depuis  x;ssiQ  jusqu'à  x  :;=;  i  •  Done  en  réunissant  ces  deux  parties  ^ 
on  aura  une  nouvelle  formule 

w       /™i.  [♦  («r) + ^  ,(=)]= A ,  {:;» 

laquelle  devra  avoir  lieu  ^  quel  que  soit  m  y  pourvu  qu^il  soit 
positif,  et  pourra  même  en  fournir  une  infinité  d'autres  en  la  fai- 
sant varier  par  rapport  à  m. 

Ainsi  en  désignant  ^^  par  ^  (x),  et  semblablement  -X^  par  ^'Xx)^ 


on  aura 


W 


m*» 


etc. 


(157).  Soit,  par  exemple ,  ^  (2)  =  ■       ■,  auquel  cas  A  =  -: — -, 

on  aura  9 (wuc)  =s  ■,  ^ (-^)  =  — --— ,  ce  qui  donnera  la 

formule 

^  ^  J   Ki-j-mx    '^    m+x  /  "^**  ***"  sin  air  \  xz=.  i 

Cette  formule  y  dans  le  cas  de  m  =s  i  ,  revient  à  la  formule  de  l'ar* 
ticle  96;  mais  elle  est  plus  générale^  puisqu'on  peut  donner  à  m 
une  valeur  quelconque  positive. 
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(i38).  La  gënëralîlé  de  celte  formule  est  telle  qu'on  pourrait 
donner  à  772  une  valeur  imaginaire.  Soit  donc  77i=c(cos6-|- v/-— i  sinfi), 
et  on  obtiendra  par  la  substitution^  ces  deux  formules  ^ 


,--«i— I 


w 


t 


r/xf^'^dx  (i  +CXC08  0    .    j-^cZr  {x  +  c  coa  (f)\ yc  -  q 

J  \i+2ca;cos^  +  c*a;*"'"x*  +  acxcos«+c*/ "^   sinasp  ' 

/»/ x^cUç ^^ x'^'^àx \  __^  irc"'^^     sin  a% 

J   \i~^ acxcos  ^4-c*a:*    '^ a*+  acx coa  d  +  cv  *""  sin  a*-  *  sin  ^  * 

On  peut  remarquer  sur  celles-ci  que  la  première  est  contenue  dans 
la  seconde^  et  que  celte  dernière^  dans  le  cas  de  c  =  i  ,  s'accorde 
avec  la  formule  du  n**  io5. 

La  formule  (c)  contient  une  constante  arbitraire  77} ,  la  formule  (d) 
en  contient  deux ,  <?  et  S  :  il  est  visible  que  par  la  dlfférentiation 
répétée  de  ces  formules  relativement  à  l'une  des  constantes  arbi- 
traires 772  ^  c  9  6  ^  on  en  déduira  une  infinité  d'autres  intégrales  qui 
toutes  auront  une  valeur  connue  ;  d'où  Ton  voit  combien  est  féconde 
la  transformation  dont  nous  avons  fait  usage. 

(159).  Nous  avons  considéré  l'intégrale  y£/z(p(z)  comme  compo«- 
^  sée  de  deux  parties  ;  on  pourrait  de  même  la  considérer  comme 

composée  de  trois  ou  d'un  nombre  quelconque  de  parties ,  et  de  là 
.  ,  naîtraient  de  nouvelles  formules  dont  le  nombre  pourrait  être  multi- 

plié a  l'infini. 

Concevons  ,  par  exemple ,  que  l'intégrale /l/z  ç(z)  soit  composée 
de  trois  parties  ;  la  première  de  2  =  o  à  zz=mj  la  seconde  de 
;B  =  772àz  =  77i-f-''2>  et  la  troisième  de  z  =  77i-f-'2  à  z  =  oo.  La 
première  partie  sera  donnée  par  l'intégrale  y772^  ^  (mx)  y  prise  depuis 
j:  =  o  jusqu'à  a:  =  i  ;  la  seconde  par  l'intégrale  yh^ir(p  (771 -f-7ijc), 
prise  entre  les  mêmes  limites  j  et  enfin  la  troisième  par  l'intégrale 

I  '^  ^^771+  -\  On  aura  donc  la  formule 

(e)  /dx^m(p(ni3c)+n(p{m+nx)+p(p(m  {^^^ 

dans  laquelle  771  et  n  sont  deux  constantes  arbitraires  qu'on  doit  sup- 
poser 
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poser  positives,  mais  qui  à  la  rigueur  pourraient  ne  pas  l'être ,  puis- 
que si  on  conçoit  l'intégration  effectuée  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (<?) ,  le  résultat  ne  doit  plus  contenir  les  constantes  m  et  n. 

(140).  Le  même  principe  de  décomposition  peut  s'appliquer  h, 
l'intégrale  fdx(p  (a:)  =  A,  prise  depuis  jc  z=  o  jusqu'à  .r  =  i.  En 
effet,  cette  intégrale  peut  être  considérée  comme  composée  de 
deux  parties  ;  la  première  depuis  x  =  0  jusqu'à  a:  =  w,  la  seconde 
4epuis  x^^m  jusqu'à  a:  =  i.  La  première .  partie  est  donnée  par 
l'intégrale  Çmdx  ^  (mx)  ,  prise  depuis  j:  =  o  jusqu'à  a:  =  i  ;  la  se- 
conde se  trouve  par  l'intégrale/(i:— w)^<p  [m-f-(i— ./?i)a:],  prisç 
entre  les  mêmes  limites.  On  a  donc  la  formule 

f 
(/)  /^[/w<p(/»a:)+(i— /n)(p(w4-x— /7w:)]  =  A; 

(i4i).  Soit ,  par  exemple ,  l'intégrale yi:*""* dx{i  —  ar)'-*  s=s  A 
on  en  déduira  la  formule 

fdx  [/n-a^>  (i-;7w:)'-'+(,_;„)a-Hr-»(-£-  ^^yxi^xf-^yz^K 

La  seconde  partie  se  simplifie  -en  mettant  i  —  jc  à  la  place  de  de 
et  changeant  son  signe ,  ce  qui  donne  toujours  les  mêmes  limites  • 
par  cette  substitution,  la  formule  devient 

on  a  d'ailleurs  A  =     ^,^^J  ,. 

r(a  +  r) 

Si  l'on  prend  m  =  j ,  on  a 
(A)  f\pif-'dx  (  2  —  xy-^-\-3cr'^dx  (2 —*)—>]  =  a'+'-A. 

CeU«  formule  peut  servir  à  trouver,  par  approximation,  la  valeur 
de  ^  ;  elle  ne  diflEere  pas  de  celle  qui  a  été  donnée  article  ai , 
deuxième  partie.         . 

17 
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(i43)*  On  conçoit  que  les  transformations  peuvent  être  variées 
d'une  infinité  de  manières^  de  sorte  qu'une  formule  assez  parti- 
culière peut  conduire  à  une  infinité  d'autres  contenant  des  para- 
mètres arbitraires  ;  mais  il  est  surtout  une  de  ces  transformations 
que  nous  devons  rapporter,  et  par  laquelle  une  intégrale  prise  entre 
les  limites  a:  =  Oya:  =  iy  peut  être  changée  en  une  autre  dont  les 

limites  seront  z  =  o  ^  jssoo. 

« 

Soit  fdx  (p  (x)  =1 A  l'intégrale  donnée  qui  doit  être  prise  entre 


mz 


les.  limitée  ^==o.j:=i:)e  fais  x  =  — ; ,  m  étant  un  nombre 

'  '  '  i  +  ma' 

quelconque  positif ,  et  alors  il  est  visible  que  les  limites  de  la  tranS' 
formée  seront  zz=o^  z:=:oo  ;ou  aura  donc  la  formule 


/-  •  \  /*     mdz  /     TïiA    \ A    .  f  z  =x 

(0  Jii  +  mzy^\T+^)'=^^'  \z= 


o 

00 


(i45).  Soit,  par  exemple,  la  formuleyjt:*~'£ir(i— jcy""*s=:  A, 
on  aura  la  transformée 


formule  où  l'on  peut  faire  m  =  i ,  sans  diminuer  sa  généralité. 
Soit  eMïCOTt  proposée  la  formule 

— i '=z7r  cot  ott; 

la  substitution  x:=i — : —  donnera 

1  -f-  m* 

formule  dont  les  deux  parties  sont  infinies  comme  celles  de  l'in- 
tégrale en  «r  d'où  elles  scmt  déduites. 

Si  on  fait  m=  i  dans  cette  formule,  on  trouvera  par  l'équation (/i) , 

n*  iio^  que  le  premier  membre  se  réduit  à  ^J^^^Z^^}  —  -gj^  » 

quantité  égale  à  tt  cot  a^,  suivant  la  formule  (19)  ^  n""  54* 
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Ces  exemples  soffisent  pour  fSdre  yoir  combien  est  féconde  la 
théorie  des  intégrales  définies  ;  mais  la  richesse  dé  cette  branche 
d'analyse  ^  comme  celle  de  toutes  les  autres  ^  consiste  bien  moins 
dans  le  nombre  des  formules  que  dans  le  choix  de  celles  qui 
réunissent  Télégance  à  la  simplicité  j  seules  qualités  qui  peuvent 
les  renflre  propres  à  de  nombreuses  applications. 

§  VI.  Formules  pour  trouver ,  par  approximation ,  les 
différences  finies  ^^  s*  et  cT"  s"^^  lorsque  n  est  un  grand 
nombre. 


(i44)-  Lorsque  le  nombre  n  n'est  que  de  quelques  unités  ^  la 

différence   finie  de  l'ordre  n,  J'^s^f  prise   en  supposant  que  la 

variable  $  croit  continuellement  de  Tunité  j  se  détermine  par  la 
formule  connue 

J^S*:sz  (j-f-n)'-^  n (5+;^— 1)«+  ^'^~^  (H"'»— 3)*—  etc.  ; 

il  en  est  de  même  de  J"s^. 

On  peat  aussi  déterminer  /'  ^%  on  en  général  /y ,  par  les  eoeffi* 
ciens  différentiels  de  la  fonction  7*  >  au  moyen  de  la  fcMrmule 

dans  laquelle  les  coefficiens  7^,  ]N'^  etc.  sont  des  fonctions  ien, 
données  par  le  développement  de  la  fonction 

(  e*—  I  )»=  x-  (i  +  N'a:  +  N"a^+  N"'a:^+  etc.  ). 

En  eSeiy  comme  on  a  par  Le  théorème  de  Taylor, 

cette  formule  pent  se  représeoter  i^kis  simplement  parefy=3:^(e^— ^1), 
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en  convenant  qu'iaprès  avoir  développé  e'  —  i  suivant  les  puissances 

de  d  y  chaque  terme  ^J"  se  changera  en  t-^.  Cela  posé  ,  on  aura  , 

d'après  la  même  hypothèse ,  J'y  =j  (  e^ —  i)%  ce  qui  donne ,  après 
le  développement  de  (e^ —  i)%  la  formule  précédente. 


d 


n  .a 


Gomme  on  a  en  général  -^-^  =  a. a — i  .a— a . .  .(o-^n-f-i)  ^•~", 
la  difierence  finie  J^"  s*  pourra  s'exprimer  ainsi  ^ 


formule  qui  pourra  servir  à  déterminer  J^'  s^,  lorsque  a-^  n  sera 
beaucoup  plus  pelit  que  5. 

(145).  On  peut  mettre  cette  même  différence  sous  une  autre 
forme  plus  convergente.  Pour  cela,  je  reprends  l'équation  symbo- 
lique  cf"/=^(^ —  I  )%   à   laquelle  je  donne  la   forme 

—  #1/1  'il  mml.  A 

Sy  =  x^""      (  ^*  —  ^"*   y  i  ^^  comme ,  en  supposant  j^  =  ^  (5)  , 
la    quantité   désignée    par  jre^       est  jr  '^  i  n  .  -^  -{^  -  (j  n)*  -j^ 

H ^•Cî'*/  T^  +  etc.,  ou^(^4"¥'*)  f  si  en  considérant  rf comme 


une  quantité  algébrique  ^  on  fait  le  développement  de  la  fonction 
^e*    —  e  *    )%  duquel  résulte 

(  e*  ''^  e"^  "^y  =z  rf- (i  +  A'J*+  À"rf*  +  A'"^+ etc.  )  , 
on  obtiendra  cette  nouvelle  valeur  de  J'y  ou  cT*  ç  (s) , 

(146).  L'application  de  cette  formule  à  la  fonction  s*  donne 
OU  l'on  a  iait  K=sa.a— i.a— a....(a— »4-0» 
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Cette  formule  pourra  donc  servir  à  déterminer  cT"  s*  dans  le  caa 
où  a  —  n  serait  très-petit  par  rapporta  s^  {  n.  II  faudra  y  substi- 
tuer les  valeurs  des  coefficiens  A',  A",  etc.  données  par  le  déve- 
loppement indiqué.  Ces  valeurs  sont  A' = -^ ,  A"=--f^ —  ,  etc. 
On  en  déduirait,  par  exemple , 

J^"5"  =  1.3.5 '»?=r(n-|-i), 

etc. 

■Mais  ces  cas  ne  sont  que  particuliers ,  et  il  convient  de  considérer 
le  problème  sous  un  point  de  vue  plus  général. 

(147).  Soit  Z  =  fjC'^*  dx  Q^^  ,  cette  intégrale  étant  prise  de- 
puis j:  =  o  jusqu'à  0:=  i  ;  si  on  fait  x'  =  z ,  on  aura  là  transfor- 
mée Z  =  s''*fdz  (l  -\  ,  laquelle  devra  être  intégrée  encore  depuis 
js=:  o  jusqu  a  z  ;=  i.  On  aura  donc  Z  ^=  $~^Ta  ^  et  de  là^ 

W  *-=  i^'-^, 

La  puissance  s"*  étant  mise  sous  cette  formé ,  il  devient  facile 
d'exprimer  aussi  par  une  intégrale  définie  la  différence  n''"'  de 
^"'j  car  en  faisant  varier  s  d'une  unité ,  on  a  successivement 
^x"-"^  =  af-'  (.r—  I ) ,  ^^af"'  =  af"'  (x— 1)%  et  en  général  J"'x'-\ 
s=  x*"^^  (j:  —  I  )*  j  donc  la  différence  cherchée 

Ainsi  tout  se  réduit  à  évaluer  dans  les  limites  xzs:o y  xz=±  i  ^ 
l'intégrale 

Z'=:A^'<ir(/i)'-(i-a:)', 


r 
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et  on  aura 

Va 

(148).  L'intégrale  TJ  peut  8Q  trouver  assez  facilement  par  la 
méthode  des  quadratures.  II  suffit  pour  cela  de  calculer  dans  Tin-* 
teryalle  dea:  =  oàa:=i,  quelques-unes  des  ordonnées  de  la 
courbe  qui  a  pour  équation 


J^af-'{l-^^\x^x)\ 


Cette  courbe  touche  l'axe  aux  deux  extrémités  a:  =  o^  a;  =  i  ; 
elle  a  toutes  ses  ordonnées  positives  dans  cet  intervalle  y  et  la  plus 
grande  que  nous  désignerons  par  M^  répond  à  une  abscisse  jc=:/7i 
déterminée  par  l'équation 

(j?)  S  —  I  =  ~*  H % 

^  "^ 

m 

d'où  résultera  M  =  /?!*"""  0—)^  (ï  — ^Y- 

Plus  on  supposera  grands  les  nombres  ^  et  n^  plus  les  ordon- 
nées décroîtront  rapidement  en  s'éloignant  du  maximum.  Ainsi 
Taire  7/  ne  pourra  être  qu'une  petite  portion  du  rectangle  M  x  i  > 
de  sorte  qu'on  aura  2»'  =  kNL ,  k  étant  une  fraction  assez  petite. 

Au  reste ,  la  méthode  des  quadratures  pourra  y  dans  tous  les  cas  , 
donner  la  valeur  de  7/  avec  un  degré  d'approximati(Hi  aussi  grand 
qu'on  voudra ,  et  auquel  les  formules  analytiques  connues  ne  sau-- 
raient  alteindre. 

(149).  Si  Ton  veut  cependant  avoir  une  expression  analytique  de 
X\  on  pourra  appliquer  à  cette  intégrale  la  méthode  du  n""  29  , 
troisième  partie;  on  trouvera  par  cette  méthode  et  en  se  bornant 
au  premier  terme  de  la  série  ^ 

m' il—  m)»-*-'  (l  —V  V/flîT 


i/[]«i» ( / 1)  +  (a ^  0  (.  -m)»~]  ' 


I^UATRIÊME  PARTIE.  SECTION  ff.  i55 

m  étant  la  valeur  de  x  qui  répond  au  maximum  dej-y  et  qui  est 
déterminée  par  l'équation  (g).  Z'  étant  trouvé  ,  on  aura  la  diiSerence 

cherchée  /•*—==  ^^=^  %'. 

Ta 

Connaissant  la  valeur  générale  de  J^"  ^""^  on  pourra  en  déduire 
celle  de  J^V;  mais  pour  cela^  il  est  nécessaire  de  distinguer  deux  cas. 

(i5o).  Soit,  I*.  »>û+  I  ;  en  changeant  le  signe  de  a,  l'inté- 
grale TJ  devient 


-J    or  ■ 


Cette  intégrale  peut  toujours  être  regardée  comme  Taire,  prise 
depuis  orsso  jusqu'à  ;c=  i  ,  de  la  courbe  dont  l'équation  est 


Oi)' 


Cette  ordonnée  s'évanouit  encore  aux  deux  limites  de  l'intégrale , 
et  si  Ton  détermine  l'abscisse  xz=  m  d'après  l'équation 


nm  (û+  1) 
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le  maximum  de  l'ordonnée  sera  M  =  /w**"'  (^  — )  *     (  ï  —  m)".   Ainsi 

on  peut  déterminer  Tintégrale  Z',  soit  par  la  méthode  des  qaadra* 
tures  qui  donne  une  approximation  aussi  grande  qu'on  voudra  , 
soit  par  la  formule  de  l'article  précédent,  où  il  suffit  de  changer 
le  signe  de  a ,  et  qui  donnera 

Zf \  my 

y/L«m  (i  1  )  -  (a  + 1)  (  1  -  ni  )•  J 

Quant  k  Ta  qui  devient  r  ( — a),  il  faut  substituer  sa  valeur  donnée 


/^Oi) 


— «— I 
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par  la  formule  de  l'article  68 ,  et  oa  aura 

(i5i).  Soit,  2*.n  <flfH-  1 9  alors  rordonnéej^  est  infinie  à  la  limite 

x=  1  i  car  en  faisant  a:  =  i  —  o) ,  on  a  (i  — x)"  (l-)         =  û»""'''"'; 

Taire  Z'  devient  donc  infinie,  tant  qu'on  a  /z  <  a  et  la  méthode  des 
quadratures  n'est  plus  applicable.  On  ne  peut  donc  ^  dans  ce  cas  ^ 
déterminer  l'intégrale  J/dx  qu'en  supposant  les  limites  imaginaires , 
et  il  faudrait  supposer  de  même  qu'elles  le  sont  dans  l'intégrale 

,  représentée  par  r  ( —  a).  Mais  on  peut  éviter  ces 

calculs  en  observant  que  les  formules  générales  doivent  être  indé- 
pendantes des  moyens  employés  pour  y  parvenir,  et  qu'ainsi  la 
formule  qui  a  été  trouvée  pour  la  valeur  de*  cT"  j"^,  doit  donner 
celle  de  cT"  s''  par  le  seul  changement  du  signe  de  a. 

Daias  le  cas  présent  où  l'on  suppose  n  très-grand  et  a]>  n  y  a  sera 
un  lrès*grand  nombre  y  et  par  conséquent  la  valeur  de  Ta  qu'il  faut 
substituer  dans  la  formule  de  l'article  i49>  ^^  trouve  par  la  for- 
mule du  n**  j5  y  troisième  partie,  qui  donne 

Ta  =  e-*rt*T»  ^(ayra)  ; 

substituant  donc  dans  l'expression  de  J"'s'^  de  l'article  i49>  tant  la 
valeur  de  7J  que  celle  de  Ta  ^  et  changeant  ensuite  le  signe  de  a  ^ 
on  aura  la  formule 

m  étant  un  nombre  plus  grand  que  l'unité^  déterminé  par  Téquation 


,       a+  i 


nm 
S 


log  m         m^-i' 

Ces  diverses  formules   dont  nous   devions  faire   mention,  parce 
qu'elles  se  rattachent  à  la  théorie  des  fonctions  r  y  sont  conformes 

k 
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à  celles  que  Laplace  a  données  le  premier  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences ,  année  1782.  Mais  cette  matière  semble 
exiger  de  nouvelles  recherches ,  soit  pour  obtenir  des  approxima*- 
tions  plus  certaines ,  surtout  dans  le  cas  où  la  méthpde  des  quadra- 
ture.s  n'est  pas  applicable,  soit  pour  fortifier  par  des  méthodes 
rigoureuses ,  les  inductions  analytiques  sur  lesquelles  les  formules 
sont  établies. 

§  VIL  De  quelques  suites  dont  la  somme  peut  être  exprimée 

par  les  puissances  du  nombre  ne. 

(iSâ).  On  a  vu  dans  l'article  ^2,  qu'en  désignant  par  4«(^) 
la  somjne  de  la  suite 

+  TT-T-Tv;  +  «te.  , 


x"    '   (1+^)"       (a  +  Jp) 

cette  somme  est  donnée  pour  les  diverses  valeurs  de  n ,  à  compter 
de  /z  :r=  n  ,  par  la  formule 


4.(^) 


(_!)■      d*lTX 

Tn      *     dx*  .  * 


Mais  de  l'équation  Tx  T  (i  —  a:)  =  t^—  ,  on  tire 


flinx-x 


dlrx       dlr(i — x)  _ 

— j- î~ i  =  —  '7r  cotera:; 

€tX  aX 

donc  en  supposant  que  n  soit  un  nombre  impair ,  on  aura 

la  quantité —T-s=î —  est  la  même  chose  que  'ïT*    ". jj^^ni — — f 

pourvu  qu'après  les  différentiations  on  fasse  â»  =  o  :  on  aura  donc 
dans  cette  hypothèse  , 

I    /   \         \    r  \        «*    d*"' cot  (  îTjt:  +  •) 

18 
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Si  Ton  obserTe  de  plus  que  les  puissances  paires  de  io  sont  les 
seules  dont  on  doive  tenir  compte  dans  ie  développement  de 
cot  (ttjt  +  ^)  9  puisque  les  puissances  impaires  disparaissent  aprè$ 
les  différeutiatioiid  p  on  verra  qu'au  lieu  de  cot  (rs'^r  +  ^  )  j  on  peut 

•  

mettre  \  cot  ("Kx  H-  »)  +  7 cot  (^xx  -*  tt>  )  ou ^2 — î .  On 

aura  donc 

OU  y  en  mettant  â»  à  la  place  de  2co  , 

"  ^   ^        T*  V  y  r»        a»*  *  \co8  «  —  cos  aw-x/ 

Supposons  qu'en  faisant  le  développement  suivant  les  puissancc3 
de  ûi  ^  on  ait 


SÎn  2ArX 


COS  «  —  COS  2xX 


A  4.  Bt^  +  C«^. . .  •  .4.  Nai— '  +  etc.. 


N  étant  le  terme  général  de  cette  suite  récurrente;  on  aura,  en 
prenant  la  différentielle  du  degré  0— - 1,  et  Cuisant  ensuite  â»=fo, 

a«"   *  \cos  «  —  cos  aîTX/  \  y  \  /  1 

donc  on  a  en  général  , 

(a)  4.  (j^)  —  4.  (i  —  a?)  =  a—»  ^N- 

(i53).  Cette  équation  peut  servir  à  déterminer  la  fonction  4.  (x) 
par  son  complément  4»  (  ^  '~'^)  >  ^^^  réciproquement;  mais  notre 
objet  est  maintenant  de  considérer  la  seule  suite  représentée  par 

4»(«r)  —  4»(^  —  •^)>  ^  ^^  ^^^  *P"®  '*  somme  de  cette  suite 
sera  donnée,  pour  toute  valeur  impaire  de  n  ,  par  la  quantité 
a"""''2r"N,  où  N  est  une  fonction  rationnelle  de  sin  27cx  et  de 

cos  aTTX* 

Considérons  particulièrement  les  valeurs  rationnelles  de  or,  et 
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soit  j?  =  -  ,  ;?  étant  <^  y  ;  »î  Toii  fait 

'  — p«         ((7-p>-  '^  {q+py        (2q-py  ^  (2q+py         ^^*  > 

oit  «ora 

4..(jr)  —  4.  (i  — x)  =  ^Z^, 

et  par  conséquent  la  somme  Z„  sera  donnée  par  la  formule 

Réciproquement  on  aura  N  =  T-M  ^2^  ,  ce  qui  donnera  la  for- 
mule générale 

'  gin 

d'où  nous  allons  déduire  quelques  corollaires» 

(i54)  Soit ,  !*•  pzszi  y  çzzz  ^y  n=i  2m^i  y  la  suite  représen- 
tée par  Z»  sera  la  somme  des  puissances  réciproques  de  degré  im- 
pair des  nainbres  impairs ,  avec  des  signes  alternatifs ,  savoir , 

et  les  différentes  sommes  Z,  ^  Zj  ^  Z5  ^  etc.  se  détermineront  par  le 
développement  de  — ^— ^  au  moyeu  de  la  formule 

Celle  fbrmide,  la  ^  plus  simple  de  touAes  celles  qu'on  tire  dé  la 
formule  générale ,  se  trouve  dans  4e  Calcul  différentiel  d'Euler , 
page  544. 
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(i55).  Soit,  2*.  ;tii=  I ,  ^=5  5 ,  on  aura  la  suite 

OÙ  se  Irouvenl  les  nombres  5i  -f- 1  avec  le  signe  4-,  cl  les  nombres 
3^  .^  I  avec  le  signe  — .  La  somme  de  cette  suite  pour  les  diverses 
valeurs  de  72  ^  sera  donnée  par  la  formule 


C08  4»  + 


1  =  t)  ^. + ©  «'^>+ 1)  «^^*+  «*«• 


(i56).  Soit^  3"*.  yt;  =  1 9  ^  =  6 ,  on  aura  la  suite 

OÙ  les  nombres  6A:  +  i  O"^*  ^^  signe  + ,  et  les  nombres  6A  —  i 
le  signe  — .  La  somme  de  celte  suite  pour  les  diverses  valeurs  de 
n  est  donnée  par  la  formule 


1^  =  (?)  p.  +  Q'«.p,+(DVp,+  etc. 


cos 


Au  reste  ce  cas  peut  se  déduire  du  précédent  ;  car  on  a  immédia- 
tement P,  —  Z.  =  -^  Z.,  j  et  c'est  aussi  ce  qui  résulte  des  fonctions 
d'où  naissent  ces  suites  y  puisqu'on  a 

cos  m  —  i        co»  •  +  i        coa  a«  +  J* 

(iSy).  Soit ,  4*.  /^  =  I  ,  y  ==  5,  on  aura  la  suite 

n  -  _^      *        ■        1  1        ,  1 

OÙ  les  nombres  5^-f-i  sont  affectés  du  signe  +,  et  les  nombres 
5A:—  I  du  signe  >— •  La  somme  de  celle  suite  pour  les  diverses 
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valeurs  de  n,  sera  donnée  par  la  formule 

cos 


iii^iî^  =  (1)  Z.  +  (-l)Vz,  -f-(-iY«^Z5  +  etc. 


(i58).  Considérons  maintenant  le  cas  où  n  est  pair  ;  on  trouvera^ 
par  une  analyse  semblable  à  celle  du  n"*  i52^ 

T«\    /    ■     T»\  y-,  r;j       da"^    \C08  m — co»Q/ttX/  ^ 

Supposons  donc  que  le  développement  suivant  les  puissances  de 
cû  donne 


^sin«r 


cos  0  —  cos  Qxx 


=  A»  +  Ba»  4-  Cft)' 4.  Nul—"  •+.  etc. , 


Nâ)*^'  représentant  le   terme  général  de. cette  suite ^  on  aura  la 
formule 

4.  (*)  H-  4.  (»  *-*).  T=  a""»- N. 


Soit,  comme  ci -dessus,  x  =  ^  ,  P  "Ki  Ç  et  n  =:  3/n;  si  on  fait 

^«  =  ■;;=  H-  (tf-py  +  (ç-i-p)»-  +  (a^-p)-  +  ®*<^*» 

on  aura  21,=^—^  N,  et  réciproquement  N  =  T—J  Z, ,  ce  qui  donn^ 
la  formule  générale 


<     »     • 


COSâT  —  cos-^—  ^     '^ 

d'où  Ton  peut  déduire  différetites  formules  particulières  ,  comme 
dans  le  premier  cas»  , 

(lSq).  Soit^  par  exemple  ^  pz=zi ,  qi=:^y  on  aura  la  suite 

.  ^Mi  =  î  +  2^  +  g^  -n  r^  *r"  t;ïr  H~  ®^^-  > 
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dont  la  somme  Z^„,=:(i  —  JL^S.»,  S^„  désignant,  comme  cî-»' 

dessus,  la  somme  de  la  suite  Complète  i  -f-  jsr4"Sïr  "^  ^  H"  gsr  4"  ®^c- 

On  aura  donc ,  d'après  la  formule  (c) , 

•  '-  •        .  .  •        '  ■ 

1 01  tang  «  =  (:»•— O^S.  +  (2^-1) ^J  S,+  (2'^i)  ^ Se  +  ett. 

Ainsi  le  développement  de  tang  ai  fera  connaître  ïes  valeurs  des 
^(fjaimes  successives  S^,-  S^,  Se,  etc. 

(160).  Si  Ton  fait  en  général  S.^ssH^'Tr»",  il  est  remarquable  que 
les  coéffieiens  H,,  H.^  Hs^etc.  pourront  être  déterminés  indiffé- 
remment par  celle  qu'on  voudra  des  quatre  formules  suivantes  : 

j — j  C0  cota»=H,û>*+H.«/+Hsâ^4-etc.  , 


i  t»  tang  û)=(a»~.i)Hrû>*4-(3^— ï)H.»H-<ii«— ^i)Hsû>*^+ctc. 

^"^^        iï^=*  +  (:^^-0H.^-+^  H^^+  2^H,ai«+etc., 

log  ^^B,cé^+iBy+^H,c^'+eie. 

Réciproquement,  connaissant  les  coefliciens  H, ,  H.,  H3 ,  etc. ,  on 
aura  immédiatement  le  développement  ^es  fonctions  q^i  formenk 
les  premiers  membres  de  ces  équations. 

Ces  formules  sont  liées  entr*elles  de  manière  que  la  seconde  et  la 
troisième  se  déduisent  de  là  première ,  an  moyen  des   équations 

tang  a>  =  cot  cû  —  3  cot  3»,  -^A-  =  cot  ^  û>  -^  cot  co.  Quant  à  la  qua- 


siQ  m 


trième ,  elle  se  déduit  encore  de  la  première ,  en  muliipliant  celles 
Cl  par  —  et  intégrant. 

(161).  Si  on  compare  la  première  de  Ces  quatre  formules  avec 
celle  du  Calcul  différentiel,  art.  221 ,  on  verra  que  les  nombres 
H| ,  Hj, ,  H3 ,  etc.  se  déduisent  des  nombres  Bernoulliens  A',  B', 
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Çy^  etc. ,  suivant  ^ic^tte  loi  ,(rès-/siin{4^  : 

a9E'  1  TT  2"F'  '       601 


I 

Ces  valeurs  peuvent  se  prolonger  jusqu'au  cfivinzième  terme,  au 
moyen  de  la  table  des  nombres  Bernoullieius  qu'on  trouve  dans 
le  Calcul  dîHerentiel  d'Euler  y  page  4^0  9  ^^î^  on  voit  que  ces 
valeurs  deviennent  fort  compliquées  dans  les  termes  ultérieurs  y  et 
il  est  préférable  de  calculer  les  coefScîens  H„  y  à  compter  de  /n  =;6  ^ 

par  la  formule  H«= -^;  car  tt*"  est  toujours  connu  avec  tel  degré 

d'exaclitude  qu'on  peut  désirer^  et  la  valeur  de  S^  est  donnée  avec 
seize  décimales  exactes  dans  le  tableau  de  l'article  j5  ci-dessus. 
D'ailleurs  comme  tt*  diffère  peu  de  10,  on  voit  que  la  valeur  de  H^^ 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme  — j-  4-   *"|^  ■  y  pourra  toujours  être 

calculée  avec  16  -f-z/i  décimales  exactes.  Lorsque  m  sera  >*  17» 

l'exactitude  sera  encore  plus  grande  en  prenant  H„  3=  — -  4-  .        . 

Ainsi  la  suite  H|^Ha>  H3  j  etc.  p  :fîait  par  se  confondre  avec  une 

progression  géométrique  décroissante  dont  la  raison  est  t-^.  Ce  dér 

croissement  est  plus  rapide  encore  dans  les  premiers  termes ^  puis-- 

qu'onaH.  =  ^H.,  H,=  i^H.,  H4  =  :lH,. 

(162).  Nous  avons  remarqué  que  les  séries  qui  résultent  du  dé- 
veloppement des  quantités  cot  a>,  tang  <v  >  -^  f  log  -^^  ,  se  dé- 
duisent facilement  de  Tune  dentrelias.  11  n'ep  est  p^s.de  même  de 
la  suite  qui  résulte  du  développement  de  la  quantité  — ^  ou  sécû>; 

elle  ne  peut  en  aucune  façon  se  déduire  de  celles  dont  on  vient 
de  parler^  et  ses  coefEciens  doivent  être  déterminés  par  un  calcul 
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particulier  ^  afia  de  trouver  par  leur  moyen  la  somme  de  la  suite 

Soit  --^=s=:i+K,«*-|-K^û)*-f-K3<»*-f-etc,,puîsque  cosûf=:i  — i  cê^ 


C08  « 


-+T  ji-^  û>*  —  etc. ,  on  aura  par  la  loi  des  suites  récurrentes , 


ï^*  =  5* 


«      ■  I 


K3    =      ~   Ra  — -    rT-y  K-l   + 


61 


a     *       a.3.4*  *   '    a. 3, 4. 5. 6  —  7ao> 
etc. 

et  les  valeurs  successives  de  l^n^i  seront 


Z,=^,      2/3=^K,,      Z5  =  ^K.,      Zy  =  ^K3,      etc. 

=  log tang (^'7r4-ïâ>);sion substitue  la 

m 

valeur  développée  de  r —  ,  on  aura  en  intégrant  y 

j=«+iK.ûi3  +  iKX  +  fRj«^  +  etc. 
Cela  posé ,  je  dis  qu'on  aura  réciproquement 

û>  =^  —  I  K.y  +  iR.j^—  f  Ksr  +  etc., 

c'est-à-dire  que  les  coefficiens  seront  les  mêmes  dans  les  deux 
séries ,  k  la  réserve  des  signes  qui  sont  tous  positifs  dans  lune ,  et 
qui  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  dans  l'autre. 
Pour  démontrer  celle  proposition  singulière,  je  fais  œz=z^  V^— i 

dm 

et  ^  =  z  v/ —  I  j  alors  l'équation  djr  =  -— ^  devient 


dz:=s 


C08  « 

d^  ad^ ae^d^ 


'  fl    '  a. 3.4 


Intégrant 
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Intégrant  et  supposant  que  z  et  ^  s'évanouissent  en  même  temps , 
on  aura 

ou  9  =  log  tang  (2  +  ^  0*  ^^^^  P*^  ï®   développement  de  jr 
en  û)  ^  on  a 

■» 
Remettant  les  valeurs  ^  =  --;^  >  ^  =  tt^  >  îl  vient 

«  =^  —  iK,7^4-  IK.j^—  f  Ri7'  +  etc., 
ce  qui  est  le  théorème  énoncé* 

§  VIII.  Formules  pour  la  sommation  des  suites  donà  le 

terme  général  est  donné. 

(i64)«  Soit  ^  ou  9  (jt:)  la  somme  de  la  suite  dont  le  terme 
général  est  une  fonction  donnée  z  ou  2  {x)  y  x  désignant  le  nombre 
des  termes ,  ou  plus  généralement  ce  nombre  augmenté  d'une  cons- 
tante et,  ensorte  qu'on  ait 

on  déduirait  aisément  z  de  ^  au  moyen  de  l'équation  z  =  ^  (x) 
—  ^(^— *i)>  laquelle  donne,  par  l'application  du  théorème  de 
Taylor  , 

Mais  s'il  s'agit  de  trouver  la  somme  *de  la  suite  dont  le  terme  gé-. 
néral  est  z ,   il  faudra  de  cette  équation  tirer  la  valeur  de  (p  en 
fonction' de  z. 

«9 
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Pont  cela  nous  supposerons 

^  =  /«£rH-^*-|-Ag  +  B^+C^+etc.; 

et  puisque  cette  équation  doit  être  linéaire  par  rapport  à  z  et  p  y 
les  coefficiens  A  ^  B ,  C  ,  etc.  seront  les  mêmes  pour  toute  valeur 
de  ^.  Soit  donc  p  =  e"**^  on  aura  a  =  c"*  (  i  —  e*^")  ou  a=:  A^*, 

en  faisant  Atssi  —  «^"';  de  là  résulte  ^=a: Am^%,T-^  =  Ai»*e^,  etc. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  Téquation  précédente  ^  ou  plutôt 
dans  sa  difiercntîelle 

*^z  +  l.^^  +  Ag  +  Bè  +  cgi  +  ;.o., 
on  en  tire ,  après  avoir  divisé  par  k^^. 


^  w     ,     _-  î  n» 


j  +  A«»+  Bw*  +  C/w*4-Di»5+  etc^Œ  îï.  ^    "*"  "^ 


a     A  m        -il» 


Le  second  membre  reste  le  même  en  changeant  le  signe  de  m;  ainsi 
tous  les  coefficiens  B^D^F^  etc.  des  puissances  impaires  de  m 
sont  nuls. 

(i65).    iPour  avoir  égard  à  cette  propriété  ^  nous  prendrons  de 
nouveaux  coefficiens  A ,  B  ^  C  ^  etc. ,  au  moyen  desquels  on  ait 

(p  =  /zrfj:  4- 1 5î  +  A  2I  —  B  ^  + G  2^  —  etc. , 

et  en  verta  du  résultat  précédent,  ces  coefficiens  seront  déiermioés 
par  réquation 

i+Aw  — B/?/«H-Cw«—  IW+  etc.  =î2.f!_±l 


.r  W    I     _'"S'llt 


a     e-i'^-e-î'^ 


Mettant  a>^/-—  i  à  la  place  de  ^m ,  il  vient 

I  ■—  û>  cot  û»  =  J2*A»*  +  a^Ba>^  4-  a*Cû»'  -f-  etc. 
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Comparant  cette  formule  avec  la  première  des  formules  (d)^  art.  160, 
on  voit  que  les  coefficiens  A ,  B ,  C ,  etc,  se  déduisent  des  coeffi-  - 
ciens  H^^  H»  ^  Hs^  de  cette  manière  : 

A  ==  -  H.,     B  =  ^  H,,     C  =  ^  Hj,    etc.; 

on  aura  donc  la  formule  générale 


(«) 


dz 


<Pz 


4^z 


f«>&4-i*4-jH.^-.^H.|jH-^H,5|5-eic. 


Cette  formule  coïncide  avec  celle  qu'Euler  a  donnée  pour  le  même 
objet  dans  son  Calcul  diff.^  pag.  /^iS}  ^)ai^  h  forme  précédente  parait 

préférable  y  en  ce  que  les  coeflSciens  -H,,  —  H,,  -5  H3,  etc.  offrent 

a  a  a 

évidemment  une  sujte  très- convergente  ^  dans  laquelle  le  rapport  de 
chaque  terme  au  précédent^  tend  de  plus  en  plus  vers  la  limite 

~j  ,  ou  ^  à  peu  près. 

Pour  que  les  termes  qui  composent  la  valeur  de  (p  forment  aussi 
une  suite  convergente  dans  toute  son  étendue,  il  faut  que  les  coelH- 

ciens  différentiels  ^,  "IP^l^^  ^^^*  ^^  soient  pas  plus  divergens 

qu'une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  4^*  Dans  le  cas 
contraire ,  la  suite  dont  il  s'agit  i^ra  du  nombre  de  oelles  que  nous 
avons  appelées  demi^eonuergeniâs  ^  tt  dont  bous  avons  fait  connaître 
l'usage  pour  parvenir  au  degré  d'approximation  que  leur  natunr 
comporte.  (Voye?  part.  II,  art.  70.} 


(166).  La  formule  (a)  donne  la  somme  de  la  suite  finie  z  (ût+  1) 
+  a  («4-  2)  4- z  (a  +5) . .  • .+ j5  (x)  ,  en  déterminant  convenable- 
ment la  coBttante  qui  doit  accompagner  rintégraley^iip:.  S*il  i  agissait 
de  trouver  la  somme  de  la  suite  infinie 
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en  supposant  toutefois  que  les  termes  éloignés  diminuent  conti-' 
nuellement  et  finissent  par  être  entièrement  négligeables  ;  cette 
somme  que  nous  désignerons  par  '^  (x)  y  devra  être  telle  qu'on 
ait  ^  (x)  H-  4/  (x)  —  z  (a:)=A,  la  constante  A  étant  ce  que  devient 
ç  (x)  lorsque  x  est  infini.  De  là  on  tire  la  somme  cherchée 

C  étant  une  constante  qu'il  faudra  déterminer  par  la  condition  que 
4/  (x)  soit  nulle  lorsque  x  =  oo. 


(167).    Supposons 9  par  exemple^  qu'il  s'agisse  de  trouver  Ja 
somme  de  la  suite  infinie 

4  (*)  =  ^  4- (^;:p73:  +  ^j:^  +  etc. , 

on  fera  z  =  x~'j  et  on  aura  la  somme  demandée 

Jfv\ '  I    '      '     I    ^'       "     ^*    nn+i.n+a 

Cc) 

On  voit  par  la  forme  de  cette  suite  qu'elle  ne  pourra  pas  être  coa- 
vergente  dans  toute  son  étendue  ;  mais  elle  le  sera  au  moins  jusqu'à 
un  certain  terme;  et  en  prenant  x  suffisamment  grande  elle  pourra 
servir  à  déterminer  >{/  (a:)  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on 
voudra  ^  excepté  seulement  le  cas  de  n  =  i  ^  où  la  somme  4  devient 
infinie. 


(168).  On  peut  rendre  plus  convergente  la  valeur  de  4  (^)  >  ^"^ 
moins  dans  un  certain  nombre  des  premiers  termes ,  en  substituant 

au  lieu  de  chaque  coefficient  H^,  sa  valeur  -^  +  ■  **~^  ,  et  faisant 


ir»* 


sr- 
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Sm— "  I  =  K„  ;  on  aura  de  cette  manière  la  formule 

4(jc)  =const.— /zt£rH-i«— 5  —  i.^.g+>.5i.g 


OÙ  l'on  a  fait ,  pour  abréger. 

Soit  ^rro:  s=  ^  ^  on  aura  plas  simplement 

de  sorte  que  Y  devra  satisfaire  à  l'équation  différentielle 

L'intégrale  complète  de  cette  équation  est 

V  =  sin  t/zdt  sin  t  +  cos  tfzdt  cos  ^  j 
elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

y=zfzde  cos(c  — /)  z=z2^fzdx  cos  27C  (fit— Jc), 

pourvu  qu'après  l'intégration  y  -effectuée  en  regardant  et  comme 
constante  ,  on  fasse  a  =  a:.  Dans  cette  hypothèse  j  on  aura  la 
formule 

^  (x) = const.— yz^  +  7  «  '--^f2zdx  cos  a-TT  (a — a:  ) 

(^  K.    dz    ,    K4    cfz         Kg    d5« 

■ 

On  aurait  semblablement  et  avec  la  même  condition^ 
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^  (x)  =  consl  +yî;^-f-  i  z  -^f^zdx  cos  ott  (a — x) 
(^)  .    K.  ^*  _  K,    çÇ^   .    Kl  ^  _  ^.^ 

Il  faut  y  pour  l'usage  de  ces  formules  y  qu'on  puisse  trouver  rinté- 
grale  f2zdx  cos  3^  (ot  —  x^  ;  c'est  ce  qui  n'aura  aucune  difEculté  , 
si  la  fonction  z  est  de  la  forme  Aa*  -f-  B^  +  etc. ,  ou  en  général 
si  la  suite  qui  a  pour  terme  général  Zy  est  une  suite  récurrente; 
mais  alors  la  sommation  de  cette  suite  n'est  qu'un  problème  fort 
simple  d'analyse  algébrique. 

Dans  d'autres  cas  on  pourra  au  ikioins  trouver  y  par  la  méthode 
des  quadratures^  l'intégrale /bzJ^r  cos  2^(^  —  0:).  En  effet,  pour 
une  valeur  donnée  x=.ay.  tout  se  réduit  à  prendre  l'aire.... 
f2zdx  cos 2^(x  —  a) y  depuis  x  =0  jusqu'à  x:=et. 

\ 

(169).  Pour  obtenir  des  suites  encore  plus  convergentes^  on 
pourrait  faire  K„  =  -^  -f-  La»^  L»  désignant  la  somme  de  la  suite 

^  +  7ÎÏ+  c^C'}  et  par  des  Calculs  semblables  ,  on  parviendrait  à 
la  formule 

>j/(ji:) =const+|  Z'^fzdx'-f2zdxcQS2'7C{ct^x)--fizdx  cos  ^"rc^et—x) 
(/)  U    dz        L^    d?z         Le    ^    , 

On  pourrait  continuer  ainsi  la  suite  des  intégrales,  sans  y  joindre 
aucun  terme  différentiel,  ce  qui  donnerait  la  formule 

(  \      4  C*^)  =  const.  +  i z  — fzdx  —  f^zdx  cos  !i7r{cL  —  x) 

^^  -^fazdxcosix^ot^x^  ~/M<£r  oos6'7r(a^a:)  — etc. 


Dans  cette  formule,  toutes  les  intégrales    de   la  forme 

fàzdx  cos  2k7r  (a  —  x)  devront  être  prises  en  supposant  a  cons- 
tante, et  faisant  ftzs^x  après  l'intégration;  on  déterminera  d'ailleurs 
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la  constante  y  de  manière  que  la  somme  «4/ (jr)  s'évanouisse  lorsqu'on 
£iit  X  =:  00  ou  z  =  o. 

(170).  Cette  formule  est  remarquable  dans  son  espèce;  maïs  elle 
ne  peut  guère  être  utile  dans  les  cas  particuliers ,  soit  à  cause  de 
la  difficulté  des  intégrations  ^  soit  à  cause  du  peu  de  convergence 
des  termes  successifs.  Cependant  si  on  donnait  à  z  la  forme  qui 
convient  au  terme  général  des  suites  récurrentes^  les  intégrations 
ne  présenteraient  aucune  difficulté.  En  effet  ^  lorsqu'on  a  zr^Ae""'^ 
on  trouve 

r—2Zdx  COS  2knt  (ûb — x)  = ^ ^-r  ,71^ ^ ^ . 

Faisant  ensuite  ee  =  a:  ^  cette  intégrale  se  réduit  à 


9-»     f 


TU»  +  4/c  V 

et  une  somme  de  pareilles  quantités ,  pour  les  valeurs  successives 
kz=ii y  2y  Z y  etc. y  forme  une  suite  convergente. 

(171).  II  y  a  un  moyen  d'exprimer  beaucoup  plus  simplement  le 
second  membre  de  Féquation  {g)  ;  supposons  pour  un  moment  que 
la  série  d'intégrales  qui  y  sont  comprises  y  soit 

fzdx  +  rfnzdx  cos  37r(a  —  ^)  +  r^f^zdx  cos 4*^  ( a  —  JC ) 
+r^f2zda:  cos  &7C(et  —  x)  +etc., 

r  étant  un  nombre  constant  <  i  ^  on  pounra  faire  l'application  de 
la  formule 


i  —f* 


1  H-  3r  cos  »  +  ar*  cos  2^+  ar^  cos  5»  +  etc.  = — '- — p-^  • 

-  '  •  •  "  1  —  ar  C08  «  -j-  r*  ' 

et  on  aura 

(h)  4  (X)  =  const.  +  }  z  ^f-^,J±=^^f—^, 
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Concevons  maintenant  qu'on  fasse  Fintégration  indiquée,  en  regar*^ 
dant  r  et  ce  comme  des  constantes  indéterminées  ;  qu'après  Tinté- 
gration  on  fasse  a  =  a:etr=:i  —  a»,  (ù  étant  une  quantité  infi- 
niment petite  ;  qu'enfin  la  constante  soit  déterminée  de  manière  que 
l'intégrale  s'évanouisse  lorsque  œ  est  infini  ;  on  obtiendra  ainsi  la 
vraie  valeur  de  la  somme  \  {ce). 

Un  pareil  résultat  qui  offre  la  possibilité  d'exprimer  une  intégrale 
aux  différences  finies ,  par  une  intégrale  aux  différences  infiniment 
petites ,  n'est  sans  doute  qu'un  jeu  d'analyse  qui  ne  présente  aucune 
u  tilité  réelle  ;  mais  il  nous  a  paru  assez  curieux  pour  mériter  d'être 
soumis  aux  regards  des  Géomètres. 


FIN  DE  LA  QUATRIEME  PARTIX. 


i^mmm» 


EXERCICES 

DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


CINQUIÈME  PARTIE. 


X^ES  recherches  de  nature  diverse  contenues  daos  cette  cinquième 
Partie^  sont  pour  la  plupart  une  continuation  de  celles  qui  font 
l'objet  de  la  troisième  et  de  la  quatrième  Partie  ;  les  unes  sont 
relatives  au  développement  des  fonctions  en  séries;  les  autres 
roulent  en  général  sur  les  moyens  de  faciliter  et  d'étendre  les  ap- 
plications du  calcul  intégral ,  par  l'évaluation  exacte  ou  approchée 
de  diverses  sortes  d'intégrales  définies. 

Dans  les  §  III  ^  IV  et  Y  ^  on  trouvera  un  assez  grand  nombre 
de  formules  nouvelles  ^  dont  plusieurs  sont  dues  à  MM.  Poisson  et 
Cauchy^  qui  les  ont  données,  le  premier  dans  les  Mémoires  de 
l'Institut^  an  i8i  I  ,  2*  Partie  ;  le  second  dans  un  Mémoire  présenté 
à  rinstitut  en  août  i8i4. 

Dans  le  §  XII,  nous  avons  traité  fort  au  long  des  moyens  de 
fiicililer  ,  autant  qu'il  est  possible ,  le  calcul  des  coefBciens  de  la* 
série  Po  H-  ^Pi  cos  ^+  aP.  cos  2^  +  etc.  y  qui  naît  du  développe- 
ment de  la  fonction  (  i  —  2a  cos  (p*+-  /i*)"~".  Ces  coefficiens,  et  ceux 
cpii  résultent  de  leurs  différentielles  successives,  prises  par  rapport 
à  â ,  forment  pour  chaque  valeur  fractionnaire  de  l'exposant  n ,  une 
espèce  particulière  de  transcendantes  qui  jouissent  de  plusieurs 
belles  propriétés^  et  qui  méritent  d'autant  plus  d'être  examinées 
avec  soin ,  qu'elles  ont  de  nombreuses  et  d'utiles  applications  dans 
la  théorie  des  perturbations  des  planètes^ 

ao 
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§  I.  Usage  de  la  /onction  Z'a  ou  — ^-^j  pour  trouver 
F  intégrale  f^IlÈ^  et  autres  semblables  y  prises  depuis 


X  =  o  jusqu  à  X  =  I. 

1.  Nous  avons  déjà  observé  (pag.  45)  que  la  fonction  Z'a  ou 

— ^— ^  peut  se  déterminer  exactement  ^  toutes  les  fois  que  a  est 

rationnelle  ^  par  la  constante  C  dont  la  valeur  a  été  donnée  y 
page  68  ^  et  par  une  intégrale  définie  qui  ne  dépend  que  des  arcs 
de  cercle  et  des  logarithmes.  On  a  en  effet 

^  ^  J       1  — X  (a;  =  1 

Les  valeurs  les  plus  simples  de  Z'a  j  tirées  de  cette  formule  y  sont 
comprises  dans  le  tableau  suivant  : 

Z'i=— C— ai'a,  Z'f  =  i— C  — 2^2, 

.    Z'f  =  -C-|X'3+^,       Z'|  =  l-C-i^5  +  ^, 

Z'f=— C  — 3^a  +  i:T,       Z' f  =  |  — C  —  S^a-^Tr, 
Z'i=  — C,  Z'a=i— c. 

Nous  remarquerons  de  plus  qu'en  supposant'»  infiniment  petite  on  a 

Z'«s»  =  —  -  —  C , 
Z'i  =  logi--i«. 

• 

â.  On  voit  donc  que  la  fonction  Z'a  est  plus  simple  que  Za 
om  log  Ta  y  puisque  dans  chaque  période  on  peut  trouver  exacte- 
ment une  infinité  de  valeurs  de  Z'a^  en  supposant  seulement  la 
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constante  C  connue.  La  fonction  TJa  a  en  outre  d'autres  propriétés  ; 
et  d'abord  on  a  l'équation 

au  moyen  de  laquelle  la  fonction  TJx ,  comprise  dans  une  période 
quelconque  ^  s'exprime  par  une  fonction  semblable  comprise  dans 
une  période  donnée  y  par  exemple  dans  la  seconde  période  pour 
laquelle  la  Table  des  Logarithmes  de  Ya  a  été  construite. 

On  a  ensuite  ,  pour  toute  valeur  de  a ,  une  équation  des  com^ 
plémens  ^  laquelle  est  ^  dans  la  première  période  ^ 

Z''(i  +  ^)  —  Z'(i— c)  =  —  TT  tangCTT. 

Dans  la  seconde  période^  cette  équation  est 

Z-'d  +  c)  -  Z'(l-c)  =  *  tang  «^rr  -  3^  î 

c'est  ce  qui  résulte  des  formules  de  la  page  lo. 

Enfin  les  équations  (D)  ^  (^)>  ^l^«  >  P^g-  ^^>  donnent  par  la 
différentiation  y 

Z'a  +  Z'(|-f-a)+Z'(f  +  a)  — 5Z'(3a)  =  — 5^5, 
etc. 

Ces  équations  servent  à  établir  entre  les  fonctions  Z'^^  les  mêmes 
réductions  qui  ont  lieu  entre  les  fonctions  Ta  y  et  elles  offirent  les 
moyens  de  calculer  ces  fonctions  pour  une  période  entière  ^  en 
les  supposant  connues  dans  une  petite  partie  de  cette  période; 
mais  il  est  inutile  de  construire  une  table  particulière  des  fonctions 
Z^â^  puisqu'elles  peuvent  se  calculer  aisément^  avec  neuf  décimales^ 
au  moyen  de  la  Table  que  nous  avons  donnée  pour  1(^  Ta.  (Voyeiï 
à  ce  sujet  l'art.  88  etsuiv.^  pag.  79.) 

3.  Nous  allons  maintenant  faire  voir  par  quelques  exemples^  que 
les  fonctions  TJa  peuvent  servir  à  exprimer  des  intégrales  qu'on 
n'obtiendrait  que  difficilement  par  une  autre  voie.  On  aura  d'abord^ 
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en  yerta  de  l'équation  (i),  et  en  supposant  a  et  b  positifs , 

(2)  r£llft,±=:Z'b-Z'ai  '         {*  =  '» 

^  ^  J     1  —  X       X  '  lac  =  1 

on  en  déduit  les  corollaires  suivans  où  l'on  suppose  a  <  i  et  6  <  i. 


Si  Ton  multiplie  la  dernière  par  da  ^  t\  qu'on  intègre  les   deux 
membres  par  rapport  à  a  depuis  â=  o^  on  aura 

(4)  /   — -ï- .  —   =  log  -r 


X 


Faisant  n  =:  ^^  et  mettant  a;*  à  la  place  de  ;r  ^  il  viendra 


o? 


Soit  encore  â=  f  ^  on  aura^  en  mettant  cx^  au  lieu  de  a:  y, 


C     (i  -^  x)  x*djc  1 


(i+x)(i  +  x«)i^  '*'^*' 


le  premier  membre  =:  ï  /  --r-  • t  /  -^ —  î  donc 

ajoutant  à  cette  équation  ce  que  devient  l'équation  (5)  lorsqu'on 
met  x*^  au  lieu  de  j:  ^  on  aura 


X 


résultat  qui  s'accorde  avec  la  formule  (i) ,  IIP  partie ,  pag.  370. 
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4.  Soit  proposé  maintenant  de  trouver  la  valeur  de  rintëgrale 

— -j- — ,  prise  depuis  x:=:o  jusqu'à  j:  =  i.   On.,  pourra 

HlTx*    ^  ^^  *  ^^  mettant 


TÛ— I 


ar»  au  lieu  de  x,  devient  \  1  ^_ — ^- —  }  on  aura  donc ,  par 

Tapplication  de  la  formule  (2)^ 

Ainsi  rintégrale  dont  il  s'agit  sera  connue  y  quel  que  soit  ^  ^  au 
moyen  des  fonctions  Z^ 

Si  on  met  jc"  à  la  place  de  a:  ^  ce  qui  ne  change  pas  les  limites 
de  rintégrale  9  on  aura^  en  mettant  -  à  la  place  de  a^ 

(8)  rî^  =  2.Z'(^±^)-'  Z'(^\  |^  =  ° 

^  ^  J    1  +x"        an        \   zn   /        fl/i        \2ii/  (or  =  1 

Si  on  multiplie  Téquation  (7)  par  da  y  et  qu'on  intègre  les  deuic 
membres  par  rapport  à  a  depuis  aszso^  on  aura 


/- 


(  I  —  x^^  )dx  „  /a  +  i\  ri  a 


(i+x)/i 


Ç±^)-tl+%i. 


formule  qui  se  déduirait  aisément  de  Inéquation  {a)  y  pag.  108. 

.        >„,  prisé 

toujours  entre  les  limites  j:=o  ^  x  s=  i  ;  cette  intégrale  se  ramène 
aisément  au  cas  de  ;»  =  i  ^  lorsque  n  est  un  nombre  entier.  En  effet, 

si  on  différentie  la  quantité  V  =  .  ., ,  on  aura 


dv 


{a ^^n)  xf^^ dx     ,       nx^^ dx 


intégrant  ensuite  entre  les  limites  données  y  il  vient 
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de  là  en  tire  successivement 

etc. 

Ainsi  n  étant  un  entier  quelconque  ,  on  déterminera  générale- 
ment Q(/î)  par  le  moyen  de  Qi  dont  la  valeur  est  donnée  par 
réquation  (7). 

6.  Soit      .      =z  oua7=: ,  Tintégrale  Q{ji)  prendra  cette 

forme 

Q  (n)  =>-"  Jz  (i  -  z)-— '  ;  {^  =  ^ 

développant  le  binôme  et  intégrant  dans  les  limites  requises  y  on 
aura  Q  (  /^  )  ou 

Cette  formule  se  termine  d'elle-même  et  donne  une  intégrale 
exacte^  toutes  les  fois  que  n  —  a  est  un  entier  positif;  dans  tout 
autre  cas  ^  elle  donnera  pour  l'intégrale  une  valeur  approchée  et 
facile  à  calculer  ^  puisque  chaque  terme  de  la  suite  n'est  qu'environ 
la  moitié  du  précédent. 

7.  Pour   trouver   d'autres   cas  d'fntégrabilité  de  la  formule..  •• 
0(«)  =  Ç^  .    ^„ ,  soit  a;=  ^^,  on  aura  la  transformée 

Q(7^)  =  :.'-/(!  -z)-^  (i  4-  z)— iz.  {^  Z  ^ 


Si  on  a  n=:aa,  cette  quantité   deviendra  a'^"/(i — z*)^  'iz,  et 

en  mettant  z*  à  la  place  de  z,  elle  se  réduit  à  2""/z"'»^z(i — z)*"'  ; 
celle  -  ci  étant  comprise   dans  les  intégrales  Eulériennes-,  sa  va' 
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Toi*  — 

leur  est  ^-'.jt^tnî    donc  on  a 

/     \  rocf-'dx    _  TaT\ 

8.  Si  9  au  lieu  de  supposer  n  =  2^^  on  fait  nss^a+i^  ou  en 
général  7}=2a+A^  h  étant  un  entier  ^  on  aura 

mettant  «*  à  la  place  de  z  et  développant  la  puissance  (1+2»)*, 
on  aura 

Q(/î)  =  2— /(i  —  «)'""«"^^^(ï  +  ^«*  +  ^TT^  ^  +  ^^^O" 

Les  différens  termes  de  cette  série  sont  intégrables  par  les  fonc- 
tions r  et  il  en  résulte  la  formule 

f  af-^^dx   _     ,^,/    rari        fc      ran        fe.A-i     rari     .    .. ,  V 

On  peut  séparer  les  termes  transcendans  des  termes  rationnels  qui 
se  succèdent  alternativement^  et  on  obtient  de  cette  manière 


(13)    -/o 


—   r(a+n\  1-2    'aa+i"^         1.2.3.4         •^+i.2fl+3  *^  ^^^V 


^       ^V  "*        i.a.3      'a+i^  i.a.3.43  •a+i.a+a^'^'^V 


Cette  formule  se  termine  d'elle-même  lorsque  a  est  un  entier. 

9.  Il  est  également   facile  de   trouver  l'intégrale  Q(  aa  —  A:  )  , 
\aa-A^   ^   étant  un  entier.  En    effet  on    a,    d'après  la 
formule  (9), 

(2  —  a)  Q  (2a —  2)  =  2*^*î  4-  (2  —  2«)  Q  (2a—  i) , 
etc. 

Ainsi  toutes  ces  intégrales  seront  connues  y  d'après  la  valeur  de 
Q(2a)  donnée  par  la  formule  (i  i). 
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10.  Il  résulte    de   ce  qui  précède ,   que   l'intégrale   Q(n)   pu 

j-         y    peut   s'exprimer^  soit  exlàctement^   soit  à   Taide    des 

fonctions  7Ja  et  Ta  y  dans  les  cas  suiyans  : 

i"".  Lorsque  a  est  un  nombre  entier,  l'intégrale  se  trouve  immé- 
diatement, quel  que  soit  /z,  en   faisant   i-f'^=2« 

a*.  Si  on  a  nzsza-^ky  k  étant  un  entier,   l'intégrale  Q(«),  ou 

/'. r-xï  1   se  réduit  à    /^''"'JzCï  — 2)*""'    en  faisant  jc  =  — ^  ; 

elle  se  détermine  donc  exactement  pour  toute  valeur  de  a. 

5"*.  Lorsque  n  est  un  nombre  entier,  l'intégrale  Q(/ï)  pourra 
toujours  s'exprimer  par  les  fonctions  TJuy  au  moyen  des  formules 

(9)  et  (7). 

4*.  Si  on  a  »=  2flî=±=  A,  k  étant  un  entier,  l'intégrale  Q(«) 
pourra  toujours  se  ramener  à  l'intégrale  Q(2fl)  par  la  formule  (9), 
et  ne  dépendra  ainsi  que  des  fonctions  F. 

Si  aucun  de  ces  cas  n'a  lieu,  on  pourra  trouver  au  moins  une 
valeur  approchée  de  l'intégrale  Q(/^)  par  la  suite  convergente  de 
l'article  6. 

11.  Considérons   maintenant  l'intégrale 

que    nous   mettrons   sous  cette  forme, 

La  première  partie^  en  vertu  de  l'équation  (i),  =  — C— •Z'aj 
la  seconde  =  log  m  (  lir  part. ,  page  370)  ;  il  reste  donc  à  trouver 

la  troisième  partie  ,  Y  : 


n  f   dx  dx\ 


12.  Lorsque  n  est  très-grand,   on  a  Z'(i +w)=:logAi,  et  par 

conséquent 
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conséquent  la  formule  (i)  donne 


/7Z:|-'^  =  C  +log»; 


mais  la  formule  (ai),  page  5o,' donne 

DODC 

p/noc^'^^dx        3C^dx\  p 

J  \i  — X*  1— a;/  ' 

mettant  or"  au  lieu  de  x,  les  limites  delmtégrale  seront  toujours 
les  mêmes  ^  et  on  aura 


I  f     dx  1        j^dx   \  ^ 

J  {—'—'■  tu) = "' 


1  j  , 

mais  n  étant  infiniment  grand^  on  a  x"  =  i  ^-  -  log  -  ;  donc 

(.5)         rfs-.-^\='=- 


C'est  la  valeur  de  l'intégrale  Y,    telle  qu  elle  a    été    donnée  par 
Euler  {Noi^a  ActaPetrop.^  tome  IV). 

Si  on  la  substitue  dans  la  valeur  de  T  de  Tarticle  précédent, 
on  aura  T  =  log  m  —  TJa  y  ce  qui  donne  la  formule 

(-4)  rf^-^^'\=H^-r-''.. 

i3«  L'intégrale  que  nous  venons  d'évaluer  est  du  même  genre 
que  celles  que  nous  avons  considérées  page  107;  elle  est  compo- 
sée de  deux  parties  infinies  dont  la  différence  est  finie  et  assi- 
gnable.  Quelquefois  une  même  intégrale  contient  à  la  fois  deux 
femblables  parties;  telle  est  par  exemple  l'intégrale 

Ski 
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prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z=:qo;  cette  intégrale,  où  ron  sap** 
pose  a  positif  et  n'^a^  est  composée  de  deux  parties,  Tune  po- 
sitive et  infinie,  depuis  2=30  jusqu'à  2=1;  l'autre  négative  et 
aussi  infinie,   depuis  z:=i  jusqu'à  z:=:co;  cette  dernière,  en  fai- 

sant  «  =  -  -,  peut  se  mettre  sous  la  forme  —  /  — ,  de  sorte 

qu'on  aura 

J  1— X"  la:=i 


Mais  en  mettant  or"  au  lieu  de  or,  et  -  au  lieu  de  a,  dans  la  for* 
mule  (^),  page  98,  on  a 


J  1  —  x^  n         n  ' 


00 


»  =  o 

2  =  00 


donc  l'intégrale  cherchée, 

(.5)  r';^:=îcot^.  /*= 

De  là  on  tire  les  corollaires  suivans  : 

/•   dz 
,  gN  r     (A  +  Bz')&       _A— Bm>    r  C 

14.  Soit  proposé  enfin  l'intégrale 

"~y  i+axco8#-f-x*'  ( 

Cette  intégrale ,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =;  eo  ,  a  pour  va* 
leur  (page  10 1)  jj^^.  -^^t-î  mais  «  on  la  prend  seulement  de- 
puis j:=o  jusqu'à  x:=i,  elle  offre  une  transcendante  d'une 
nature  particulière ,  qui  ne  peut  être  évaluée  facilement  que  dans 
quelques  cas  que  nous  allons  examiner. 


x  =  o 


CINQUIÈME  PARTIE.  §  I-  i65 

Par  un  développemeat  connu  ^  on  a 

=  sin  0  —  X  sin  :îfl  +  a:*  sin  5Ô — o(?  sîn4fl  +  etc. 


1  +  fljFCos*  +0;* 


Multipliant  de  part  et  d^autre  par  afdx^  et  intégrant  depuis  a:=o 
jusqu'à  x=  I ,  on  trouve 

=  -^(  — i ; H  — r^  —  etc.  )  : 

mais  cette  suite  est  fort  peu  convergente,  et  on  n'en  pourrait  tirer 
<]ue  très-difEcilemenI  une  yaleur  approchée  de  T. 

Si  cependant  l'angle  9  est  dans  un  rapport  rationnel  avec  l'angle 
droit,  on  pourra  sommer  la  suite  précédente,  au  moyen  des  fonc- 
tions T^ipc).  En  effets  soit  0  =^^,  m^\n  étant  des  nombres  en- 
tiers^ on  aura,  sin Tiâ  =  o ,  %in{n'\*\)^^=s^wx^  cosnmy  sin(/}4-2)9 
=  sin;20cos/7i^,  etc.^  sin2/i9=o,  sin(2/ï  +  ï)9=sinfl,  sin(2/i+2)fl 
pssinafi^  etc.  De  là  on  voit  que  la  valeur  de  TsinS  se  partagera 
«n  un  nombre  /2-^i  de  suites ,  savoir. 


Tsinfl=      sm0      (   —p-   H — -, — - — |— ; :— H — .  g   ,     +etc.  ) 

¥our  trouver  la  somme  de  ces  diverses  suites,  il  faut  distinguer 
deux  cas  ,   selon  que  m  est  pair  ou  impair. 

i5.  Si  iTt   est   impair  ^    on  aura  cos  miC  ==  — •  i  ;   mais  par  la 
formule  du  n*  21,  page  17,  la  suite. infinie 

(  îTï  ""  î+j)  +  (ïT^  ""  rij)  +  (3+l?'~  3+3?)  "*"  ^  ^^' 
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a  pour  somme  Z'(i  -\'j)  —  Z'(i+j:).  De  là  on  tire  aisément  ' 

.„T«ae=     .in  6     [z'(;±L±=)_z-(^)3 
(„)  +     «»S9     [Z'(=^)-Z'(ît')] 

OÙ  Ton  peut  remarquer  que  wfl — tt  étant  de  ]a  forme  aArTT,  puis* 
que  m  est  impair,  on  aura  sin(« — i)6=sin6,  sin(/i — 2)ô=sîn2fl,  elc» 
Mais  il  ne  résulte  de  là  aucune  simplification  de  la  formule. 

16.  Si  /7i  est  pair,  on  aura  cos/72^==i,  et  alors  les  diverses 
suites  qui  multiplient  sinO,  sin30,  etc.,  dans  la  formule  de  Tar- 
ticle  i4,  ont  des  sommes  infinies.  Mais  il  faut  observer  que  dans 
ce  même  cas  on  a  sin{n — i)ô= — sinfl,  sin(/i — 2)6  = — sinad,  etc., 
de  sorte  qu'en  réunissant  les  termes  également  éloignés  des  ex-* 
trèmes,  la  formule  devient 


Tsinô  =  sin  0 


a^n'-^i         a-f-an — 1         a-(-3n — a 


etc. 


I ; "^  ""r~ —  "T^ —  ctc-  I 

(         a-f-n — a        a-f-a/i— a        a+on — a  J 


db  sinA:d 


1 1 ,  1  , 

a  +  k    ■*"  a+n+h  "*"  a+an+i^  "*" 

"*  .^— .-_-.  — .  ^^  etc 

a-j-n — k        a-f-a/i— ft        a-j-in—k 


k  est  mis  pour  ,   car  /z  doit  être  impair,  puisqu'on  supposé 


n—  1 
a 
m  pair. 

Cela  posé ,  si  Ton  somme  les  suites  contenues  dans  cette  ex-> 
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pression  )  par  la  formule  donnée  ci-dessus,  on  aura 

»8iD9.T=        sin  8    [Z'(2d^)_z'(îtl)] 

-    -^  [^'(^F)-z'C-?)] 

(.8)  +        .m39    [z'(5±rf)-Z'(îiS)]      , 


Voici  les  cas  les  plus  simples  de  ces  deux  formules  : 

+iZ'C4^-i»(î+5). 

17.    Par  ces  formules  on  pourra  toujours   trouver    la  valeur 

i-t-axcost+x»  »  *1"®*  ^"®  *°^*  **»  pourvu 
que  le  rapport  -  soit  rationnel.  D'un  autre  côté ,  on  peut  toujours 

trouver  la  valeur  de  cette  intégrale^  quel  que  soit  0,  si  ^  est 
rationnel ,  puisqu'alors  la  fraction  à  intégrer  peut  être  rendue  ra- 
tionnelle. On  voit  donc  que  dans  ces  deux  cas  on  pourra  trouver 
la  somme  de  la  suite 

— ; —  !=t  — • f-  — r--=  di^  — p^  +  etc.  ; 


I 
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dans  le  premier  cas ,  elle  sera  exprimée  par  les  fonctions  Z'  ;  dans 
le  second  ,  elle  sera  exprimée  généralement  par  des  arcs  de  cercle 
et  des  logarithmes. 

sons  la  fonction  Q  (O)  d)  connue;  s'il  s'agit  de  trouver  l'intégrale 
z — ; .  ,  '  ■   .^^  prise  toujours  dans  les  limites  jc=  o ,  a:=5 1  * 

on  différentiera  la  quantité  V  =?:         ^"^"t^^^^L,  ^  ^x  q^^  ^ura 

X   ■^^  Su?  COS  p  ^^  J» 

T^  (g —  i)a;^+flx^^'  C08  9   ^  flx*c?j;«m*^ 


d'où  l'on  déduit 


on  procéderait  sembldblement  si  le  polynôme  était  él«vé  à  une  plui 
haute  puissance. 

$  IL  Du  développement  des  fonctiona  ,^.^,  etc. 

i8.  Considérons  d'abord  la  fonction  ^.    ,     :  on  sait  que  son  dé- 

sin  bx  * 

nominatéur  peut  se  mettre  sous  la  forme 

6m*x  =  A^(i-— )(i~-^)(i-— ),etc. 

Ainsi  on  pourra  exprimer  la  fonction    .    ,      par  une  suite   mnnie 

de  fractions  partielles^  qui  auront  pour  dénominateurs  les  différens 
facteurs  dont  sin  bx  est  composé. 

Le  facteur  x  n'entre  point  en  considération ,  parce  qu'il  se  trouve 
détruit  par  un  facteur  semblable  compris  dans  sin  ax  ;  prenons 

donc  le  facteur  général  i-^^  y  k  étant  un  entier  quelconque  po-^ 
sitif  ou  négatif^  et  soit  la  fraction  partielle  correspondante  r^t  ; 
PU  déterminera  le  coeifidlnt  A  en  faisant  x^^-r-  dans  la  valeur 
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A  =     ."^  ^sîn  ûx.  Par  celle  subslilûtion  on  a     .~  ^=s  *—  r r-= 

sm  px  un  te  o  coa  6j? 

—  cos  k^ }  donc  A  =  —  cos  k^  sin  -^. 

Si  on  prend  k  successivement  positif  et  négalif  ^  on  aura  les  deux 
fractions  partielles  qui  naissent  du  fsicleur  général  i  -—  -p—  ^  et 
leur  somme  sera 

cos  kir  sm  -r-         cos  «sr  sin  —ç-  a«r  C08  kw  8in  -r-  ' 

kw-^bx  kw+bx       ^^  /t  V  —  &*?      • 

n  ne  s'agit  plus  que  de  donner  à  A:  les  valeurs  successives  i ,  ^  , 
Zy  etc.  y  et  d'ajouter  tous  les  résultats;  on  aura  y  en  faisant  0==?^» 
la  formule 

« 

aîn  ax /      sine  a  sin  Qê      .      3  sin  3<  4^^4^        ,       ^    \ 

I  g.  Si  on  différenlie  cette  formule  par  rapport  à  a^  on  en  déduira 

le  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

T  (  cos  fl  —  cos  2fl  4-  cos  39  -—  etc.) 

•f.  a^^jr  1^.  _  ^^       ^^  _  ^.^.  ^  9*» — b^x'  ^  ^^^T 
Or  on  a  ^  pag.  io3  ^  la  formule 

i  6  =  sin  0  —  ^  sinsO  +  7  sin  36  — etc., 
qui  donne  ^  par  la  dîfférenlialion  ^ 

\  ss  cos  9  —  cos  afl  4-  cos  59  —  etc.  ; 
donc  on  aura  en  général^ 

cosox  1  ,      /     cosi  cos  a*       ,        cos  3*  ,    V 


/ 
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C^est  aussi  ce  qu'on  trouverait  directement  en  cherchant  la  frac-' 

tion  partielle  qui  répond  au  facteur  ^  —  r~  >  dans  le  développement 
de  la  fonction   .    ,   • 

sin  bx 

ao.  Considérons  maintenant  la  fonction  — r-  ;  puisque  le  déno^ 
minateur  cos  bx  est  composé  d'une  infinité  de  facteurs  de  la  forme 
I  —  h^^Y  '  '  '^  faudra  chercher  en  général  la  fraction  partielle 
qui  a  pour  dénominateur  (  2A:  -f-  i  )  'tt  —  2bx.  Soit  cette  fraction 
'    ,   . — r T-  9  on  pourra  supposer  A  =  ^^ ■ — \ .sm  aoc^ 

(2/t  +  i)9r — aoo?'  *  **  cos  ^x  ' 

pourvu  que  dans  cette  expression  on  fasse  j:=:^^  k  i  P^^ 
celte  substitution  on  obtient  A  =  -— 2  cos  A^  sin(  A:  +  0^>  ^^ 
faisant  toujours  8  =  -r-. 

De  là  on  voit  que  le  facteur  i  —  r\  y--;  produira  dans  le 
développement  total  deux  fractions  dont  la  somme  est 

acosftîTsin  (ft  +  i)  ^    1^  a  cos  fejr  sin  (^  +  j  )  # Sfcxcosftjrsin  (A  +  y)  # 

donnant  à  k  les  valeurs  successives  o  ^  i ,  a  ,  3  ^  etc.  ^  et  ajoutant 
tous  les  résultats  ^  on  aura  la  formule 


sinax 
cosfrx 


Si  on  différence  cette  équation  par  rapport  à  a  ^  il  en  résultera  ^ 
après  avoir  divisé  chaque  membre  par  x  ^ 


cosax 


y     f    cos  ^  é  5  cos  I  #  5  cos  I  #  \ 


cos  6a;        ^     Vît»  — 46»x»        g^r»  — 46*;c* 

formule  a  laquelle  on  pourrait  parvenir  directement  par  de  sem- 
blables opérations. 

a  I .  Les  quatre  formules  précédentes  réunies  sous  un  même  point 
.de  vue  sont  y  en  faisant  toujours  y  =5:  0 , 

sin  ax 


(-») 
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sin  ax  ^^^         /    «n  #  a  sin  aé      ,     3  sin  3é  \ 

STïî  ~  Si  "+"  ^^  V— i*^*  ~"  4îr»— A^x»  ■+■  ^-—b^:x^  "■  ^^^  V  * 
costx  •"         V— 4J^x*         9jr«— 46*0;*  ^  aS^»— 46^        ^^^7  ^ 

COSOJC  y       /     COS^i     .  5  C03  j  <  ,  5  CO8  j  é  \ 

ïî  ~  ^     V?=4Ï^  ""  gsr»— 4i»x*  ■*■  a&r»— 4*-x*'~^^^7' 


COSPX 


Euler  a  donné  les  deux  premières  sous  une  autre  forme  dans  ses 
Opusc.  anal. ,  tonj.  II,  pag.  75  et  yS. 

22.  Si  au  lieu  de  x  on  met  x\/'^  i  ^  on  obtiendra  les  qualra 
formules  suivantes^ 

c** — c"^* /    8În^  a  «in  fli      ,      5  «in  5l  .    \ 

6**4.  c""^         1  ,     /    C08  é  cosal      ,       coâS^  \ 

g«*-f-e-««  .     /    cos  i  <  5  cos  I  #       ,         Scosfé  •  \ 

?qpP^  =  '*^  \?+45^  ""  9^+4A*a^  ^  a5^+4fr«x*  "^  ^^^7' 

^5.  Si  on  fait  b=z'7t  y  la  première  ejt  la  seconde  des  formules  {a) 
iïeviennent 

w     sin  oap  ^^^   sin  a  a  sin  aa  ^^  3  sin  3a 

^  .     •       a     siQîrj;        I — X*         4 — af         g*— x*  ' 

^  -^  1     cos  ax  1  cos  a  cosag     ,    cos  3a  .        . 

a<rx  sm  7CX        a^r'ac*         i  —  jr        4  ""  *         9 — ^ 

D'où  Ton  voit  qu'on  peut  généralement  smnmer  les  deux  suites 

sin  aa    .    sin  3a         sin  Aa    .      ^ 

sm  a  ~  -^j^  4-  -^^  -^  -^55^  +  etc.  , 


cos  aa        cos  3a        cos  ^a 
a»*      '      3**"  "^^ 


«avoir ,  la  première  en  développant  suivant  les  puissances  et  x, 
la  fonction  -•-: — -,  et  la  seconde  en  développant  de  même  la 

sa 
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fonction  —  .  ^osax ^y^^^  ^^      .  g'^^^Qj. jg  ^y^^  j^g  formules 

des  n*'*  io6  et  107,  IV'  partie. 

De  même  si  on  fait  ^  =  j  ^  dans  la  troisième  et  la  quatrième  des 
jbrmules  (a)  ,  on  aura 

îT        sin  ax    _^__^  8În  a  sîn  3a      ^^    sin  ha 

^  -^  jr      cos  ax  cos  a         3  cos  3a    .    5  cos  5a 


4*  cos  i  îTo;         1 — X*         9  —  x*         a5  —  x*  '  ' 

d^oii  il  résulte  qu'on  peut  sommer  généralement  les  deux  suites 

sin  3a    ,    sîn  5a        sin  ja    . 

sin« 3^15 — h-^k ^  +  etc.  , 

cos  3a    ,    cos  5a        cos  7a    , 

cosa  —  -gij^H  +  "sïiHPr  — -p^r  +  etc. 

:i4*  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  les  équations  (a)  y  ainsi  que 
les  équations  (6) ,  supposent  a  <  ^  ou  fl  -<  tt.  On  ne  peut  même 
faire  az=.  b  que  dans  la  deuxième  et  dans  la  troisième  des  équa« 
lions  (à)  ;  car  le  cas  de  a  =  A  qui  donne  Ôzrs'Tr,  rend  défectueuses 
la  première  et  la  quatrième  de  ces  équations.  Il  en  est  de  même 
des  équations  (b). 

Pour  trouver  le  développement  des  mêmes  fonctions  lorsque  a 
est  >>  ^  >  nous  supposerons  en  général 

a  s=  2Jcb  4-  c^ 

k  étant  un  entier^  et  c  un  nombre  positif  ou  négatif^  mais  moindre 
que  b. 

Cela  posé,  il  faut  réduire  d'abord  la  quantité  ^î^^,  ce  qui  se 
fera  au  moyen  de  la  formule 

sin  Ax  —  sin  (  A  —  2Ô  )  or  =  2  sin  bx  cos  (  A  —  i  )  x. 

On  en  tire  successivenient 

ain  (  ai  -f-  c  )  X        pin  ex    ,  •  ?     •      \ 


•  \ 
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6111  bx  sin  ôx  •  V         I       /      > 

— V  T  ^    =  —  .   T    — H  tx  cos  (5*+  c)  x . 

sio  6x  8111  6jk;  V         I       /      f 

etc. 


..  smax         8in  ex 


Donc  SI  on  fait  .   ,    =  .   ,    -+-  M ,  on  aura 

sin  bx         8in  m  ' 

M  =  2  cos(i+c)  jt:+2  cos(5i+c)  x-f-2  cos(5ô+c)  jc.  • .  .4-2  co%{a — h)xy 
série  dont  le  nombre  des  termes  est  k. 

On  voit  niaintenant  qu'en  supposant  «=2^  +  0  et  ^  ==  0, 

le  développement  de   .    ,    sera  donné  généralement  par  la  formule 


61  n  ax 


.    ,    -j=     2 cos  (a — A)  orH- a  COS  (â  — 5i)  j:..  . .+ 2C08  (i+^)«^ 

/    sin  #  a  sin  aé     ^^     3  sin  5#  \ 

+  ^  V  _i»x*  ""  iy  —  b'x^  "*^  9^—  6»x» ~  ^^^7- 

25.  Pour  avoir  ,  dans   le  même  cas  y  le  développement  de  la 
fonction  22i^    j'observe  qu'on  a  la  formule 

81D  bx  '    '  * 

cos  Ax  —  cos  (  A  —  2*  )  j:  =  —  2  sin  ix  sin  (  A  —  i)  x^ 
d'où  résultent  successivement  les  valeurs 

S2ii34=^£2£=  ^  -  a  sin  (i  +  c)  ar , 

8in  bx  sin  bx  \       ■       /      7 

— ^^  7^  ^    = —  .   7^   ^ 2sm(5i  +  c)a:, 

6in  bx  8ia  6x  v         •      /      j 

et  en  général  y 


T—T-  =  -T-T 2  sm(é+c)  jc — 28in(pb-\'C)x....'^ 2Sin  (a— d)jr  ; 

donc  en  fâdsant  toujours  -r-  as  6  ^  la  valeur  développée  de  ■ .    * 


sera 

cosai; 


iin 


j-= — 2sîn(a — i^)a:-— 2sln(a — $b)x — 2sin(a — 5b)x... — 2SÎn(i-f-c)jB 
-I- i- -1- 2ijc /^-^2L!L  _  ^£21£Î_  ^ -.£2llL.  —  eic  ^ 
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■ 

26.  Pour  développer  semblablement la  fonction  — r-  ^  nous  ferons 
usage  de  la  formule 

sin  Ax  +  sîn  (  A  •—  2i  )  jc  =  2  sîn  (  A—  i)  JC  cos  bx , 

d'où  résulte 

^ r — -—  = 7-  +  3Sinrt-+-c)x. 

COS  ^jc  cos  pj:  '  \         •      /      ^ 

Cl  en  général^  prenant  cos  k7r  pour  désigner  (—  i)*, 

— j-  =  cos  AtT  .  — T-  +3sin(^z — b)x — !isio(a — 5i)^+2sin(a — 53)x..- 

cos  DJC  COS  vJC 

•  .  • — 3cosÂ7rsin(i+£?)jc. 
Enfin  s'il  s  açit  de  la  fonction  — j- ,  on  aura  la  formule 

^  COS  bx  ' 

cos  Ax  +  cos  (A  —  3i);c=2  cos  bx  cos  (A  —  b)x*y 
d'où  Ton  déduit  successivement 

COS  (  ai  -f-  c)  a:  cos  ex 


— ï— ^—  =—  — r — V- 2COs(  b^c)  X  ^ 

cos  OJC  COS^X  ^  ^        ^ 

S2iiiL+£) i^  =;  _  fSiiiMlflf  4.  2  cos  (  54  +  c )  :t  : 

cos  te  cos  bx  \         •       /      ^ 

et  en  général  ^ 

cos  007  •         CO»  ex 


cosax  y  _  co»  ex    ,  /        i \  /        çz\  ^ 

— r-  =  COS  AtT.  — T"  +  3  COS  (a — b)  X  —  2  cos  (a — 5b)  x 

CO8M  cos  te    •  V  /  V  ^ 

. .  •  —  a  cos  Â:^  cos  (  i  -4-  c  )  a:. 

27.  Rassemblant  les  quatre  résultats  précédens ,  on  voit  que  si  a 
est  plus  grand  que  by  ei  qu'on  fasse  a  ==  2Â-6  4~  ^  >  ^  étant  un 
entier  y  et  c  un  nombre  positif  ou  négatif  ^  mais  moindre  que  b^ 

ou  tout  au  plus  égal  k  b,  on  aura ^  en  faisant  ^  =  8  ^  les  quatre 
formules 


\ 
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V  f     2cos(a — i)x-f-'acos(a — 3^)x+2cos(a — 5i)a:...+flcos(&4-0-^ 

-T — =—  =  <   ,        /     ain  #             s  sin  3#      ,     3  sin  3#  \ 

8in  bx       I  +  2flr  (  -7 — T — -  —  -r-T — r — :  H :: — tt— ;  "-"  etc.  ) 

i—  a  sin  (a — A)  x — q  sin  (a — 3i)x — a  sin  (a — 5t)  x . . ,  ^2  sin  (6-f  c)  x 
_ 
,      I       ,       -      /      COS  #  COS  20        ,         cos  3*  \ 

(2  sin  (a — i)x^— a  sin  (a— 36)x-|-a  sin(û — 5A)x  • . .  —a  cos  isr  sin(6-4-c)  x 
+8pxcos  Rvc  (  -— — jr^z ■ — '/iT-i  +  -r w,  .' —  etc.  ) 

!2  cos  (a — i)x  —  acos  (a — 36)x+2  cos(a — 5i)x . . .  — 2  cos  Aît cos  (J+c)x 
,     /  cos  î  •  ocos|é       .      5  cos  I  #  \ 

+  4^cos^7r(  -; — 7T-T—  — \ — 7rr~i  +  -r-: — Trr-;— etc.  ) 

Ces  formules  diffèrent  des  formules  (fl)  par  la  partie  entière 
qu'on  en  a  extraite ,  comme  cela  a  lieu  dans  le  développement  des 
fractions  algébriques^  lorsque  Texposant  de  la  variable  dans  le  nu« 
mérateur^  est  plus  grand  que  dans  le  dénominateur.  Une  semblable 
réduction  aurait  lieu  dans  les  formules  (b)  ;  mais  elle  est  indiquée 
phis  immédiatement  dans  ces  formules  où^  lorsque  a  sera  plus  grand 
que  b  y  on  pourra  exécuter  la  division  du  numérateur  par  le  déno- 
minateur ,  jusqu'à  ce  que  le  plus  grand  exposant  de  x  soit  moindre 
dans  le  numérateur  que  dans  le  dénominateur. 

28.  Le  cas  où  a  est  un  multiple  de  b  mérite  d'être  examiné  parti- 
culièrement et  avec  quelque  détail. 

Supposons  d'abord  que  ce  multiple  soit  pair  ^  et  qu'on  ait  a  =  2kb^ 

•    1  A  1  1        /•        .•  sin  ar      .  sin  ax 

ce  qui  donne  c  =  o,  H  =  o  :  alors  les  fonctions  -: — r-  et  — r-  se 

^  sin  bx         cos  or 

réduisent  aux  parties  entières  de  leurs  valeurs  données  par  les  for- 
mules {e)  y  et  les  séries  disparaissent.  Quant  aux  deux  autres  fonc- 
tions^ elles  deviennent 

—  a  sin  (a— i)  x  —  a  sin  (a— 3i)  x  — 2  sin  (a— 5t)  x. . .— 2  sin  fix 

+  T f-  2ix  ( = ; —  -4-  7--—  —  etc.  I 

^  bx^        V— i*x*       /y—b^x^  ^  gsr"— 6»x-»  / 

f2  cos  (o — i)x— a  cos(a— 36)x + a  cos(a — 56)  r. . .  .—2  cos  h^  cos  bx 
+4»'C08ftw(-- — !-—-.—  —- 777-Î+    -r-T 77T-Ï  — «te.) 
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Soit  en  second  lieu  a  =  (3Â:+i)i,on  pourra  mettre  ^-|-  i  au 
lieu  de  k,  puisqu'on  a  e'galemetit  at=:2kb  +  b  et  a  =(2A:+2)^— i; 
dans  la  prennière  supposition,  on  aura  c=  &,  et  dans  la  seconde 

c=z  —  o.  Alors  les  deux  fonctions  -: — r-  et  — r-  se  réduisent  a  une 

sin  dj:        cos  bx 

partie  entière  y  et  ne  contiennent  point  de  série  infinie.  Quant  aax 

1  .         /•        .•         cosax     ^  fiin  ax  <■  «  .»  a 

deux  autres  fonctions-: — 7—  et  — 7-,  leurs  valeurs  serontles  mêmes, 

sm  bx        cos  bx^  ' 

soit  qu'on  fasse  a=  2fcb^b  et  c=ô,  soit  qu'on  fasse  a=i  (2A:+3)i — b 
et  cz=  —  b.  Ces  valeurs  sont 

( —  a  sîn  (a— ^)  a;  —  a  sin  (a— 3ft)  x  —  2 sin  (a-^56)  a:. . .  —  a  sîn  aijc 
cos  ax       ' 


8ia 


bx      )  +  7 2bx  (  -T — rr-t  +  t-t — nr  -I ^ — rr-:  —  etc.  ) 

l^  bx  Vît"— è^jc»  ^  4»^— fc^jc*  ^  g^r*— 6'x*  / 


^    .  r     a&in(a— J)x — 2  8in(a— 36)a7+asin(a— 5i)jc...— acosftTrsînaix 

sm  ox 


cos 


bx         |+8txC03ft,(-;-^^3^ 


^  III.  Z)e  r  intégrale  J^^*     ,  ^    ^  6^  autres  semblables, 

prises  depuis  x  =  o  jusqu^à  x  =  00, 

29.  Supposons  d'abord  a<^b  et  -^  =  0  ;  par  la  première  des 
formules  (a)  du  paragraphe  précédent  y  on  pourra  mettre  l'intégrale 
7j=:  I    ,    ,    .  — i sous  cette  forme 

J   fin  bx     1  +  XX 
„  r  dx    r     s\nê  a  sin  afl       ,      5  sin  Zê  \         Jx  =: 

or  suivant  les  formules  (i6)du§l9  0na  généralement  dans  les 
limites  doanées  y 

/• dx ^  ^^_      i^      ^ 

dp  là  résulte 

^  9r^9iné  ay*  sin  2#      ,     5gr*  sin  5# 


=:  O 
00 
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Cette  suite  peut  se  sommer  par  la  première  des  formules  (b)  du 
paragraphe  précédent^  et  on  en  tire 


îT    c*  —  e^* 


dx 


/*    fi  T?  m  n  o.  Tf* 

—r .    .      V    > 

La  même  analyse  étant  appliquée  aux  intégrales   /    .        .  -jj-r-, 
r  ,    t^     , .  ?il?f ,  /li^  .  ^  ,   on    obtiendra  les   résultats 

J  X  (  1  4-  J?^  )     COS  PX  ^  ^  l  +  xx     cos  ^x  ' 


suivans 


(«0 


/si 

/ 

f 


sin  ox  dx        _^  ir     ef^-^e'^ 

sin  6x  '  i  +  XX  "^  a  '  c*  —  c~*  * 

cosax         xrfx       jr     c*  +  e^* 

sin  bx  *  1  -f-  XX   "^  a  '  e*  —  e""*  ' 

sin  ox  dx       ^_^  «•    c* — e"^ 
cos  bx  *  x(i  +xx)         a  '  c*  +  «"*  ' 

cos  ax  dx       ^^^  jr    e^4"^" 

cos  6x  '  1  +  XX  """  a  *  e*+c 


■— « 


— *• 


3o.  On  peut  parvenir  directement  à  ces  résultats  par  les  consi- 
dérations suivantes.  Soit  X  ou  X  (x)  une  fonction  paire  de  x  qui 
puisse  se  décomposer  en  un  nombre  fini  ou  infini  de  fractions  par- 
tielles de  la  forme  -^ — -^ ,  c  étant  une  quantité  réelle ,  ensorte  qu'on 

ait  K  (x)  =  S  Ç  ^_  ^ y  le  signe  somme  se  rapportant  à  toutes  les 

Xrfr 


valeurs  correspondantes  de  A  et  de  c.  Pour  avoir  l'intégrale  /- 


+XX 

depuis  ar  =  o  jusqu'à  ^=00^  il  faudra  prendre  entre  les  mêmes 
limites  l'intégrale  j,  ^^  —  ^  ,  et  réunir  toutes  les  quanti- 
tés de  la  même  espèce.  Or  par  la  formule  (16)  du  §  I  ^  on  a 


r         Adx 

J  (c*— X*)  (i+x*; 


donc 

•  /*  Xrfr  w  r^     A  ^  -v  /   y         \ 
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c'est-à-dire  qu'il  faut  faire  jc*  =  —  1  dans  la  fonction  X ,  et  multi- 
plier le  résultat  par  -. 


sinax 


Soit,  par  exemple,  X(j:)=^^^^,    on    aura    X(i/— i)  = 

3i.  Les  formules  (a)  supposent  a<^b;  lorsqu'on  aura  fl>^, 
il  faudra  faire  az=:2kb  +  Cy  k  étant  un  entier  et  c  une  quantité 
positive  ou  négative,  mais  moindre  que  b. 

Considérons  d'abord  la  première  formule;  nous  avons  trouvé 
dans  le  §  précédent ,  que  dans  le  cas  dont  il  s'agit  on  a 


sm  ax       8in  ex 


.    ,    =  .    ,    +  2Cos(a-^i)jc  +  2COs(a-r-5i)x  .  •  ♦  H-  2côs(i-{-c)a:, 

01(1  OJU  slU  OJu 

D'un    autre   côté ,  par  la   formule    (  i  )   de  la  troisième   partie , 
page  358,  on   a     "^ 

/ircos  Tix        «r       . 

donc 

rsmjixdx_   ^^/^-(a-0^^-(.^30^e-(a-50_.4.e'-<*-^^M 

,     /'sin  rx       dx 
j    sin  bx  *  J  -f-xx* 

La  somme  de  la  suite  comprise  dans  celte  valeur  est 

1  —  c'*  e* — e  * 

etrintégrale/  ^î^4-  •     .  '^     est  donnée  parla  première  des  formules 

"       J    siD  bx     1  -J-xx  *  * 

(a) y  puisqu'on  a  c<^b;  donc  on  aura 

^    ^     J  sio  6x  *  1+xx  "^      *  e* — c*"*  a  *  e* — e""*         a  '       e* — e"** 

Sa.  Si  on  difTérentie  cette  équation  par  rapport  à  «,  et  qu'on 
observe  qu'alors  ^  z=  i ,  il  en  résultera  cette  autre  formule 


f  /v  f*xcoiax        dx  » 

C'est 


1 
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C^est  aussi  ce  qu'on  trouverait  directement  par  le  développement 

de  ^.^^,    «  donné  par  la  seconde  des  formules  (e)  du  S  IL 

Nous  remarquerons  cependant  que  la  formule  précédente  est 
sujette  à  exception^  lorsque  a=  (^Ai-f- i)&;  car  alors  on  pourrait 
faire  indiflëremment  «=;=2A:i+A,  ou  ^  =  (2^+^)^ — ^f  c'est-à- 
dire  c=zby  ou  £?=!=•—£.  Or  le  résultat  de  la  formule  n'est  pas  le 
même  quand  on  &it  cz=:b  et  quand  on  fait  c  =  —  bj  puisque  dans 

la  première  supposition  elle   donne   -  -f-  ^^  ^i  p  et  dans  la  se- 

iconde ,  -5^—=$  —  7  'tt,  U  faut  donc    recourir  à  une  autre  méthode 
pour  trouver  la  valeur  exacte  de  l'intégrale  dont  il  s'agit. 

35.  Lorsque  a=i(2k  +  t)b,  on  a  la  formule 

cosoo?        cosbx  •       T  •     /T  '19 

-: — 7—  5=  -: — 7 2Sin20x  —  3Sin  Abx. .  p  —  asm 2kbx , 

aia  bx        sin  bx  ^  .  ^ 

laquelle  ne  souffre  aucune  exception.  Si  on  multiplie  de  part  et 
d'autre  par  — r — ^^lerésultatdùauxtermes-^asinaio:,*— asin4^jcr^etc, 

1  •+"  XX 

se  trouvera  exactement  par  la  formule  connue 

/xdx  sin  mx        9    _« 

ainsi  Terreur  que  nous  avons  remarquée  ne  peut  venir  que  de  Tin* 
tegraley  ^^^^ .  7^:;;^,  qm  ne  peut  être  -  •  ^s^F^,  comme  Im- 

diquerait  la  seconde  des  formules  (a'). 

JjOl  vraie  intégrale^  dans  le  cas  de  a=:b ,  se  trouve  par  l'équa- 
tion (c) ,  IV'  partie^  n*  1 5 1 ,  et  cette  intégrale  est 

coabx       xdx  sre""* 

ain  bx  '  1  -f-xo;      .  e*— e""*' 


/: 


D'ailleurs  on  a  sans  difficulté 

xdx 


/xdx  ê 

j-r^  (asin  aJor  +  asin  ^^x.  •  •+  asin  2kbx) 
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donc^  lorsque  a  =  (2Â:+i)*,  on  aura  généralement 

(^)  J  âîirbi  •  7+^  ~  ?^e-*' 

Ce  résultat  est  le  milieu  précis  entre  les  deux  valeurs  que  semblait 
donner^  pour  le  même  cas,  la  formule  (c). 

C'est,  au  reste,  un  phénomène  analytique  assez  remarquable^ 

que  l'intégrale  /  T^fx",  •  "^^  ^^^   *^^^^   valeurs  très -différentes, 

lorsque  «  =  (2Â:+i)*  y  et  lorsque  a  diffère  infiniment  peu  de  cette 
valeur  en  plus  ou  en  moins.  Ainsi  co  étant  infiniment  petit,  l'in- 
tégrale Z  correspondra  de  la  manière  suivante  aux  trois  valeurs  de  ^: 


«•C-* 


a  —   (2Â-+T)è— ûl,.  Z   =   -j— —j  +  ^TT, 


a  ==  (2^+1)4, 


e' — e 


sre-" 


a  =  (2A:+i)*  +  ûi,         Z  =  -^-i^r. 

La  première  intégrale  résulte  de  la  formule  générale  (c'),  en  fai- 
sant c  =  b' — coy  et  négligeant  ensuite  cû;  la  troisième  résulte  de 
la  même  formule,  en  faisatit  fl=(2A:+3)A — (^-*-^)>  ou  c= — (^—-ûi), 
puis  négligeant  co. 

La  seule  exception  à  la  formule  générale  a  donc    lieu  dans  le 

cas  où  T  est  un  nombre  entier  impair;   cette  exception  est  indi- 

quée  par  la  formule  elle-même ,  qui  passe  de  la  valeur  -5 — rj  +  î  ^ 

à  la  valeur  -^ — zii — ï^>  dans  l'intervalle  infiniment  petit  compris 
depuis  fl  =  (2A:-f-i)i-— û>  jusqu'à  «  =  (2A:+i)ô  +  û^. 

34.  Venons  maintenant   à  l'inléffrale   Z  =  /  ?2ifî  . — -£-.  En 

supposant  toujours  a=:2kb  +  Cy  on  aura,  suivant  l'article  26  du 
§  précédent , 


COSÛLT  V  COS  ex 


— T-  =îC0SA:7r.  — r--  +  2Cosfrt — ô)x — acosTo — 5b)x 

• . .  —  2COS kyr  cos(b+c)x. 
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Mullîplîaat  par  j-x^ ,  et  intégrant  dans  les  limites  requises ,  on 
aura  d'abord ,  par  les  formules  {a')  , 

/coscx        dx  îT    e^+e"*^ 

cosbx  *  1  +070?        a  *  e^+c"*  ' 

ensuite  l'intégrale /—r —  C^cosCa— i)j>-2cos(a— 3i)r...— acosAîrco6(i+c)x] 

a  pour  valeur  7r(e"'^*""*^ — e""^*"^*^+e"^*-^5o.^  cos  ATTe""^*"^*^^) ,  progres- 
sion dont  la  somme  est 

'^^ r+?^=î ">      ^^      ^'        e*  +  e->""' 

Donc  on  a  en  général 

V   -^  J   cosbx     i  +  xx        a  e*+e  *    *    e*-f-c  * 

Cette  formule  n'est  sujette  à  aucune  exception;  car  si  on  avait 
a  =  (21+  i)by  ce  qui  donnerait  en  même  temps  a  =  (at+a)^ — i, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  formule  donnera  le  même  résultat^  soit 
qu'on  fasse  A:  =  /  eicz=.b,  soit  qu'on  fasse  A:=i+i  et  cz=: — b. 
Alors 9  en  effet,  les  deux  facteurs  cosA:^  et  e'  —  e"~',  changeant 
a  la  fois  de  signe  y  leur  produit  reste  toujours  le  même. 

35.  Soit  proposé  enfin  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale 

rj   Pmax  dx 

"""  J  a; COS  bx*  \  +a:jc  * 

lorsque  az=:2kb  +  c.  Alors  on  a,  par  les  formules  du  §  précédent. 


8in  ax  1       sin  ex 


Mais 


r-=:C0SA:7r. r-4-Pi 

coabx  cosbx    *        ' 

P  =  3sin  (a^^b)x  —  2sin(^ï—  Zb)x  +  asin(a  —  5b)x. . . . 
scosAtt  sin(i  +  c)x. 

dxûnax 


•  •  • 


is  au  moyen  delà  formule  f    /  T^^x  =  rC^^'^^O^  donnée 
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troisième  partie^  page  36o^  on  trouve 

/•   P(£r      f      '7r(i  —  i-f-i. . .  •— cosAltt) 

La  série  i  —  i  + 1  •  •  •  •  —  cosAtt  a  pour  somme  ze'ro^  si  k  est  pair, 
et  I  si  k  est  impair  ;  donc  cette  somme  est  représentée  généra- 
lement par  |(i  — cos^Tt);  quant  à  l'autre  série,  elle  a  pour  somme^ 
comme  dans  Tarticle  précédent^ 

e"""  —  c"^  C08  kfr 


^« i — 't — izr 


Donc  en  substituant  la  valeur  de  /  ^'°  ^f  .  /^  ,  donnée  par  les 
formules  {a')^  on  aura 

Cette  formule  n'est  encore  sujette  à  aucune  exception  ;  car  lors* 
qu'on  a  «  =  (2*+ i)A,  soit  qu^on  fasse  hi^iy  £?=i,  ou  As=i-f-i^ 
c=:— &^  on  obtient  toujours  le  même  résultat^  savoir, 


vé 


Ainsi ^  par  exemple,  lorsque  a:=by  on  a 

Cette   formule   étant  combinée  avec  la  formule  (d)  du  n*  iSi^ 
quatrième  partie^  qui  donne ^ 


/ 


jcAr  tangflx  ^__^    îtc""* 

on  en  tire 


Or  celle-ci  peut  se  démontrer  directement;  d'ailleurs  elle  se  dé- 
duit de  la  formule  (d)  qu'on  vient  de  citer ^  en  faisant  m=:0. 


y 
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56.  Il  résulte  de   ce  qui  précède,  que  lorsque   a  est  >i,  si 

on  fait  az=:2kb'\^Cy  k  étant  un  entier  et  c  étant  plus  petit  que  b^ 

ou  tout  au  plus  égal  à  6,  on  aura  les  quatre  formules  suivantes: 

/ûrtcix        dx    ____^ir    c^+c"*— ae""* 
sin  bx  *  1  +xx^^Q  *       6* — e~*       * 

/cosax       xdx    _^^îr     e^— e" ^^f-ae"^ 
flin  ix  *  i  -f-  XX      a  '        e* — e"*~     ' 

^  -^    Psinax         dx    jr^  ^.^N  i  **        !>._  €*+«^^         ^e"^ 

^  xcosbx  *  i+xx      a  ^  -^ ""^ a  * c*-+-e^  "^ e*-|-^  • 

/ 


r-  .  — ; =T  COSA?^,  .  .       .  -f-  -r-r-z 


La  seconde  de  ces  formules  est  la  seule  qui  soit  sujette  à  excep- 
tion y  lorsque  a==  {2k^i)b;  alors  cette  formule  doit  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

*co8ax         xdx  îre"~* 


/ 


* ^—4' 


sin  bx  '   1  -J-xx         è* — è 

57.  Si  on  différentie  par  rapport  a  â  la  quatrième  des  équations 
{i') ,  on  aura ,   en  observant  que  dc^=:zday 

^    -'  y    cos6x      i+xjc  a  c*-j-e  *    "^  e*+c"* 

Ajoutant  cette  équation  à  la  troisième  des  équations  (i!)  ^  il  viendra 

/  r\  Pdx     sin  ax        «•  ,  ,     v 

Ce  résultat  peut  être  vérifié  directement  de  la  manière  suivante* 

38.  Soit  pour   plus   de   simplicité   A  =  i ,  ce  qui  ne   diminue 
pas  la  généralité  de  la  formule  ^   et  soit  proposé  de  trouver  Tin- 

tégrale  2.=  y  ~^Ef,.  nous  considérerons  cette  intégrale  comme 

composée  de  plusieurs  parties ,  la  première  depuis  a:  =  o  jusqu'à 
jç=9r;  la  seconde  depuis  ^  =  7r  jusqu'à  xssaTr,  et  ainsi  à 
l'infini. 

Pour  avoir  la  première  partie,  je  fais  successivement  xz=z{7r—cay 
^  =  T^  +  û>,   et  prenant,   dans  les  deux  cas,  dx:=idu>y  j  aurai 
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l'intégrale 

sinda^r  —  \am)         sin  (  ^  ûr+^Oéi) 


OU 


/*A>       /sin  {^av  —  iati)         sin  (j  qt  +  âg<tf)  \ 
J  sin  «      \ 


2«  sin  ^  ûîT  cos  a#  —  w  cos  ^  a^  sin  fl«\ 


qu'il  faudra  prendre  depuis  a  =  o  jusqu'à  «  =  |  tt. 

La  seconde  partie  ,  depuis  a:  =  9r  jusqu'à  jc  =  27r,  se  trouvera 
de  même  en  faisant  successivement  a;  =  |  'TT  —  a ,  j:==|  tt  +  o)  >  et 
on  aura  l'intégrale 

/•  dtt    /a«  sin  |  a*  cos  a^  —  3^  cos  |  ûît  sîn  aot\ 

qu'il  faudra  encore  prendre  entre  les  limites  «=o,û)=|^. 
Si  l'on  continue  ainsi  indéfiniment  et  qu'on  fasse ^  pour  abréger^ 

T- -  a  sin  \  am        a  sin  |  ctt        asin  |  gy 

«-  ircosias^        5{rco8^a9r    ,     5^008 |g?r 

rintégrale  cherchée  Z  sera  transformée  en  une  autre  qui  doit  éire 
prise  depuis  o)  =  o  jusqu'à  ûï  =  ^  :t  ,  savoir 

rMmda  cos  a«  ^_^  rT^dmsmatÊ 

J  sin*  J 


—. • 

sin«f 


Maintenant  il  résulte  des  formules  (a)  dti  §  II ,  qu  en  supposant 
a  < I  ,  on  a 

-,        ^  sin  an  -^r        cosatt 

M  = ,       iN  = f 

tt  cos  tt  '  cos  0 

Donc  en  faisant  la  substitution  y  on  aura  Z  =  o.  Lors  donc  qu'on 
suppose  a  <  I  >  on  aura 

dx  sîn  ax 


/- 


X  cos  X 


=  o. 


Lorsque  fl=  i  ,  celle  formule  cesse  d'élre  exacte  ;  on  voit  en  effet, 
dans  ce  cas,  que  tous  les  termes  qui  composent  la  suite  N,  sont 

puis ,  et  qu'ainsi  on  a  N  =  o  j  dans  le  même  cas  on  a  M  =  733^7  j 
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ce  <]ui  donne  Z  =.fdj>>  =  &>  =  ^  ^.  Doue  on  a.  alors 


/ 


—  tang  ;r  =  i  TT  ; 


ce  qui  s^accorde  avec  une  formule  déjà  trouvée. 

Si  dans  les  deux  formules  précédentes^  on  met  bxdi  la  place  de 
or  et  T  au  lieu  de  ^^  on  aura ,  en  supposant  a  <^b, 

dx  sin  ax 


f 


z=z  O 


X  cos  bx    "^       * 

et  lorsque  a  =  &  ^ 

f^  tang  ax  =:  iTT. 

Sq.  Il  faut  maintenant  trouver  la  valeur  de  la  même  intégrale 
lorsque  a  est  '^  b;  pour  cet  effet  nous  supposerons  à  l'ordinaire 
a  :=sz akb  '^c y  k  étant  un  entier^  et  c  étant  moindre  que  b.  Or  on  a 

sin  ax  +  sin  (  a  —  ab)  x  .     /  »  v 

^ i-  =  a8m(a-i)a:, 

de  là  on  tire 

/dvsinax    ,     /'dxsin  (ia— aJ)  j?  pdx    .     /  ,v 
7 h  /  — ' — ^= — r — -—  =2  /  —  smfa— éjj?  =  7r, 
X  coa  bx        J            X  C03  bx                    J     x          ^  ^ 

Donc  on  a  successivement,  lorsque  c  n'est  pas  égal  à  b^ 


dx  sin  (  a^  +  r  )  X  ^^ 

X  cos  bx  "~^        ' 


et  en  général , 


f 

/djc  sin  (  4^  H-  r  )  a:    ^_^ 
X  cos  ^x  ' 

/dx  sin  (  6^  +  c  )  X  
X  cos  ix            "^       ' 

/dx  sin  ox         «•  /  •     v 
r--  =  -  C  I  —  cos  Att)  , 
X  cos  bx           2,^  '  ^ 


ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (/'). 

4o.  Cette  formule  est  cependant  sujette  à  exception  lorsque  ^i  =x=  &^ 
et  en  général  lorsque  a  =  (  2A:  +  x  )  6.  En  eifet  ^  dans  le  cas  de 
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T—  =  - ,  d'où  Ton  déduit 

39  cos  bx         a  ' 


/ 
/ 


dx  sin  Zbx »• «• 

a:  cos  io:    """  a  ^"^  a  "^ 

djc  sin  bbx  ^__  »• ît 

a:  cos  6x  a  """  a  ' 

et  en  général  i  étant  un  entier  quelconque^ 

'dx  sin  (at  +  1  )  ^x        sr  ' 


/ 


X  cos  ^x  a' 


On  voit  a  priori  pourquoi  la  formule  (/')  ne  peut  avoir  lieu  lors- 
que a  =  2ib  +  i  ,  c'est  qu'on  peut  faire  également  a=(a/+  2)6 — 4, 
ce  qui  donne  ^z=  /  ou  A:  =  /  +  i.  Or  ces  deux  valeurs  de  k  donnent 

pour  ^  (  I  —  cos  k7r) ,  deux  valeurs  différentes  o  et  -Tr,  La  vraie 
valeur  de  l'intégrale  est  une  moyenne  ~  entre  les  deux. 

4i.  Puisque  la  formule  (T)  est  sujette  à  exception  lorsque 
tf  =  ( 2i+  i)  i ,  il  s'ensuit  que  la  formule  (k')  est  sujette  aussi  à 
exception  dans  le  même  cas ,  sans  quoi  la  différence  des  deux  ne 
pourrait  donner  la  troisième  des  formules  (  i')  ^  laquelle  n'est  sujette 
à  aucune  exception.  Or  on  a  toujours 

/dx  sin  ax         /*«in  ax      xdx  P  s\n  ax  dx 

X  cos  bx        J   coà  bx  *  1 4-xx  ""~  J  X  cos  bx  *  i  -\-xx  ' 

donc  dans  le  cas  de  a=(a*-|-  i)  i,  la  formule  (A:')  doit  être 
remplacée  par  celle-ci^ 


/ 


sin  ax       xdx  «-e""* 


çoa^x  '  1 +XX  "-^  c*  +  c—*  * 

lorsqu'on  a  simplement  ^  =  &  ^  cette  formule  s'accorde  avec  la 
valeur  connue  de  f-'j^P^^-  (f^o/ez  la  formule  (d)  du  n*  i3i  , 
IV*  par^e.) 


JIV, 
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^  IV.  De  r intégrale  Z  =  Tî^+i^  dx  sw  rx,  c^  autres 
semblables ,  prises  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  oo. 

4a.  11  £iut  supposer  «  <  tt  ,  sans  quoi  l'intégrale  deviendrait  in- 
finie ;  cela  posé  ,  on  pourra,  en  vertu  des  formules  (*)  du  §  II , 
mettre  l'intégrale  %  sous  cette  forme  : 

Mais  dans  les  limites  données,  on  a  trouvé  TfélïïL!^  — jî  c-«' 
et  I  —  sin  rx:=z  -  ;  donc 

Z»  =  7  —  e-'  cos  a  -f-  a""*'  cos  2a  —  e-^'  cos  5^  +  etc. 
Or  la  suite  z  cos  a  —  z*  cos  2a  -f-  z'  cos  5a  —  etc.  est  le  développe- 
ment de  la  fonction  ^  ^  ^^^°     1   >  ;  donc  en  faisant  «s=;  e"",  ou 
aura  Tintégrale  cherchée 

*       1  +  a^r^cos  a+e^*''*"  •  *  c'+  e""^+  a  cos  a 

45.  Spitproposésemblablementrintégrale  Tj=^f''^^~r:^xdxcosrx^ 

dans  laquelle  on  suppose  toujours  a  <  tt  j  on  pourra ,  au  moyen  des 
formules  (b)  du  §  II ,  mettre  cette  intégrale  sous  la  forme 

Effectuant  les  intégrations  au  moyen  de  la  formule  connue 

dx  cos  rx         7r         «*     .1      .       , 

hP^  =  Sli  *"  »  »*  ^»e"«ïra 


/ 


711* 


Z  =  e    i''cos{a  —  e"'i''cos  \  a+ e""t'"cos|a -— etc. 
Mais  on  a 

cosfl  ^  ^  cos  50  +  z*cos  59-^  etc.  =     O+Ocosé 

1  +  as  cos  a*  +  ** 

34 
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donc  en  Êtisant  z  ==  e~',  0=  ^a,  on  trouvera  Z  ou       . 

/^!^±fl!!  ^  cos  rx  ==  (ili:£±li2ii±. 

44-  Par  une  analyse  semblable  ,  on  déduira  des  formules  (  A  ) 
du  §  Il  ^  deux  autres  intégrales ,  que  nous  comprenons  ayec  les  deux 
précédentes  dans  le  tableau  suivant  : 

rf!:±£r  ^^  cos  rx  =  i£i:±i:i:ii2îi^. 


I  _  I 


—  dx  sm  rj?  —  ^  /       » 


J  e^^  +  e-^*  e''  +  6-'*+  2  cosa 


tfx  — ax 

r    —  e  f  sm  a 

oor  cos  rx  = î 

n  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  ces  intégrales  sont  prises  depuis 
ar=:o  jusqu'à  or  =  00,  et  qu'elles  supposent  «<  ^. 

45.  Les  principaux  corollaires  qu'on  déduit  de  ces  formules^  sont 

/dx  sin  rx    ^    e''  —  1 
^«•x_g-îrx—  4-^r^  1* 

pdxcoirx    ;  __  î  e» 


(*") 


/jjg  C08  rx à  e'' 


xdxûuTx  ,       e*    — e 


:^r        _-.tr 


ax        ^— ax 


e^^  —  g— »-a^ 


r 


dx=^{\3mQ\a, 


g^rx    I    g— îTJt  fl  cos  5  a 

Ces  formules  sont  faciles  à  vérifier  par  le  développement  en  séries 
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et  les  formules  d'intégration  connues.  D^ailleurs  on  peut  observer 
que  la  troisième  et  la  quatrième  se  déduisent  de  la  première  et  de 
la  deuxième  y  en  différentiant  celles-ci  par  rapport  à  r. 

Ces  formules  sont  d'ailleurs  susceptibles  d'en  fournir  une  infinité 
d'autres  par  la  différentiation  ou  Tintégration  relatives  aux  coeffi* 
ciens  a  et  r. 

Far  exemple^  si  on  multiplie  la  cinquième  et  la  sixième  par  da^ 
et  qu'on  intègre  chaque  membre  depuis  a=:o^  on  aura  les  deux 
formules 


MX 


.  ,.  J       e^'—à-^'       ^  ^  \  cos  i  a/  * 

la  première  s'accorde  avec  lequation  (b) ,  page  log, 

46.  Considérons  de  nouveau  la  première  des  équations  (û^)  ;  si 
on  multiplie  chaque  membre  par  e^^dpy  et  qu'on  intègre  par  rapport 
à  Fy  depuis  r  =  o  jusqu'à  r=oo;  comme   on  a   dans   ces  limites 

yà-«' dr sin rx  =    ^^   , ,  il  viendra 

Si  on  fait  e~  '  =  z^  le  second  membre  prendra  la  forme 

•  J    1  +  aa  cos  a  +  »•  *  (  z  =  i 

intégrale  qui  pourra  s'exprimer  par  arcs  de  cercle  et  par  loga- 
rithmes toutes  les  fois  que  m  sera  rationnel.  Par  exemple ,  si  on  a 
mz=z\yOn  trouvera 

Si  on  multiplie  celle-ci  par  da ,  et  qu'on  intègre  chaque  membre 
depuis  a  =  o ,  on  aura 

?^nrF^  •  7^:^= — î  *  ^^* '^  +  •  "^  "  *^s  (  2  +  a  cos  a  ). 
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47.  En  général ,  soit  Z  =  f  ^  IT^^Sr  ^  ^^  développement 
en  série  donne 

-^1 ^ — — -  zzsz"""'— •:jz'"cosa+2z"'*'*cos3a — 2z"*'*"*cos5fl  +  etc.  ; 

i+a«co8a+a*  *  •  ' 

multipliant  par  7  dz  et  intégrant  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  i  ^  il 
viendra 

,y ,    1  cos  a  ^^  coi  âa        cos  5a    , 

"^  **7»  "^  m+i  "^  m+fl         m  +  3 


Cette  suite  représente  la  valeur  de  l'intégrale  proposée  /  —      _^^ 

X    ai     ;»  ™3Îs  elle  n'est  pas  assez  convergente  pour  servir  au 

calcul  numérique  de  cette  intégrale  ;  et  nous  remarquerons  seule- 
ment qu'elle  a  la  propriété  d'être  sommable  par  arcs  de  cercle  et 
par  logarithmes  ^  toutes  les  fois  que  m  sera  un  nombre  rationnel. 

On  déduit  des  formules  de  l'art.  x4>  $  I>  ^^^  autre  valeur  de 
Z  y  laquelle  est 

Zi      /  sin  a         sin  Sât    .    sia  Za  :    \ 

=        — : ( ; 7 etc.  J 

1      /  sin  a         sin  aa    ,    sîn  Za  \ 

"""aaina  Xm+a*"*"  m+3    *"  m+4  /* 

ou 

rg  1     /     sin  a  sin  aa  .  sin  5a  .    \ 

là  =  -: (  ' —  —  — r-ij,  -j \ r—,  —  etc.  J. 

8ina\m.m-f-â         m+i.m+3    •    m  +  3«w»+4  / 

Cette  formule  est  plus  convergente  dans  les  premiers  termes  que 
la  précédente;  mais  elle  ne  peut  donner  encore  qu'une  approxi- 
mation assez  bornée ,  parce  que  le  rapport  de  deux  coefficiens  con- 
sécutifs tend  de  plus  en  plus  vers  l'unité. 

Au  reste  l'identité  des  deux  expressions  est  fiicile  à  démontrer 
immédiatement  ;  car  si  on  multiplie  par  sin  û  la  suite 

1  cos  a  j^  cos  aa        cos  5a  ^^ 

am         m+i    '"m  +  a        i»-t-5    "^       *  ** 

le  produit  sera 

sin  a         2   sin  aa    .    ,    sin  Sa— sin  a        ,   sin^^^-sinaa    »      ._ 

^t::. Ï-— r-  +  ï« r-:; — -^  »• —       .  ^  ^    H-  etc.. 
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€t  il  se  réduit  ullërieurement  à 

ain  a  sin  aa  .  sin  3a 

m.m  +  a        m+i.m+o   '    m-}-^*^+4 

On  peut  encore  multiplier  cette  dernière  expression  par  sin  a  ^ 
et  le  produit  sera 

1  ,  cos  a 


am.m-(-a        •'m  +  i.m  +  S 
acosaa  .  a  cos  3a  a  cos /a  . 

m.7n  +  a.m  +  4        m-J- i.m  +  S.m  +  B        m  +  a.m+4.m+ 6^^       *' 

mais  la  yaleur  de  Z  qui  résulte  de  ces  transformations  n'est  con^ 
vergente  que  dans  les  premiers  termes  y  et  ne  peut  donner  que 
difficilement  un  certain  degré  d'approximation. 

48.  Reprenons  la  formule 

I  i dx  smrx  =  7  .  — • , 

et  soit  a^s^fC'^eâ,  e»  étant  infiniment  petite  on  aura^  en  substi- 
tuant et  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  â>*  dans  le  second 
membre  , 

— ^ dx  sinrx + /e-»*  dx  sin  /a?  =  7  •  — ^—. 

Mais  en  iq^tégrant  à  l'ordinaire  dans  les  limites  x=o^  a:=:oo,  on  a 

fer-^dx  sin  rx  =  -73;—;  donc    en   négligeant  les  quantités   de 

Tordre  û»%  dans  les  deux  membres  ^  on  aura  la  formule  suivante^ 
dans  laquelle  m  n'entre  plus^ 

/dlr  sin  rx  ^__^  ,     c'  +  1  '      i 
^airx 1  "^  *  *  e*"—  1        ar*  • 

Cette  formule,  développée  suivant  les  puissances  de  r^  reviendrait 
aux  formules  connues  par  lesquelles  on  détermine  la  valeur  de  la 

suite  ^+^  +  3^  +  7;  +  etc. ,  n  étant  un  nombre  pair. 
49-  Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  par 


1 

\ 
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er^^'dr  et  intégrons  depuis  r=:o  jusqu'à  r=oo,  nous  aurons 

Si  on  fait  e^'z^zZy  et  qu'on  appelle  T  Fintégrale  /Y  ^  _ ^\ 

prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  ^  =  i  ^  le  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente  se*  réduira  à — — +7TJ  il  ne  s'agit  donc  que  de 

trouver  T.  Or,  par  la  formule  (i4)  du  §  I,  on  a  T  =log  m  —  Z'/w  j 
donc 

C- — =^^  ^'-hi^ogm^iZ'm} 

et  dans  le  cas  de  m^niy 

5o.  Considérons  maintenant  la  formule 


/•  dx  cos  rx    ï 


et  multiplions  chaque  membre  par  e^"^'  dr;  si  on  intègre  de  part 
el  d'autre  depuis  r  =  o  jusqu'à  rssoo,  ce  qui  donne yè~""ÉÎrcoàra: 

771^   «^   a;»  > 

/dx j^   r   e^'^'àr 

^— — ^,  cette 

intégrale  «devant  être  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  2=1.  Donc  en 
vertu  de  la  formule  (7)  du  §  I ,  on  aura 


/ô 


dx 


l-Z'a/»4-|)-2^^'(f™+i); 


y +6'^'')  (m«+xO        4^^       V  «      -T-  4  y         4771 

de  sorte  que  cette  intégrale  pourra  toujours  être  évaluée  facilement 
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au  moyen  des  fonctions  Z^  (a)  dont  on  a  montré  l'usage  dans  le 
§  I.  Elle  sera  d'ailleurs  déterminable  par  arcs  de  cercle  et  par  loga- 
rithmes y  toutes  les  fois  que  m  sera  rationnelle.  C'est  ainsi  qu^on 
trouve^  dans  les  cas  de  i7i=  i  et  i»=^^  les  formules 

dx 


A 

S: 


(e"  4-  e-")  (i  4-  *•)  ^  *  ^* 

dx 


(e'^^+e-^'X-H-^) 


log  2. 


$  V.  De  V intégrale  /"^^tJ^- 

5i.  Supposons  d'abord  ^  <  i  ^  et  soit  a  =  cos  0  ;  cette  valeur 
peut  représenter  une  quantité  négative  en  prenant  0  >>  f  ^  ;  mais 
pour  plus  de  simplicité  ^  nous  supposerons  û  <  ^tt  ^  et  nous  con- 
sidérerons séparément  les  deux  intégrales  : 

p  ^^    r  tx^dx  ûnx  r\  ,.^  C  ^^  ^^  ^^^  ^ 

""^  J   cos  X  +  cos  é  *        ^  ""^  j    cos  X  —  cos  *  * 

que  nous  supposerons  prises  toutes  deux  depuis  a:  =  o  jusqu'à  une 
même  limite  a:  =  a. 

Les  quantités  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  «  et  û  ^  qu'on  peut 
désigner  par  P  («,6)^  Q  (^r  ^)9  ^^  ^^^  fonctions  ont  entr'elles 
des  relations  qui  méritent  d'être  remarquées.  On  a  d'abord 


P 


+  Q=/ 


flx"  dx  ûnx  cos  x 


co8*a:  —  cos'é      ' 

ou^  en  faisant  2Xz=2Zy 

^  J    cos  z  —  cos  a*  i  «  = 


2m 


L'intégrale  en  z  n'est  autre  chose  que  la  fonction  Q  dans  laquelle 
on  mettrait  ^ct  et  26  à  la  place  de  a  et  0  ;  ainsi  on  a  généralement 

(1)  P(«,ô)  +  Q(«,e)  =  3— Q(2«,a9>. 

5â.  D'an  autre  côté ,  si  on  ne  £ait  ancuné  hypothèse  sur  la  gran- 
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deur  de  6  ,  on  a  évidemment 

donc  la  fonclioa  Q  doit  satisfaire  à  l'équadon 
Réciproquement  on  tire  de  cette  équation 

d'où  l'on  voit  que  la  transcendante  Q(*,  fl)  peut  s'exprimer  par 
deux  transcendantes  semblables  dans  lesquelles  la  limite  a  sera 
deux  fois  moindre.  Celles-ci  s'exprimeront  semblablement  ^  cha* 
cune  par  deux  autres  y  dans  lesquelles  la  limite  sera  encore  deux 
fois  moindre  y  ainsi  de  suite.  Donc  la  transcendante  Q ,  pour  une 
limite  donnée  et  y  peut  se  déterminer  par  des  transcendantes  sem-« 
blables  qui  répondront  à  des  limites  aussi  petites  qu'on  voudra. 

Lorsque  x  demeure  très  -  petit  dans  toute  l'étendue  de  Finté- 

donne  O  f  a.  9)  =  -7 — ,  ^.  . tt«  Mais  si  on  se  bornait  à  ce 

seul  terme  pour  exprimer  Q  («,  8)  ,  la  formule  (2)  donnerait  une 
valeur  entièrement  semblable  pour  Q(aflt,ô),  Q(4*>8),  etc., 
laquelle  cesserait  bientôt  d  être  assez  approchée.  Il  faut  donc  ad- 
mettre d'autres  termes  dans  la  valeur  de  Q(a,fl)  lorsque  (t  est 
très-petit  ,  pour  pouvoir  en  déduire  avec  une  exactitude  suffi- 
sante, la  valeur  de  cette  fonction  lorsque  «t  est  d'une  grandeur 
quelconque. 

53.  Pour  avoir  maintenant  la  valeur  de  l'intégrale  Q ,  j'observe 
qu'en  intégrant  par  parties  on  a 

Q  =  — *ar"  log  (cos  x—  cos  9)  +  ^w/a?"""'  dx  log  (cos  x  —  cos  fl)  : 

il  faut,  pour  aller  plus  loin  ,  avoir  la  valeur  développée  de 
log  (  cos  x  —  Cos  ô).    Or  en  faisant  m  =  cos  ô  +  ^—^  i  sin  6  , 

M  =  cos  (^  —  9)  +  /—  1  sin  (tt  --  8)  =  e^^-^W-^  ^  on  peut 

mettra 


CINQUIÈME  PARTIE.    S  V.  195 

mettre  cosjc  — cosd  sous  cette  forme 

coso:— cos  fl=  iM(i  — /ne^v^-')  (i  — /na-'v/-«). 

Prenant  les  logarithmes  et  développant  en  séries^  il  viendra 

fc)g(cosa:— cos6>=^M— /?i^^-  »— ^/w»e"v^-'  _^mV*v^-»  —etc. 

+£  i  —^Tie-'V'-'— î/w^e-***^-'—  ^/w^e-^'v^-»— etc. 

-  Substituant  les  valeurs  /7i=cos OH-y^ —  i  sin6 ,  ^M=  (tt — 6) \/ — i^ 
on  aura 

log  (acosor— 2  cosô)  =(7r— fl)/— i — 2  cos  x  (cos  fl  +/ — i  sin  6) 

(  cos  28+ v/ —  i  sin  26) . 


a  cos  ax 


a 

a  cos  3x 

3 
etc. 


(  cos  39+ v/ — i  sin  39) 


Celte  équation  en  donne  deux  autres  ,  savoir , 

Î^IIL  =cos  arsin  fl+jC0S2a:  sin29+4cos  Sorsin  39-t-etc. 

(3)     ^  ^ 

log  (2  coso:— 2COsfl)=s — 2  cos  or  cos  8 — ^  cos  2ir  cos  20 

—  I  cos  3x  cos  39  —  etc.  j 

elles  supposent  d'ailleurs  Tune  et  l'autre  a:  <  0. 

La  première  des  deux  équations  précédentes  est  une  suite  de 
Téquation  coanue 

i(7r— fl)=sîn9  +  f  sin29+^sin39  +  isin49  +  etc.; 

car  si  à  la  place  de  9  on  met  successivement  9-{-ar  et  9 — x  , 
et  qu'on  ajoute  les  deux  résultats ,  on  aura  la  première  des  équa* 
lions  (3). 

54.  Au  moyen  de  la  valeur  trouvée  de  log  (  2  cos  x  —  2  cos  9  ) , 
on  aura  l'intégrale 

Q  =  —  ar^  log  (  2  cos  x—^2  cos  9) 
-^  2/7i/ar-'<iï:(cosa:cos9-f'  7COS  2a:cos28-f-|cos  3ji:cos3fl+elc. 

25 


194  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Conliauant  d'intégrer  par  parties ,  oa  aura  l'iatégrde  cherchée  Q  on 


h 


^l^irslnx  _      çj _^log  ^2 COSO:— 2  C0s6  ) 

cos  x— cos  é  °  ^ 

C083é 


—  smof*""'  f  cosBsinxH — —  sm  aa:  H — g^sinSjc+etc.  J 
//x  ^^im.m — i.jc""*f  cosflcosxH 5— cos  2arH — ^^-cosSor+elc.J 

,  „ .  /  A    •  ,     COS  20   .  ,    COS  3tf    .       -        I       a      \ 

4-a/w./w — 1 .771— a  .a:"  '  f  cosHsmx-f-  — 5— sm  ao:  f     „^   sin  3a:H-elc.  1 

4-2772.77} 1 .772 3  .772 — 3  .X"*""*  (cOsG  COSX  +  etC.) 

— etc. 

Lorsque  772  est  impair^  la  constante  C  est  nulle;  mais  lorsque  772  est 
pair ,  la  constante  C  sera  égale  au  dernier  terme  de  la  série  prise  avec 
un  signe  contraire^  en  y  supposant  a:=o;  on  aura  donc  en  général^ 

C''**'    T-i  /         I        \f  Al     C08  20     ,      COS  3é     ,        ^      \ 

==—  2  cos  —  r  (772+l)(^COSeH-^;S^^+   g^Mn-H-etC.j^ 

r  (  772  +  T  )  étant  mis  pour  le  produit  i .  2.3 772.  Cette  valeur 

de  C  pourra  même  être  employée  lorsque  772  est  impair^  parce 
qu'alors  elle  devient  nulle. 

55.  Il  faut  observer  que  la  formule  (  4  )  éprouvera  une  modi- 
fication ^  si  on  rapplique  à  une  valeur  de  x  plus  grande  que  0  ; 
alors  le  terme  — af*log(2  cos  or  —  2  cos  9)  devra  être  changé  en 
—  a:"*  log  ( 2  COS  ô  —  2  cos  jc). 

Ainsi,  par  exemple,  si  on  veut  avoir  l'intégrale  Q  depuis  a:  =  o 
jusqu'à  ^  TT,  on  trouvera ,  en  vertu  de  la  remarque  précédente. 


/: 


COS  x— 'C08  k 


— (i)  log  (  a  COS  Ô) 

mx  ^ ,      ,     \  /        Al    COS  2é    ,   COS  3é    ,      ,     \ 

— 3C0S  —  r  (nH-O  (cos  ^-+-H;M:r  H-giïçr  4-elc.) 

/«•\"-V       A       co»3#    ,    co»5«         .\ 

—  2OT  y     (^cos  9 gr-  +  -5; etc.  j 

,r\  fr=:o           ,                      /A""' /cos  a»        COS  4'    ,    COS  6«       ^,«\ 
(^){x=i.       +3/«.«^-l.(-)      (-^3 ^  +  -65 **''•; 

+2772.772 1.771 2.f-j        (  COSfl g; 1 g^ etC.j 

—2772.772— 1.772— 2.772— 3.  (^-^        (^-^S 1^^^^^') 

—  etc 
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56.  Ayant  trouvé  en  général  la  valeur  de  l'intégrale  Q=:  /  ^  ^rsinx  ^ 

il  suffit  de  mettre  tt  —  0  au  lieu  de  S  •  et  on  aura  la  valeur  de 
rintégrale  P ,  laquelle  sera 


(6) 


/— — r--^=    C  —  x^log  (a  COS  a: + a  cos  8  ) 

+3'W.a:"^'f  cos  H  sinx p-  sm  a^H — =^  sm  3a:— etc.  1 

+am.ii>— I  •ar^^'Tcos  Ocosof— ^^^  cos  aar-f-^^-cosSo: — etc.  J 

— 2wi.wi^— I  jw— a.ic"^^rcos  flsin  a:—  ^^^  sin  ax  +  elc.  j 

•— am./?i— I  .iw— -a.ji:r*~^cosôco8a: —  ^^^  cos  ajc + etc.  j 
4- etc. 

Prenant  d^ailleurs  y  comme  dans  le  premier  ci»  ^  la  valeur  de  Tinté^ 
grale  à  compter  de  â7=  o ,  on  aura  la  constante 

C  =3  COS  —  r  (m  +  i)  (^cos  ô  —  -^^^  ^  __  — cic.^ 

57.  Si  Ton  prend  l'intégrale  depuis  a:  =  o  jusqu^à  jr  =  j  tt  , 
il  faudra  ùiré  or  =  ~  "ir  dans  la  fcmnole  (6) ,  ce  qui  donnera 

CO8X-4-CO8  0  \â/      ^^  -^ 

+2C0S— r  (m+i)(cos9-^  -^i^  +  gsSfT  — etc.^ 

/A"*^V        A       cosS*    ,   cos5«         ^    \ 

+3jn  y     (^cos  0 gr-  +  -gi etc.) 

.  ^    fX=0  ,  /îrV-*/C0Sflé  cos  4*     ,     COS  6*  .      \ 

/jr\"*^/        il       COS  51   .   COS  5*         ^    \ 

— 3/w.wi^— 1./»— 2.(-j     (cos8— -g^^ — I — g^— etc.J 

o^  ^      ,  ^      o  «._!?  ^^V"^  /cosa^        COS  4^  \ 

— -a/w.m— I./7I— 2./»— 5 . l  -  )      1      j  -  —  — ^ — h  etc.  ) 
+  etc. 

Dans  ce  cas  ,  on  voit  que  1  mtegrale  /  -j- pourra  toujours 
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s'exprimer  exactement  au  moyen  des  deux  transcendantes 

.    ,     •  V  />  C03  3^      ,    cos  5é 

A  (  2*  )  =  cos  8 g^  +  -^^ etc. 

^    ^    ,       X    cos  2é  COS  4*      1^  COS  6é 

Il  faut  y  joindre  encore  la  transcendante  cos  ô  —  -^^^ — |-  ~^  —  etc. 

qui  entre  dans  la  valeur  de  la  constante  lorsque  m  est  pair  ;  mais 
celle-ci  n'est  autre  chose  que  la  fonction  B  (  /»  +  i  ) ,  dans  laquelle 
on  mettrait  7  ô  au  lieu  de  S  ,  et  qu'on  multiplierait  ensuite  par  a""*"*. 
En  général  si  on  supposait  connues  les  deux  transcendantes 

sm  9~-^5ir  +  "sSïT  — etc. ,    et     cos  B  —  p;;^  +  ___etc.^ 

on   pourrait  déterminer  exactement  l'intégrale  donnée  par  la  for- 
mule (6)  pour  toute  limite  a:  =  et. 

58.    Le  cas  de  fl  =  o  mérite   d'être    développé  ;  alors  on  a 

— '=.fo(f'dx  tang  7  a:  j  si  donc  on  prend  cette  intégrale 

depuis  a:=  o  jusqu'à^  a:  =^  tt  ,  on  aura 


îr^« 


3 


fxf^dx  tang  |  ar  =  —  f  -  Wog  a 

+  3  cos  î^  r  (jn+ 1)  ^i  —  ^ H- 3ÏH  —etc.) 

—  a/n  (ot  —  1  )  (m—  a)  (J)""'  M^ 

—  am  (/»  —  1  )  (m—  a)  (m  —  5)  (f)"~Vs 
+  etc.  , 

formule  où  l'on  désigne  en  général  par  M  (aA) ,  N  (  aA:H-  i  ),  les 
deux  transcendantes 

M(aA:)  =  I  — ^H--L_  ^  ^-elc.,• 
N(a*+l)  s^jiiçi— ^  +  6^^  — etc.. 
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la  dernière  a  un  rapport  connu  avec  la  transcendante 

puisqu'on  a 

N(2AH-i)  =  ^.(i-^,)S(2*+i); 

mais  elles  ne  peuvent  s'exprimer  ni  l'une  ni  l'autre  par  les  puissances 
du  nombre  tt. 

59.  Si  dans  la  formule  (4)  on  fait  ô  =  0 ,  ce  qui  oblige  de  changer 
log  (2  cos  X —  2  cos  ô)  en  log  (2  —  22  cos  jc) ,  on  aura 

fxrdxQOi  ^  3c=z    a:"  log  (2— 3  cos  x) 

+2 cos^  r  (m+i)  (1  4.  -i^  +  -1_  +  etc.) 

-f*2m .  x"^"  Tsin  a:  4-  ~  sîn  ajc  +  ^  sin  Sx  +  etc.  J 

\^)  'j^^m.m — i.ar"'"*rcosa:-|--^cos2j:+4cos  5.z>-t-etc.  j 

— 2m.m — 1  ./w— 2.a:"~'f  sinx-f-— sin2J:+^sin5a:+etc  J 
—  etc. 

Dans  cette  formule  faisons  a:  =  ^  tt  ,  afin  d'avoir  l'intégrale 
fx^dx  cot  \  X  depuis  a?  =  o  jusqu'à  a:  =  |  tt  ;  nous  aurons 

•cr  ■  M.__^ 

+  2m. m — i./?i— a./?i — S.T-J       N5 
+  etc. 

On  retrouve  dans  la  composition  de  cette  formule ,  les  mêmes 
transcendantes  qui  entrent  dans  la  valeur  de  yx^^«r  tang  7  or  ^  prise 
entre  les  mêmes  limites. 


2m, 


^  ^  —  am./w— i./w — 2 


l 

i 

i 


V 

t 


* 

i 


*^ 


> 
f 

I 

A 

•4 
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60.  Nous  avons  déjà  fait  S  (/7i+  i)=  i  +  ^5h:î  +  -g^sipîH-elc., 

faisons  semblablement  T(/7i  +  i)=  i  —  ^^r,  +  gi^n — ^^^-5 
ces  deux  transcendantes  n'en  font  réellement  qu'une ,  puisqu'elles 
ont  entr'elles  celte  relation 

T(m+i)=(i— ^)S(mH-0. 

Cela  posé ,  les  deux  formules  (8)  et  (10)  donneront,  par  leur  somme 
et  leur  différence ,  les  résultats  suivans  : 

TfC^^:      cos=^r(mH-i).[S(/»+i)H-T(mH-0] 
J    sm  X  2 

+  2A7I.WI— i.m— a.yw— 5.W— 4*(5;}      Me 


etc. 


/a:-^cotx=      gyiogi»+cosîî^r(/H-0-[S('^+0-T('"+0] 

(12)  Va/  y^\«-4 

+  am./w— I.A7I— a,/» — 5.f^^       N5 
—  etc. 

61.  Les  cas  les  plus  simples  de  ces  formules  sont 

J    sin  X 

f^  =        5n"2M.— 5.a.i.aM4, 

J    smx  V/ 

etc. 
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fxdx  cot  or  =  ^  log  2 , 

fx^dx  cot  X  =  0Y log  52  —  a  (S3  —  Tj)  —  2 . 2N3 , 

pK^dx  cot  je  =  0)  log  2  —  5.2  Q-aNs , 

etc. 

Ces  formules  donnent  des  rapports  assez  remarquables  entre  les 

-^^ —  ,  prises  depuis  a:=:o  jusqu'à  X'=l\^^ 

et  les  transcendantes  désignées  par  M  {ik) ,  N  (aÂr+i) ,  S  (2A+1), 
T  (2A+1) ,  lesquelles  peuvent  se  réduire  aux  deux  M(2A:) ,  S(2A:+i)j 
parce  qu'il  y  a  des  rapports  connus  entre  S(2A:  +  i),T  (2Â:  +  i) 
et  N  (2*+  i).  On  peut  conclure  de  ces  équations  , 

1**.  Que  la  transcendante  N3  ou  S3  se  détermine  également  par 
l'intégrale  foc^dx  cota*  et  par  Fînlégrale  fx^dx  cota:;  il  y  a  donc 
une  relation  entre  ces  intégrales ,  et  cette  relation  est 

gTcfx'^dx  cot  X  —  i^fx^dx  cot  x  =  —  log  2. 

2'.  Que  la  transcendante  N5  peut  se  déterminer  par  N3  et 
par  fx^dx  coi  X,  et  qu'elle  peut  l'être  également  par  N3  et  par 
fx^dxcoiXy  ce  qui  donnera  encore  une  relation  entre  N^yfx^dxcoix 
et  fx^dx  cot  X. 

62.  Si  l'on  se  propose  seulement  d'avoir  des  valeurs  approchées 

— r— ,yjc"^cotx,  pour  toute  valeur  de  a:,  on  y 

parviendra  aisément  par  les  formules  du  n*  160^  quatrième  partie. 
En  effet  on  a  par  ces  formules^ 

^  =  a:«-'rfx(i4-(2--i  )H.  *•+  ^-1  H.  x*+  ^  H,  x«+etc.), 
x'^dxcoi  xz=:x^^^dx{i  —  2H,jc* — 2Ha^  — 2113^:*  —  etc.)  ; 
ces  expressions  étant  intégrées  depuis  .r  =  o  ^  on  a 

^^= — HH,.^-; — h— a-H.^-7  +  =-r^H3-T7?+etc. 
/jc"aa?€oLr=: 2H,. — r—  —  2Ha  — r-/—  ^Ha  — ^ê — etc. 
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Il  en  résulte  cette  troisième  formule  plus  convergente  que  les  deux 

autres  y 

\     y  ^  ^  m  *m+a        a*    711+4        ^     m+b 

63-  Si  l'on  fait  a:  =  jTT,  pour  avoir  ces  mêmes  inte'grales  prises 
depuis  a*  =  o  jusqu'à x=  jtt ,  et  qu'on  substitue  la  valeur  7r""H(„,) 
=  S(a„) ,  il  viendra 

(.5)yi-<te..,x=0)-(.-;^.i-â-4-^-â5-?-e''-) 
A^^cotiorz:  ( ^  )  (2 —-.  7 ^-7.  ~ ~.  -i — etc. Y 

•^  *  \2/  \         m+2  4       m+4  4^        m+b  4*  / 

Ces  formules  ont  l'avantage  de  ne  pas  supposer  m  entier  ;  elles 
serviront  dans  tous  les  cas  à  calculer  y  par  approximation  y  les  valeurs 

des  intégrales  /  ^;-^ ,  Jx'^dx  cot  x ,  faf'dx cot  ^x y  prises  depuis 

x=^o  jusqu'à  x:=j^ y  au  moyen  des  valeurs  de  S»,  S^,  Se,  etc. 
données  ci-dessus ,  page  65.  L'expression  de  fx^dx  cot  \  x  est  sur- 
tout remarquable ,  en  ce  que  les  termes  successifs  décroissent  dans 
le  rapport  de  16  à  i  environ  ;  de  sorte  qu'elle  offre  un  moyen  facile 
de  déterminer  cette  intégrale  pour  toute  valeur  de  m. 

&i\.  Mais  en^ertu  delà  formule  (10)^  on  a  successivement 

fxdx  coX.  Y^=- log  2+aM, , 

fx^dxco\.^x=i(^  log  2 — 2.2.1  SsH-a.a.^.M. — a.a.i  Nj, 

/x»rfa:cotfa:==:(^Ylog2+2.3.(^YM.--2.3.2.^.N3~2.3.3 

/à^ixcotio:  ==(^y  log  2+2.4.3.2.185+2. 4. (^^y M, 

— 2.4.3.(^)  Ns—  2.4.5.2.^  M4+2.4.3.2.1  N5, 
etc. 

Connaissant  donc  ces  diverses  intégrales,  on  connaîtra  par  la 

première 
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première  eqnation  la  valeur  de  M2;  par  la  seconde^  on  connaîtra 

la  valeur  de  S3  et  N, ,  puisqu'on  a  d'aille\irs  N3  =  — g—  S3.  On 

connaîtra  de  même  y  par  la  troisième  équation^  la  valeur  de  M^;  par 

la  quatrième  celles  de  N5  etSs,  puisqu'on  a  Nf  =  — —  S5,  et  ainsi 

de  suite.  Il  serait  peut-être  difficile  de  trouver  des  moyens  plus 
simples  pour  calculer ,  par  des  suites  convergentes  et  régulières ,  les 
valeurs  des  transcendantes  S  (2k  ^  i)  et  M  (2k). 

65.  On  pourrait  rendre  encore  plus  convergente  la  formule  em- 
ployée pour  ces  calculs;  car  si  Ton  fait 


A  = 


4  +  ;;rf4  •  43  +  ;;rf6"- 45+etc, 


Sa— 1    1     ,    S4 — 1      1     ,    SS — 1      1 


^  —  ;m^'  4  ^  ^hP4  •  4'  "*"  îîî+6  •  46  +  «*^-^ 


on  aura 


(16)  /ardxcollx  =  (^y  (2  —  A  —  B). 

La  suite  B  est  fort  convergente^  puisque  chaque  terme  est  moindre 
que  la  64°**  partie  du  précédent  :  quant  à  la  série  A  ^  elle  est  facile 
à  calculer  jusqu'à  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra;  mais 
on  pourrait  aussi  trouver  sa  valeur  en  logarithmes  y  par  l'intégrale 

A  =  /     ,  prise  depuis  a;  =  o  jusqu'à  a:  =  ^. 

66.  Revenons  maintenant  à  la  formule  (6)  j  et  supposons  que 

-r- T,  que  nous  désignerons  par  P",  soit  prise 

depuis  X  =zo  jusqu'à  x  =  ^.  Il  résulte  de  cette  formule  que  si  on 
fait  pour  abréger^ 

F  (n)  =  cose  +  S^  +  £^  +  S2L4î+etc., 

G(«)  =  cose  -  ^V^-^^-^  +  etc, 

l'intégrale  P"*  aura  pour  expression 

a6 
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P^ss-^  •7r"log(3  —  3C0sfl)  +  2  cos  — r(m+ï)G(m-|*i) 

—  m.m — i.^"*""*,2F3 

(17)  +  m.m — i./n — a./w— S.^^^.aFs 

—  /7I.7II I./7I— 2./» 5./II— 4*''*'""5.:7*"""^,2F7 

etc. 


La  formule  (6)  donne  pour  premier  terme  —  tj*  log  (  3  cos  fl  — •  3)  j 
maïs  ce  terme  a  dû  être  changé  en  — 'tt"  log  (3  —  2  cos  fl)  ,  con- 
formément à  l'observation  de  Fart.  55.  Ce  même  terme  peut  être 
aussi  remplacé  par  ^"*.2Fi  y  qui  conserve  l'analogie  avec  les  suivans; 
car  on  a  Fi= — \  log  (a  —  a  cos  8)  et  Gi  =ï  log  (2 +2  cos  6). 

67.  Si  dans  la  formule  précédente  on  met  tt—  0  à  la  place  de  0,  et 

qu'on  désigne  semblablement  par  Q"  l'intégrale  A- ^^  a  9  P"se 

depuis  ;r  =  o  jusqu'à  ;r  =  'tt  ^  on  aura  la  formule 

Q»  =— .  TT^logCa+acosô)— -2COS  — r(/?i-f-i)F(/fH-i) 

H-  m.//!— i,:^*"*.2G3 
(i8)  —  m.m — j.m — 2. m — S.^r^—^.aGs 

+  wi.wip— i.wï— 2,/?i— 5.WI— 4-'^ — 5«^""*.2Gy 
•—  etc. , 

où  le  premier  terme*— ^^ log (2  +  2 cos 0)  peut  être  remplacé  par 
—  TT^.aGi. 

68.  Soit  6  =  o  >  on  aura  dans  ce  cas  ^ 

F(/^)s=  I  +±+J,  +  lH.etc.  =  S«, 

G(«)  =  I  —  l4.1_l  +  etc.  =  (i— |î)s., 

et  la  formule  (18)  donnera  successivement 
fxdx  cot  j^Xzsz  27r  £2  , 
fjc^doc cot^x  =  27r*^2 — 2 . 1  .  (2FH-2Gs)  f 

(19)    yx^tirCOt|^=2'7r^^2 5.2.^.2G3, 

/a:*^coti.x=a7r^^2— 4-5.'3r*.2Gs-f4.5.2,i.CaFs+2G3), 

y3c*i:CC0t^Ji:  =  29J^.r2— 5 •  4 .  ^^  263+5 . 4 . 5 .  2 . TT .  2G5 

etc. 
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Réciproquement  on  voit  qu'à  l'aide  de  ces  formules  j  les  transcen- 
dantes S3 ,  S5 ,  Sj  y  etc.  peuvent  être  déterminées  au  moyen  des 
intégrales  fafdx  cot  \  Xy  prises  depuis  a:  =0  jusqu'à  0:  =  ^;  mais 
comme  il  y  a  plus  d'équations  qu'il  ne  faut  pour  déterminer  ces 
transcendantes,  on  aura  des  relations  entre  les  intégrales /jc^c^x  cot^^, 
au  moyen  desquelles  plusieurs  de  ces  intégrales  pourront  être  déter^ 
minées  par  les  autres.  On  voit  y  par  exemple  y  qu'il  suffit  de  connaître 
faf'dx  coi\x  lorsque  /»est  impair,  pour  déterminer  cette  intégrale 
lorsque  m  est  pair  y  et  réciproquement. 

6g.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  peut  par- 
venir aux  mêmes  résultats  par  une  autre  voie.  Considérons  l'intégrale 

m 

T  =yaj:  cot  :i  x.-. ,  que  nous  supposerons  prise  depuis  jc  =  o 

jusqu'à  xzzn'K  ;  en  substituant  la  valeui^  de  -. donnée  par  les 

formules  (a)  y  $  II ,  on  aura 

T=-/2w:cotiar( 1  —  7 j;H r  — etci  { 

Pour  effectuer  l'intégration  ,  il  £aut  connaître  en  général  Tintégrale 
fdx  cot  X  X  sin  mx  y  prise  entre  les  limites  x  s^  o ,  ^  =:  tt  ;  or  je  dis 
que  cette  intégrale  est  égale  à  ^^  quel  que  soit  l'entier  m. 

En  effet,  désignons  l'intégrale  dont  il  s'agit  par  A",  on  aura 
A""*"' — K'^=^fdx  co\\x[sïn{m-^i)x^^shvnxy==i^^ 

nj    r  ^  /      ,     V     T        «in  mx         »in(m-+-0^ 

:=:jaxicosmx — cos(/7i-f-i)^j  = — — ^— X — ^—;  celte  quan- 
tité est  nulle  dans  les  deux  limites  de  l'intégrale  ;  ainsi  on  a 
A*"*"*  =  A"  =  A';  mais  A*  =fdx  cot  ^  x  sin  a:  =yatir  cos'i  x 
2=/dx  (  I  +COS  jc)  =a:+sin  jc,  et  en  faisant  x^sz^tt,  on  a  A*=^; 
donc  A"  =  TT. 

70.  Cela  posé^  la  valeur  de  l'intégrale  T  sera 


Développant  les  différens  termes  suivant  les  puissances  de  a  y  il 
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viendra 

+  2««(i  —  1  +  55  —  ij  +  è— etc.) 

+  a«*(i  -^  +  ^  -  i,  H-  ^_.  etc.) 
+  etc., 

et  par  conséquent  en  faisant  G»=  i  — ^ + g: — etc.  =  f  i  —  —  j  Sn, 

T  =  a  log  3 -f-  aa^Gj  -f-  ao*  G5  +  aa*  G,  -+■  etc. 

De  là  on  voit  que  pour  obtenir  les  sommes  des  suites  désignées  par 
G5,  G5,  G, ,  etc. ,  il  suffît  de  développer,  suivant  les  puissances  de  a, 

rintégrale  T  i=fdx  cot \x.^^^^ 


8IU  air 
X 


Soit  -  (1  +  a^p' -{^  a^p'' '{^  a^p"'+  etc.)  la  suite  quî  résulte  du  dé- 
Teloppement  de  la  quantité 


gin-gx  ^^^  X    a. 5         fl.3.4«5 

sin  aT  ""^  îT  *  g*«r'  a4j|4  > 

ï ^  H g   .  r  —  etc. 

a.o  22.0.4*^ 

on  aura  par  la  loi  des  suites  récurrentes  ^ 

, ^  x^ 

'^  ""  a.5  fl.3^ 

'^  ~  a.s'^""  a.3.4.5     "^  a. 3.4.5^ 

f^  —  ^'^"~  a. 3. 4. 5^"^  a. 3. 4. 5.6.7        a. 3.4. 5. 6. 7' 
etc.; 

de  la  résulte  cette  autre  expression  de  l'intégrale  T^ 

T  =  ^fxdx  cot  J  a:  +  ^fp'xdxcoi  \x  +  ^fp'^xdx  col  |  x  H-  etc. , 

^9  ^B  '" 

et  la  comparaison  des  deux  valeurs  donne 
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a  log  2  =  aG, = -  y3cd!j:  col  T  a? , 

etc. 
Ces  formules  donnent  directement  les  valeurs  des  transcendantes 
Gà,    G5,    etc.  ^   ou  celles  des  sommes  S3,    85,8^,  etc.   par  le 
moyen  des  intégrales  de  la  forme  yx"-^'ia:  cot^o:,  prises  depuis 
a*  =  o  jusqu'à  a:  =:  -tt. 

Au  reste  si  on  veut  se  borner  à  des  approximations ,  on  trouvera 

comme  ci-dessus^ 

/(7r«~^)^etocotix==:2/7i7r«-^"(^ 

mais  ces  formules  sont  moins  convergentes  que  celles  que  nous 
avons  trouvées  pour  la  limite  a:  =  7  vr. 

7 1.  Nous  avons  considéré  jusqu'ici  le  cas  où  a  est  <i  dans  la  formule 
Çx^dxsmx    ^^.^  maintenant  a  >  1 ,  on  pourra  fair^  m  =  '    /^  , 

J     cosa:±:a  '  '  -**' 

ce  qui  donnera  o  =  a  —  v/(«*—  0  >  «^  P^^^  ^^^  formules  connues 


on  aura 

sin  X  2c  sin  x 


-  =  2c  sin  o:  +  ac*  sin  2X  +  ac^  sin  5x  +  etc.  j 


a— cosx       1— accosa:+c' 

donc  en  intégrant  par  parties , 

rf!^fi^  =— aoW'c  cosa:  +  -  cos  aor  H- J  cos  3^+ etc.) 

+!imfaf-'dx(c  cosx  4-  ^  cos  20?  H-^  cos3:c+  etc.)  > 
on  aura  de  même  , 

fxf^^dx  (c  cos  a; + ^  cos  ao:  + 1^  cos  ix  +  etc.  j 
=     af*-»  ^c  sin  or  H — i  sin  2Jc+  g-^  sin  3x  -f-  etc.  J 
—  (/w —  i)faf^^dx  (c  sin JC+  ^  sin  3JC  +  gs  sin  5^-f-  elc.J^ 
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Continuant  d'intégrer  par  parties  y  on  aura  l'intégrale  indéfinie 

/— — Ïi2f  — :  C — 2JC*  (c  cos  jc-4-  —  cos  2x  +  ^  cos  5a:+  etc.  j 
a  —  coax  \  'a  '3  / 

4-3TOr"^'  Te  sin  a:+  ^  sin  2^ + ^  sin  5  jc + etc.) 

ccos  j:  -|-  -^  cos  ajc  +  g^cos  5xH-  etc.  J 

— 2/n.7»—  I  ./n — 3  .ar^—'^o  siar-f-~  sin  ax-^-  ^^  sin5  j:4-  e  te  J 

''^im.m — I  .m — a.m— 3.JC"— ^fccos  x+  ^cos  ax+etc.) 
H-etc. 

L'intégrale  devant  être  prise  depuis  xso^  pn  aura  la  constante 
C=z  a  cos  —  T(m+i).[c-^-^  +  ^s^^etc.y, 

elle  sera  donc  nulle  pour  toutes  les  valeurs  impaires  de  m. 

72.  Si  dans  la  formule  précédente  on  change  le  signe  de  a  ^  et 
qu'on  fasse  toujours  c  =  a—  ^/(a'—  i  ) ,  on  aura  semblablement 

— j- =:     3  COS  —  r  (wH- 1  ) .  (  c  —  — rr  +  =-xr  —  e te.  ) 

c  COS  a:—  —  cos  a^  -f-  -g-  cos  Jjc  +  etc.  1 

+a/w .  ^"*~'  Te  sin  or  —  —  sin  aor + 1;  sin  5 j:  —  etc.  J 

ccosx 3  cos  2  j: +53  cos  3a:  — etc.  1 

— 2A7I./71— 1.1W — a-jc^'^^fcsinx— -—sinafc-f-l^sinSj:— etc.J 
— etc. 

Ces  formules  ont  lieuquelle  que  soit  la  limite  de  Tintégrale;  d'ailleurs 
il  faut  observer  qu'on  a 


(22) 


c»  .    c^ 


C  cosx  *{ —  cos  aa:+ -g  cos  5x + etc.^ = — î  log  (  i  +  c* —  2c  cos  jc) , 

et  par  conséquent  aussi 

ccosor— — cosar+-5-cos3^—  etc.  =  |  log  (i  H-  c'H-  20 cos  x). 
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73.  Supposons  maintenant  que  les  intégrales  s'étendent  jusqu'à 
o^  =  ^  ^  ;  nous  ferons  pour  abréger  , 

Aa  —  c  —  g^^f-g;^— *  etc. , 

C*  C^  (fi 

et  nous  aurons  les  deux  formules 

{'  =  i,  -»..».-i.(^""'aB^^^ 

— /w./w— I ./»— a.r^)       aA^ 
H-  etc.  j 

(34)  +  m.0)"  'i  aA. 

C  =  i»  +  m.m-i  .0)""' .  3B3 

—  /n./n— i./w  —  a.r-V      .  aA^ 

—  etc. 

74.  Si  on  intègre   les  mêmes  formules  depuis  a:  =x  o   jusqu'à 
or  =  Tt  ^  on  aura  les  résultats  suivans  : 

H-a-TT"  log  (i  H-  c) 
(a5)  ^3m(OT— i)*"-(c-.^  +  ^  — etc.) 

{x~l  +a»j(m— i)  (m— a)(nï— 5)  !;»"~^(c— ^+35— etc.) 


—etc.  ; 
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/jc^dx  sin  X  ttitt  — ,  /      ,        v    /  c*       ,       c^  .     \ 

_j-^3^=     2Cos-r(,  +  m).(c-^+g_-etc.) 

3'^"*lQg(l c) 

(26)  —2m(m—i)  ^x— »(c  +  g  +  g  +  elc.) 

{x= ^  +2m  (m— i)  (m^2)  (m~3) ^-4^c  +  S!  +  g+  elc.) 


Ces  deux  intégrales  dépendent  uniquement  des  suites 

c"  c^  c* 

dont  les  sommes  sont  supposées  connues  pour  toutes  les  valeurs 
de  l'exposant  2A:  +  1  ^  non  plus  grandes  que  m  -f- 1  • 

75.  Les  cas  les  plus  simples  des  formules  (25)  et  (26)  sont 

J  â4:3^=-2^1og(i-c)=-.2STlog[i-a+v^(a'-i)] 

Lorsque  a  est  plus  petit  que  Tunité  y  et  qu'on  peut^  par  conséquent^ 
faire  a  =  cos  6  y  les  formules  (4)  et  (6)  donnent  dans  les  mêmes 
limites  y 

/xdx  sin  X  1        /      1        \ 
=  —  9rlog(a  +  2a) 

/   ï —  =  —  ^l0g(2  — 2flJ 

J    cosx  +  a  °  ^  ^ 

Ces  formules  sont^  comme  on  voit,  très-différentes  des  formules  (27); 
cependant  si  dans  celles-ci  on  fait  a  =  cos  8 ,  et  qu'après  avoir 
réduit  les  seconds  membres  à  la  forme  A+  Bv^ —  i ,  on  omette  en- 
tièrement les  parties  imaginaires  y  on  retombera  exactement  sur  les 
^rmules  (28), 

Cette  sorte  de  phénomène  analytique  que  Ton  remarque  aussi  daps 
d  autres  formules  y  tient  à  ce  que  les  intégrales  exprimées  par  les 

formules 
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formules  (28)  ont  passé  par  l'infini  avant  d'arriver  à  la  valeur  finie 
qu'elles  acquièrent  à  la  limite  a:  =  tt,  tandis  que  les  intégrales  ex- 
primées par  les  formules  (27),  augmentent  graduellement  et  en 
restant  toujours  finies  y  depuis  la  limite  arso  où  elles  sont  nulles^ 
jusqu'à  la  limite  xzsztt. 

76.  Il  est  £icile^  au  reste ,  de  vérifier  Texactitude  des  formules  (28) 
par  une  analyse  rigoureuse. 

En   effet,  désignons  par  Z  (9)  Tintégrale  /  ^7; — j,  prise 

depuis  a:  =  o  jusqu'à  a:  =  'tt  ;  si  l'on  observe  que  <p  {x)  étant  une 
fonction  quelconque  de  a:  ^  l'intégrale /^  (or)  dx  ,  prise  depuis  jc=o 

jusqu'à  a:=«,  est  la  même  que  rintégrale/[^(ï''^"^)+'f  (î^H"'^)]^»^! 
prise  depuis  j:=o  jusqu'à  j:=  7  a ,  on  aura 

rj    rAx  /^/(î ^  —  CC)dx  COff  X      .      (  j  ^  +  X  )  cLc  C08  J?\ 

^  ^  """»/   \    cos  ^  -f-  sin  x      ^^        cos  #  —  fiin  a;      /  -     ^ 

ou  {^=J.«- 

r»  //\\  A  /*   ^x  COS  X        .     /*  flxdlr  sin  x  cos  x  •  *" 

Z  (6)  =7gr  C0S8  / r-r r-, h   1    r- r-r— 

^  ^  j  COS*  # — ^sin'  X       J      cos*  #  —  sm^  x 

Soit  sin  jcr=^cosô,  la  première  partie  deviendra  '^  f  ^  .>intén 

grale  qui  devra  être  prise  depuis  j^  =  o  jusqu'à  jr  =  — r  ;  mais  on 

sait  par  les  formules  de  l'art.  1 3  que  la  même  intégrale ,  prise  depuis 
yzizo  jusqu'à  jr=:  oo ,  est  nulle ,  donc  l'intégrale   dont  il  s'agît 

est  la  même  que  tt  j-  ^^  ,  prise  depuis  jr  =:  — ^  jusqu'à  y  =  00  ; 
elle  se  réduit  par  conséquent  à  ^tt  log  (— 5-— r  Y 

Il  reste  a  trouver  la  seconde  partie  / rr r-r —  ;  or  en  faisant 

*  J       co8*#  — sin'x    ' 

aj:  =: Z  •  cette  intégrale  devient  \  i- ^f"^*    , :  et  comme   elle 

'  ^  •         •  j  cos  z  +  cosal  ' 

doit  être  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  tt  ,  sa  valeur  sera  repré- 
sentée par  j  Z  (afl).  On  aura  donc  l'équation 

37 
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Donc  en  général  étant  proposé  Tintégrale  fFxdx  sin  oc  ^  danslaqueUe 
P  est  une  fonction  rationnelle  de  cos  or ,  la  valear  de  cette  intégrale^ 
prise  depuis  a:  =  o  jusqu'à  a?  =  tt  ,  pourra  toujours  s'exprimer  exac- 
tement par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes  ^  pourvu  toutefois 
que  la  fonction  P  n'ait  dans  son  dénominateur  aucun  facteur  mul- 
tiple de  la  forme  (  cos  x  zh  cos  Q  )'•  L'opération  à  faire  pour  cet 
objet  j  sera  la  même  que  celle  dont  on  fait  usage  pour  l'intégration 
des  fractions  ralionnelles ,  en  regardant  cos  a:  comme  la  variable. 

79.  La  raison  de  l'exception  est  que  l'intégrale   r    ^  ^^^ ^^  , 

prise  entre  les  limites  oc=o  y  a;  =  tt ,  est  infinie  lorsque  n  est  égal 
à  2  ou  plus  grand  que  2. 

devient  infinie^  ce  ne  peut  être  que  dans  la  partie  qui  est  due  aux 
valeurs  de  x  très- voisines  de  0.  Pour  juger  de  la  grandeur  de  cette 
partie  y  faisons  cos  x  —  cos  6  =  z ,  et  supposons  que  z  varie  depuis 
2  =  0  jusqu'à  zz=2Cùy  (ê  étant  une   quantité  très-petite^  on  aura 

^='^  —  -^  —  tS^  "**  ^*^'  ^  ^^  **  P^**^^®  ^^  l'intégrale  Z(. j 
prise  depuis  la  valeur  de  a:  qui  satisfait  à  l'équation  cos  x  -—  cos  0 = e#^ 
jusqu'à  X  z=zB  y  sera  donnée  par  l'intégrale 

.        r$(fl_^-_5lf2|.;_etc.V 

prise  depuis  2  =  0  jusqu'à  z  =  o). 

De  même  la  partie  de  Tîntégrale  Z„,  comprise  depuis  xz=z% 
jusqu'à  la  valeur  de  x  qui  satisfait  à  l'équation  cos  or  — cos fl--  cù^ 
sera  donnée  par  l'iiftégrale 


r^(6  +  -A, — ?W-^tO. 

J   z"  \      *     $in  é         22  sin^  é  /  ' 


prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  cû.    > 

Donc^  1*.  si  n  est  pair  ^  la  partie  de  l'intégrale  Z«   comprise 
entre  les  deux  valeurs  de  x  qui  donnent   cos  x  —  cos  9  =  œ  et 

— ,  prise  depuis 
ji.=  o  jusqu'à  z  ==  â). 
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^  Soit  celte  ^antité  =;?  (cos  ^  +  y/—*  i  sîn  ^)  ,  on  aura  de  nou- 
Y^u  9  pour  détermiaer  p  ei  <Pyles  équations 

;?•  =  I  —  amcos  «  +  2n  cos  g-|- m*-f-  n'—  amn  cos  (et —  f) , 

n  sinC — m  «in  « 

tang  (p  = i — * — 5. 

Cela  posé  j  si  on  substitue  ces  valeurs  dans  la  seconde  des  équa- 
tions (  37  )  ,  on  aura 

/•                     xdx  s'in  X  m  , 

— — '. — -r — -  =z=  —  a^r  log  p  —  27r^  i/—  i  ; 

d'où  l'on  déduit  les  deux  équations 


/ 


xdx  »in  X  (  cos  x  +  m  cos  «  )  « 

-71 ^^ • — ; T^  =  —  3^  loff  /?• 

I»*  +  am  cos  «  cos  X  +  cosVr  orJ 

xdx  sin  X  âsr^ 


7n*  -f~  3"^  cos  '^  co^  ^  +  cos*  X  m  sin  « 

Ces  deux  formules  sont  comprises  dans  la  suivante ,  où  A  et  B  sont 
deux  coefficiens  arbitraires  : 

>-   V  /•  xr/xsino:  (A  côsx+B)  à,  ,    B-«Amcos«      __ 

(3o)       /-T-î ^^ -r—é  ===  —  ^wAlog;?  H ^ •  27r(p. 

^     '       J  m*+amcos«cosx-t-co8*x  **'^    •         77isui«       "     ^ 

Si  dans  cette  formule  on  fait  ot=:|^  et  i;i  =  cot;t ,  on  trouvera  le 
résultat  suivant  remarquable  par  sa  simplicité  : 

/ir   \  /*x^x8inx(Acosx  +  B)  .,  i        i        -n     . 

('')  i  co8>x  +  cot-  f.      '  =  ^ A log cos  i  A^  +  ^B/t  tang  fA. 

78.  Si  on  différenlie  l'équallou  (5o)  par  rapport  à  m  et  «, 
en  faisant  m  cos  a  constant ,  et  qu'on  répète  ces  differentiations 
autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  ^  on  aura  «n  général  la  valeur 
de  l'intégrale 

/•  xdxsinx  (A  C08X  + B)  jx  =  o 

(m*+a^  cos  «  cos  x+cos^x)*  *  (x  =  ir 

k  étant  un  entier  quelconque/ 

De  même  les  différentielles  successives  de  l'équation  (3i)^  prises 
par  rapport  à  )i6 ,  feront  connaître  la  valeur  de  l'intégrale 

/xdx  sin  X  (  A  cos  x  +  B )  f x  =  o 

(cos»x  +  cotV)*       *  tx  =  «■ 
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et  par  lear  différence  on  aura  encore  exactement 


Â 


xdx  sin  X  »•    ^        i+c+#^ 

(  cos  X  —  a)*  —  «»*  "^         22AI       ^i+a  — «' 


h 


si  on  suppose  ensuite  ev  infiniment  petit  ^  le  second  i^Eiembre  se 
réduit  à  — — ?•-•  de  sorte  qu'on  aura 

valeur  qui  est  exacte  aux  quantités  près  de  l'ordre  o)*. 

Maintenant  si  on  fait  à>z^  o  dans  le  premier  membre  ^  conune 
Texîge  le  procédé  ordinaire  de  la  difterentiation  ^  on  trouve 

xdx  sin  07       ^^^  t 

( cos  a:  —  ay  """  i  -f-  a  * 

équation  entièrement  défectueuse.  Ainsi  on  voit  que  la  conserva- 
tion du  terme  o)"",  quelque  petit  qu'il  puisse  être  y  est  nécessaire  pour 

que  l'intégrale  yi— £^^— -^  soit  égale  à  -  ^,  et  il  est  re- 
marquable qu'alors  l'intégrale  ne  dépend  pas  de  cette  quantité  of 
qu'on  doit  supposer  infiniment  petite ,  mais  non  pas  nulle. 

8i,  Pour  achever  d'éclaircir  ce  point  d'analyse,  j'observerai  que 
tant  que  où  est  infiniment   petit  ^  mais  non    pas    nul ,  Tintégrale 

? —Y *  ^  ^^^  partie  tiegative  comprise  entre  les  deux 

valeurs  prochaines  de  x  qui  satisfont  aux  équations  cos  oC =cos  6+ ^9 
cosx  =  cos  0 —  cû.  Les  calculs  précédens  prouvent  que  celte  partie 
négative  ,  dont  la  valeur  est  infinie  ,  suffit  non*seulement  pour  dé- 
truire l'infini  positif  qui  résulte  de»  deux  autres  parties  de  l'intc-- 
tégrale  ,    mais  encore    pour  donner  ^au  résultat  total  une  valeur 

négative  —    _T    .  Cela  a  lieu  tant  que  a  est  quelque  chose;  mais 

lorsque  o)  devient  nul ,  la  partie  négative  n'existe  plus  j  et  la  valeur 
de  l'intégrale,  composée  toute  entière  de  parties  positives,  devient 
tout  à  coup  infinie. 

Nous  devons  conclure  de  là  que  toutes  les  fois  qu'une  intégrale 


/< 
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passe  par  Tinfini  avant  d'arriver  à  la  valeur  finie  qu'elle  obtietil  pour 
une  limite  déterminée  ,  on  ne  peut  exécuter  sur  celle  intégrale 
définie^ les  diûerentialionsrelativesaux constantes  arbitraires,  qu'après 
s'être  assuré  que  les  infinis  qui  composent  les  deux  parties  de  Tinté* 
tégrale  définie ,  ae  rendront  pas  défectueux  les  résultats  de  la  diffé- 
rentiation  de  cette  intégrale. 

82.  Les  difficultés  dont  nous  venons  de   nous  occuper  cessent 
d'avoir  lieu ,  lorsque  cos  x  —  co's  fl  conserve  le  mcme  signe  dans 

toute  rétendue  de  Fintégrale  Z»  =  r     ^  ^  ^^^  ^      -  alors  la  valeur 

"  ^  J   (  cos  X  —  cos  9  Y 

de  cette  intégrale  y  entre  des  limites  iionnées  ^  peut  être  déterminée 
exactement,  ffiel  q-ue  soit  l'entier  n.  £n  effet  Tintégration  par  parties 
donne 

(33)  {n     i;  Z„  =       (cos  x— cos  By-'  '^J  (cos  x— cos  0"*"*  ' 


d'un  autre  côté ,  en   différentiant  la  quantité  ; ^^^- ri  .  on 

'  *■  (  008  a:  —  cos  é^  * 

trouve  la  formule 


smx 


.(54)     *««•«.  T(»^o=(j^^+(3*-0cos9.T(.5+(A:-i)T,,_.j, 

? ' Tk' 

i  cos  ju  ^"^  cos  "  1 

11  suit  de  là  que  Tinlégrale  Z.  peut  toujours  se  ramener  à  Tin- 
légrale  Ti  =  / r  :  or  on  a 

^  J  cos  a:— cos  9' 

T.  =  ^  log  tm±^ ,  si  ;r  ett  <  e  ,  . 

'  s\n  é       ^  sin  i  (  é  —  xy  ^       ' 

(35) 

et-  T.  = -^  loff^l4f^,  "  ^  est  >  «. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  on  aura  la  valeur  de  l'intégrale  indéfinie  7/^.^, 
prise  entre  des  limites  données,  pourvu  que  cos  x — cosfl  conserve 
le  même  signe  dans  toute  l'étendue  de  Tintégrale. 

83.  Par  exemple,  si  l'on  veut  avoir  Fintégrale  Z%=  rT——'—-:T<» 

^      ^  ^  J  (COSJC — cosé) 

prise  depuis  a:s=  o  jusqu^à  x  =  i',  b'  étant  <  ô  ^  on  trouvera  par 
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les  formules  précédentes^ 

-,  V 1^ siny ,    CQg^    /^»n^(^  +  y) 

^  «  — "^  fl(co»y— cosO  "^  flain^Kcosi'— cosO  "^  asin^é  "^  3111^*  —  *')* 

qu'a  X  =  CT  ,  A"  étant  >  ô  ,  sera 

2^ir  ^^ «[ I &^ •  gin  y 

^  fl(i+co8*)*  "*"  a(co8*— coay')*        a»m*^(co»é — cosA*) 

asin^^'^siniCy  — O' 

Supposons  que  les  limites  V,  V*  soient  telles  qu'on  ait  co5y=cosO-f"^ 
et  cos  y==  cos  6—  6#^  o)  étant  une  quantité  infinimeat  petite;  alors 
en  développant  les  valeurs  de  V  et  V^  suivant  les  puissances  de  a»  ^ 
on  aura 

8ia  4        a  8in^  ^    '  ' 

'     8m  ^         asm'O 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes^  et  négligeant 
les  termes  qui  demeurent  infiniment  petits  après  les  réductions, 
il  viendra 

^j  -t-  ^3—  ^gi^^        a(i  +  cosO** 

Si  on  fait  û>  =  o ,  la  quantité  TJ^  +  Z%  ne  sera  autre  chose  que 
rintégrale  Zj ,  prise  sans  interruption  depuis  or  ==  o  jusqu'à  jr  =  ^; 
donc  la  valeur  de  cette  intégrale  est  infinie ,  comme  on  Ta  déjà 
trouvé. 

84.  Nous  terminerons  ces  recherches  par  la  détermiifation  de 
rintégrale  Z  =  /— r >  prise  depuis  ^  =  0  jusqu'à  x=^.  Soit 

d'abord  a>  i ,  ou  pourra  supposer  a  =  ou  c=a— v^(a*— i), 

et  on  aura 

•— -i =  — r-î ^•fï — 2COsa:+:2c?*cos*j:— 2c^cos5^+elc.); 

multipliant 
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multipliant  de  part  et  d'autre  par  xdx ,  et  observant  qu'entre  les 

limites  données  fxdx  cos  mx  =  ~  (  cos  miC  —  ï  )  >  on  aura  Z  ou 


^^^  /a+cosx— i/(â»— i)  +  v/(«"-i)V+3^"^5^  +  ^*^V'        {x= 


=  0 


on  trouvera  de  même 


=  0 


On  connaît  quelques  cas  où  la  série  comprise  dans  ces  formules  est 
sommablp.  Voyez  IP  Part.^  pag.  246. 

85.  Si  dans  ces  formules  on  fait  a  =  cos  fi  ^  ce  qui  donnera 
c  =  cos  d  —  ^-—  X  sin  9  9  on  aura ,  en  négligeant  les  parties  ima- 
ginaires ^ 

^     ^        r      ^^ i.r'sinfl^fÎBS^^fî^^etcV      ^^  =  ' 

Pour  s'assurer  de  l'exactitude  de  ces  formules  ^  on  observera  d'abord 
que ,  suivant  la  transformation    indiquée    art.    76  ^  l'intégrale . . . 

C08X  +  C089  »  P"^®  depuis  a:=o  jusqu'à  a?=  tt,  peut  se  chan- 
ger en  une  autre,  prise  depuis  a:=  o  jusqu'à  x  =  x^, savoir, 

J    \  coaô  +  sinx     •*  cos  8  —  sin  a?  /  "^ 
OU 

J  CO8*  ô  —  sin*  cr    '  J  cos*  6  —  sin*x 

Soit  tang  X  =  r  cot  ô ,  on  aura  T— rs r-r-  =  -^ — s  A^     • 

**  "^  '  J  cos*8  — sm*a?        sm  fl  cosfly  1  —y  * 

cette  intégrale    devant   être  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =  00 
se  trouvera  nulle  d'après  les  formules  (16),  pag.  162  ;  donc  on  a 
simplement 

j  cos*  ô  —  sin*  X  ^ 

a8 
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celle-ci  peut  se  mettre  sous  la  forme 

1        /•  xdx  sin  a:  ^       C  ^^"^  ^^"  *^  f  x  =  o 

"""  sin  ô  y  coso: — sinfl        ein  6  j  cosx+sina:*  lx=  i  «• 

Or.  par  les   formules  (  5  )  et  (  7  )  relatives  aux  limites  or  =  o  ^ 

0"=  7  ^,  on  a 

/'  xdx  sîn  37                 ^1        /  ^   •    û  \    I          •    A    ,    a  sin  3Ô    ,    a  sin  59    . 
.    .   A= loff  (2sinB)+  2  sm6H çr -—.4. etc. 

/*xd.rsinx                îti        ^      -An              -A         a  sin  39         asînSÔ 
^-2= — ô'^^g  (2sm9)  —  asmfl =; ^^ etc.; 

donc  enfin  l'intégrale  cherchée  » 

ry  4     /  •    û    I    81"  39     ,    sin  59    ,      ^    \ 

2- =  -  gj^  (sm  Ô  + -^^  + -gj-+etc.) , 

et  la  même  valeur  a  lieu  en  mettant  tt  —  8  à  la  place  de  d^  ce  qui 
s'accorde  avec  les  formules  (58). 

§  VL  Z)e  quelques  Transcendantes  exprimées  en  fractions 

continues. 

86.  J'ai  fait  voir  dans  la  note  IV  de  mes  Élémens  de  Géométrie  , 
que  la  fraction  continue 


X 

^  j,  X 

m  "T" 


m 


"*"  *  "*"  m  4-  2  H-  etc. , 


dont  les  dénominateurs  croissent  en  progression  arithmétique  ^  peut 
être  sommée  au  moyen  de  la  fonction 

0  (m)  =  I  H 1 —  • r-T-  -{-' — =  . ; ; —  -f-  etc., 

^^    '  'ma    m.m+i    *    a.o     m.m-f-i.m  +  a   '  ' 

et  qu'en  appelant  j"  la  valeur  de  la  fraction  continue ,  prolongée 
à  l'infîni  ^  on  a 

m  *        ^ (m) 

Si  on  prend  les  différentielles  successives  de  la  fonction  ç  (m) 
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on  ^  par  rapport  à  or ,  on  aura 

é?_i._i-_£_  J.1  ^  I     '  . î! 5+etc:, 

dx'^m      m.m-\-i  ^^ a' in.Tn+i. m-jf-a*^ a. 3  Tn.m+i.m-i-a.m-+o 
xdd^^      X  x^  ,1         0^         I     '  ,     ^ helc. 

De  là  on  voit  que  la  fonction  ^  satisfait  à  l'équation  différentielle 

d'ailleurs  on  a  ^(m  +  i)=  -^  ;  ainsi  la  somme  cherchée  j^  se 
déduira  de  <p  au  moyen  de  l'équation 

xdp 

Celte  équation  donne  réciproquement  ^  =-2-?^  de  sorte  qu'en  éli- 
minant ^  on  pourra  déterminer  directement  jr  par  l'équation  diffé* 
rentielle  du  premier  ordre 

(""^  ^  '^^  +  (/»  — i)j-.j:  =  o, 

équation  qu'il  serait  facile  de  ramener  à  la  même  forme  que  l'équa- 
tion de  Riccati. 

87.  Si  l'on  propose  donc  de  trouver  la  somme  de  la  fraction 
continue 

X 

—   I       ^ 


m  +  a  +  etc. , 

cette  somme  étant  représentée  par  ^ ,  il  faudra  intégrer  l'équa-- 
tion  (a)j  de  manière  qu'on  ait  à  la  fois  x  =0  et^  :=:  o. 

Ce  résultat  peut  se  vérifier  immédiatement  ;  car  si  dans  l'équa- 
tion (a)  on  fait j^  =  , ,  la  transformée  sera 

équation  qui  ne  diffère  de  Véquatioa  (a)  qu'en  ce  que  m  est  mise  au 
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lieu  de  m  —  i  ;  ainsi  /'  est  la  même  fonction  de  m+  i  >  cpoLty 

est  de  mi  on  aura  donc  r'  =  — \ ; — -n ,  r"  =  — ; — - — m  ,  etc.  , 

ce  .qui  reproduit  la  fraction  continue  proposée. 

68.  Si  on  multiplie  cette  même  fraction  par  c  y  on  aura 


c*a7 


cy  =  ,        c*a: 

•^  me  -♦-  ; —    ,         c*x 

me  +  c  -f- 


mc  +  2c  +  etc. 

Si  ensuite  on  fait  (^x  =  x\  cy  ^jr'  et  me  s=;  a  >  on  aura  une  nou- 
velle fraction  continue 

^  H — T"    I       ^ 


a  4-  2c  +  etc. , 

et  la  somme  y'  dépendra  de  Féquation  différentielle 

résultat  plus  général  que  le  précédent  y  puisque  les  dénominateur» 
de  la  fraction  continue  représentent  une  progression  arithmétique 
quelconque. 

89.  Nous  placerons  ici  l'explication  de  Terreur  qui  a  été  remar- 
quée dans  un  résultat  d'Euler,  cité  IIP  Partie,  page  367. 

-r^j«„*  ^^».^..^  j.«*  —  w  •  ."c^gE«*^  j  ^  ^VM,^  ^^  )  y  prîse 
depuis  a:  =  o  jusqu'à  a:  =  00 ,  nous  avons  trouvé ,  page  566 ,  qu'on 
a  généralement 

Z  (X:+i)  =  (2*+i)7iZ(;t)  +  Z(A— i). 
Soit  --~-^~p ^==:  P(A:),  on  tirera  de  cette  équation 

on  aura  semblablement 
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De  là  il  ne  ùait  pas  conclure  qu'on  ait  indéfiniment  : 


+  etc.  *, 


car  il  s'ensuivrait  que  la  quantité  ne'galîve  —  z(k—   ^  ^^^  ^&^^  à 
la  somme  de  la  fraction  continue 


ta/i-hôj/i+  (aft  +  5j„^  etc., 

dont  tous  les  termes  sont  positifs. 

Pour  que  l'égalité  en  question  eût  lieu,  il  faudrait  que  dané 
Véquation 

on  pût ,  lorsque  î  est  très  -  grand ,  négliger  le  terme  P  (  ^  +  0  ^ 
-vis  à  vis  de  — •  (2Â  +  21  -f-  I  )  72  ;  or  bien  loin  que  ce  terme  puisse 
être  négligé ,  sa  différence  avec  (  aA  -f-  ai  4^  1)  n  diminue  conti- 
nuellement à  mesure  que  i  augmente^  et  cette  différence  su£St  pour 
altérer  totalement  la  valeur  de  la  fraction  continue  ^  prolongée  jus- 
qu'au terme  —  (  aA  +  2'  +  i  )  '*• 

On  conçoit  en  effet  qu'une  quantité  donnée  quelconque  peut  être 
supposée  égale  à  une  fraction  continue  dont  les  termes  seraient 
pris  à  volonté ,  tels  que  (aA^-^f-  i)n ,  (aA:  +  5)/i,  etc. ,  pourvu 
qu^au  dernier  de  ces  termes  (  aA:+  a«+  i  )  w,  on  ajoute  une  cer- 
taine quantité  cl  qui  rétablisse  l'égalité.  L'omission  de  la  quantité  et 
peut  changer  le  résultat  du  tout  au  tout  y  du  positif  au  négatif;  et 
c'est  ce  qui  arriverait  si  ^  à  l'exemple  d'Euler^  on  établissait  l'égalité 
dont  nous  venons  de  parler. 

go.  Pour  donner  un  autre  exemple  de  Terreur  qu'on  peut  com-« 
mettre  dans  l'emploi  des  fractions  continues  ^  reprenons  l'équation 

o=(i+c-)E*  (c)  — (a +*•)£' (^•)  +  i*(i+ô*)  E'(tî«'), 

que  nous  avons  trouvée  (page  88^  lU''  Partie  ),  entre  les  trois  fonc* 
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tions  complètes E'  (c),  E'  (c«)  ,  E'  (c").  Si  on  fait  |;^  =  l±*.p*, 
et  par^analogie  gtT^  =  -^— •  P'%  l'équation  précédente  deviendra, 
en  obseryant  que  c*  =  ^      ^ , 

P«  =  2  -*-  A»  - 
on  aurait  donc  semblablement 

pooo 2    ^    i»»»  — 


poo  f 


ab 


pooo    9 
2^000 
noooo  J 


et  ainsi  de  suite.  II  s'agit  maintenant  de  savoir  si  on  peut^  de  ces 
équations  y  conclure  que  la  somme  de  la  fraction  continue  pro- 
longée à  l'infini 


3  -4-  A°  —  qJoo 

^  a4- *««>•  — etc., 

est  égale  à  ?*•   * 

Observons  d'abord  que  lorsque  dans  la  suite  des  modules  décrois- 

sans  c  y  d",  c**,  <?••%  etc. ,  on  est  parvenu  à  un  terme  très-petit  c^, 

la  valeur  correspondante  de  son  complément  h^  est  sensiblement 

égale  à  i  ^  et  on  a  en  même  temps  E'  (c'*)=  -  ;  donc  en  prolon- 
geant suffisamment  la    suite  P**,  P**,   pooo^   etc.,   on  parviendra 

bientôt  à  un  terme  P^  qui  nediflerera  de  l'unité  que  d'une  quantité 
absolument  négligeable. 

Supposons  donc  P^  ;=  i ,  on  aura 

pi** 

r  ^^^  o  ^^_^  , 

et  ainsi   en  remontant  jusqu^à  P"*  ;  de  sorte  que  la  valeur  de  la 
fraction  continue 

^^  a  +  A'^^'»  —  etc., 
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talcnlée  ainsi  qu'on  vient  de  l'indiquer,  sera^  sinon  la  valeur  exacte 
de  P'^  au  moins  une  valeur  tellement  approchée  que  Terreur  ne 

sera  que  de  l'ordre  i  —  b^  ou  j  (c  y. 

91.  Mais  il  faut  remarquer  que  suivant  la  manière  ordinaire  de 
calculer  les  fractions  continués ,  on  trouverait  m  résultat  différent 
et  tout  à  fait  erroné.  En  effet  ^  s'il  s'agit  de  calculer  la  valeur  de 
la  fraction  continue 

*    d  +  etc. , 

on  imagine  que  la  fraction  continue  s'arrête  successivement  aux 

^    ^    •_.    ^ 
termes  r>  "»  3»  -5  ^Ic-  >  et  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  ré- 
sultats successifs  calculés  dans  cette  hypothèse,  est  ce  qu'on  appelle 
la  somme  ou  la  valeur  de  la  fraction  continue. 

En  procédant  de  la  même  manière  pour  le  calcul  de  la  fraction 
continue  qui  doit  déterminer  P",  il  &udra  supposer  que  la  fraction 

contmue  s  arrête  successivement  aux  termes         ,  ,^,o>  —  HTÎ^  ^  ^^^* 
Le  dernier  de  ces  termes  serait * —  qui,  en  supposant  toujours 

1  —V^  négligeable ,  se  réduit  à  —  — g —  ;  mais  c'est  précisément 

sur  ce  terme  que  l'on  commettrait  une  erreur  notable ,  puisque  nous 
avons  vu  qu'il  doit  être  supposé  — ou  — -ai^^*'^;  et  cette 

erreur  ne  manquerait  pas  d'influer  sur  la  valeur  totale  de  la  frac- 
lion  continue,  qui  deviendrait  ainsi  entièrement  défectueuse. 

On  voit  par  là  que  les  fractions  continues  ne  doivent  être  employées 
qu'avec  de  grandes  précautions,  pour  représenter  les  valeurs  des 
quantités  qui  sont  susceptibles  d'être  exprimées  par  leur  moyen ^  et 
qu'il  faut  s'assurer,  dans  chaque  cas,  que  la  quantité  nécessairement 
omise  dans  le  terme  auquel  on  s'arrête,  n'influera  pas  sensiblement 
sur  la  valeur  totale  de  la  fraction.  Au  reste  il  serait  difficile  de  citer 
un  exemple  où  l'usage  des  fractions  continues  dans  le  calcul  in-- 
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tégral  ^  oflfrirait  quelqu'avantage  sur  celui  des  suites  qui  en  repré- 
sentent la  valeur  terme  à  terme. 

§  VIL  JDe  quelques  formules  relatives  mi  déi^eloppement 

des  fonctions  et  au  retour  des  suites. 

92.  Soit  proposée  l'équation  F  {x)  +j^ç  {x)  =F  {a) ,  dans  laquelle 

F  {x)  et  (p  (jc)  sont  des  fonctions  données  de  ^  ;  on  pourra,  d'après 

cette  équation  y  regarder  x  comme  une  fonction  de  j*  et  de  a ,  et 

l'expression  de  j:  ,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  ^ ,  sera  de 

la  forme 

a:  =  a  H-  Pj-  +  Qj*  +  Ry3  j^  ^^^^  ^ 

F,  Q  9  R,  etc.  étant  des  fonctions  de  a  seule. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée  y  et  désignant 

pour  abréger,  par  F'  et  ^  les  quantités  —^  et  ç(«),  on  trouvera 

P  =  -.^       0  =  ^—^^      R-«!:_ILl£      etc 

Il  s'ensuit  ultérieurement  que  si  \|/  (x)  est  une  fonction  quelconque 

de  a: ,  et  qu'on  désigne  par  >}/  et  4'  les  fonctions  4  (^)  ^^  "^  >  on 
aura  généralement 

La  loi  de  cette  formule  est  facile  à  saisir;  mais  il  est  nécessaire 
de  la  démontrer  rigoureusement  et  indépendamment  de  toute  in- 
duction. 

g3.  Pour  cela,  supposons  en  général , 

(2)  4  (x)  =  4  -^T'  +^  T"  -  ^  T'" 4-  etc. 

Soit   de  plas  n  (  x)   une  autre  fonction  de  x  telle   qu'on  ait 

dn(x) 
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^^  =  (p  (x)  .^ ,  ou ,  pour  abréger ,  n'  (x)  =  (p  (x)  4'  (x)  ;  et 
supposons  qu'on  ait  semblablement 

Je  diflTérenlîe  4  C*^)  P^^  rapport  ii  jr,  et  n  {x)  par  rapport  à  ay  j'ai 


rf>Kx) 


T'+ jT"  ^^  T"  +  ^  T'^  —  etc. , 


Ji/»J«IY\ 


dy  I  y  jj  I    2.3 

de  là  résulte 

(5)  F'^  +  ^  =  n'-FT'-/   (^-F'T") 

a.3\da 

4- etc. 
Or  je  dis  que  le  premier  membre  de  cette  équation  se  réduit  à 
*eroj  en  eflFet  on   a  -2!^  =  ^'(a:).^  , -^=3  n' («)  .  ^ 

=  ?(*). 4' (^) «30»  ^onc" 

l^s  de  réquation  proposée  F  (x)  +  j^^  (oc)  =  F  (a) ,  on  tire  : 

dx  F^  (g) 

da  F'(a;)+^(p'(x)^ 

dt  ^^__  y(x) ^ 

donc   on  a  ï*'3^  +  ?(^)^  =  oj   et   par    conséquent  aussi , 

rfy      ^^      da  * 

U  suit  de  là  que  dans  le  second  membre  de  Téquation  (S)  ^  on 

^9 
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doit  égaler  à  ze'ro  les  coefficiens  d'une  même  puissance  de  ^ ,  ce 
qui  donnera  d'abord  n'  —  F'T'  =  o  ;  donc 

rji/ n^ 5^K  , 

^  —  F'  —  r  ' 

la  même  équation  appliquée  à  la  fonction  IT  donne  t'  =^  ^  =  ~^; 
On  aura  ensuite  -r-  —  FT"  =  o  ;  d'où 


da 


rpr/ F  F' 


da        • 

On  aura  donc  aussi ,  relativement  à  la  fonction  IT , 

1  d  ^       i-  d  ^"^^ 


„  _.  F         F'  F'         F' 


da  da       * 

df 

Connaissant  «",  on  trouvera  T'"  par  Téquation  2^  — FT'"  =  o; 

d'où  résulte 

^  d'  d  ^'^' 

rnff/  -_  £ *^  ^ 


da^ 

Cette  même  valeur  appliquée  à  la  fonction  IT  donne 

~        Al» d^^        > 

et  de  là 


TIT i_ 


F'  •  da  da^  > 

et  ainsi  de  suite  ;  ce  qui  démontre  d'une  manière  générale  la  loi 
de  la  formule  (i).  Voici  maintenant  les  dilBférens  corollaires  qu'on 
peut  en  tirer. 

Corollaire   L 

94.  Si  l'on  fait  F  (x)  =  o; ,  c'est-à-dire  si  l'équation  proposée 
est  xz=;a^^j(p(x)  y  alors  oa  a  F'  =  i  >  et  la  formule  donne ^  en 
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mettant ,  pour  abréger,  4>  4»  ^  *"  ^'®"  ^®  4  (^)>  "VO*)»  f  W» 

(4)  4M=4-^H'+^.^-A.^^+e.c.= 

c'est  la  formule  connue  de  Lagrange  qui  donne  lieu  à  un  grand 
nombre  d'applications  pour  le  développement  des  fonctions  et  le 
retour  des  suites. 

Corollaire   IL 

95.  Si  l'on  a  ^  (j:)  =  i  ^  ensorte  que  Téquation  proposée  soit 

et  qu'on  fesse ,  pour  abre'ger ,  p^^  ou  ^tt^  =  A ,  on  aura 

(5)       4(x)=4-.M4'+t---35r--r3---^^?^ — '-«*''• 

Cette  formule  est  déjà  connue  des  analystes;  elle  peut  servir  à 
résoudre^  par  approximation  y  une  équation  quelconque  F  (x)  =  o  ; 
car  si  a  est  une  valeur  approchée  de  x^  et  qu'on  ait  F  (a)  =^  , 
jr  étant  une  quantité  assez  petite  y  la  formule  précédente  donnera 
la  valeur  de  4  (*^)  exprimée  par  une  suite  convergente. 

Corollaire    II L 

96.  Soit  proposé  l'équation a=zx  +j^  (x)  H-J"*^ (^)  y  dans  laquelle 
(p  (x)  et  A  (a:)  sont  deux  fonctions  données  de  x.  Pour  avoir  la 
valeur  d'une  autre  fonction  4  C*^)^  développée  suivant  les  puissances 
de  j",il  faut ,  dans  la  formule  (i),  substituer^  W+^T'^W  ^^  sim- 
plement ^  +J^A  à  la  place  de  ^  ;  on  aura  d'abord 

Développant  les  différens  termes  et  ordonnant  toute  la  suite  par 
rapport  à  j* ,  on  aura 
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ré^\  .   .^r    ^(^^4-^)        A/(^'a4.0      J(A^^-)-i 

**"*^  Li.a.3.4.5.6da5       1.2.3.4 «ia*"^!. a. i. a da^       i.2.3Ar*J 


—  etc. 


La  loi  de  cette  suite  est  facile  à  apercevoir  ^ 'et  on  aura  en  général 
pour  coefficient  de^"  la  somme  des  termes  représentés  par 

(i.a.3...fe)(i.a.3 OAi*"^'""'* 

en  donnant  k  k  ei  i  toutes  les  valeurs  en  nombres  entiers  qui  satis- 
font à  l'équation  k'^  21  =  n. 

Corollaire   IV. 

97.  Soit  proposé  IWquation  a  =  x  +j^f  (x)  +^*X  (x)  ^j^fJt'{x) , 
ç  {x)  ,  X  {x) ,  ft  {x)  étant  des  fonctions  données  de  x  ^  on  trouvera 
par  des  calculs  semblables  j 

4(-r)=4— j<p4' 

_  »r  <^H»'4')       <P(»V)  ■  ^(^ani-o    rf»(»WO    /^(>^o-| 

-^   Li -2.3.4.5 <f«*      i.a.Sdo'''"  i.a<fa*  ^'  i.a<ia*  rfa    J 

+  etc. 

La  loi  générale  de  celte  suite  est  telle  que  le  coefficient  de  y  est 
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égal  à  la  somme  des  termes 

(—  1  j*.4-«4-t  jA4-i4-<-.  (^(p^^xW^') 

(i.a.3.  ../t)(i.a.3...i)  (i.a.3. .  .Oc/a*'^-'-^'-*  * 

formés  en  donnant  successivement  aux  exposans  k,  i^  l  toutes  les 
valeurs  en  nombres  entiers  qui  satisfont  à  l'équation 

On  voit  qu'il  est  facile  de  généraliser  encore  davantage  ces  for-* 
mules  9  en  admettant  un  plus  grand  nombre  de  termes  dans  Téqua^ 
tion  donnée  entre  x  yjr  et  a. 

Corollaire   V. 

98.  Soit  réquation  donnée  V  (a)  zzzV  (x)  +j^  (x)  +  z\  (jc) , 
F("3:),^(^),  ^(^)  étant  des  fonctions  données  de  x,  et  soit 
proposé  de  trouver  la  valeur  développée  suivant  les  puissances  de 
^  et  de  z ,  d'une  autre  fonction  de  a:  désignée  par  >{/  (jc). 

11  suffit ,  pour  cela ,  de  substituer  dans  la  formule  générale  (  i  )  ^ 

^  (fl  )  +  -  A  (a)  ,  ou  ^  +  -  X  au  lieu  de^  ^  ce  qui  donnera  d'abord^ 
en  faisant  p  =  A  ^ 

rxF3? f-  *^<^- 

Si  on  fait  ensuite  sortir  des  signes  différentiels  les  puissances  de 
^  et  de  z ,  on  pourra  ordonner  ainsi  la  valeur  cherchée  de  4  C-^)  7 

4(.)=4-MH'+r.^^>-y-^^^-é^+etc. 

^,AH'^j..éé^^^r^.è^m^  +  etc. 

-+•  etc. 
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La  loi  de  cette  suite  est  manifeste  ,  et  on  voit  qu  un  terme  quel- 
conque sera  représenté  par 

(—  i)^-^^  Arf  (  Arf  (A. .  .  .d. (<p^vA4>^  )      ^  ^ 

Si  on   avait  F  (x)  =  x  y  ou   si  l'équation  proposée  était  az=x 
+^'(p  (x)  +  2À  (x)  y  le  terme  général  deviendrait 

(i  .2.3. .  .A)  (i  .2.3. .  .0  da'"^'"**''^ 

gg.  Etant  donné  la  fonction  '^  (x) ,  si  on  propose  de  la  dévelop-* 
per  suivant  les  puissances  d  une  autre  fonction  de  x  désignée  par 
u  y  il  faudra  faire 

4(«)  =  T-+T'«4-T"f  +  T'"^+etc., 

et  on  aura  en  général  T^*^  =      j  n     >  1^  différence  n*'"'  étant  prise 

en  supposant  du  constant  y  et  faisant  ensuite  dans  le  résultat  z^=o/ 
A  regard  du  premier  coefTicient  ï',  si  on  suppose  que  l'équation 
w  =  o  donne  a:=ûJ,  on  aura  T*=:'^  (à). 

En  supposant  le  problème  possible  y  toute  la  difficulté  se  réduit  à 
calculer  les  coefficiens  successifs  ^,  ^-^,  etc.  Ce  calcul  peut  de- 
venir prolixe  dans  beaucoup  de  cas  y  c'est  pourquoi  il  importe  de 

« 

faire  voir  comment  on  peut  changer  en  général  le  coefficient 

en  un  autre  qui  suppose  constante  une  autre  différentielle  dz.  Mais 
pour  cela  il  faut  supposer  que  z  et  u  s'évanouissent  à  la  fois  lors- 

que  x:=za^  ei  qu'en  même  temps  le  rapport  -  n'est  ni  nul  ni  infini. 

Dans  cette  hypothèse  ,  voici  ^eux  lemmes  qui  conduiront  au  résul- 
tat que  nous  cherchons. 

loo.  Lemme  I.  Les  quantités  z  et  u  étant  des  Jonctions  de  x 
qui  s^ épanouissent  toutes  deux  lorsque  x  =  a  ^  et  qui  sont  telles  que 
dans  le  même  cas  leur  rapport  est  égal  à  une  quantité  Jinie  ^  je  dis 


du"" 


■^  » 
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qi^on  a  en  général , 


(9) 


pourvu  qu^ après  les  differentiations  on  fasse  z  =  o. 

En  effet,  soit  ^=;?  et  ;?"-' =  A*»  +  A'z H- A V . .  .H-AV+etc, 
on  aura 

"'  G)"  =  2'  (  ^'  H-  ^'^ + A"z*. ...  H-  A  V+  etc.)  ; 

un  terme  quelconque  de  cette  suite  A*z*"*"'  aura  pour  diffeVence 
71'""' divisée  par  Jz",  le  produit  (A:+r)(A:+r —  i  )...  (A:+r — 7^-f- 1  )  A*z*"+''-». 
Cette  quantité  sera  nulle  pour  tous  les  termes  où  k-^r  est  <  /z  ;  elle 
sera  nulle  aussi  pour  tous  les  termes  où  A:  +  r  est  >/2 ,  puisque  la 
supposition  de  z  =:  o  rend  ceux-ci  nuls.  Donc  le  seul  terme  auquel 
il  faut  avoir  égard  est  celui  où  A:  +/'=«,  et  on  aura 

■    j^J'     =  n.n —  I  .n —  2. . . .  i . A^"""'^ ; 

mettant  au  lieu  de  A^"~'^  sa  yaleur 5—^ ,  il  viendra 

1.13.0. .  .jt'^r  ^ 

loi.  Lemme  II.  Les  mêmes  choses    étant  posées  y  je  dis   que  la 

quantité  ^ ^—^  sera  égale  a  — ^^ — i--.,  en jaisant  z  =0  dans 

le  résultat. 

En   effet  on  a  î^^^i  =  n^  j>'-^ .^  = -H- ^ .tLÇZà 

dz  '  dz  n  —  r  dz 

^  —2-  z'  (  A'-HaA"z  +  5A'V +  AAV— +  etc.).  Le  terme 

général  de  cette  suite  est      __    A*z*"'"''^'  ;  or  tant  que  r  -f-  A:  sera 

plus  petit  que  «  — •  i  ,   la  différence  (  /i  —  i  )^""*  de  celte  quantité 
sera  nulle;  lorsque  r-j- A:  sera  plus  grand  que  n —  i  ^  cette  dîffé- 
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rence  sera  encore  nulle,  parce  qu'elle  sera  affectée  du  facteur  z  et 
qu^on  devra  faire  z  =  o  ;  donc  il  faut  considérer  le  seul  terme  oit 

nk 

r  +  A  =  Tz ;  ce  terme  est  ^_    A'^^'z"""*  ou  simplement  /zA"~'z"""', 

et  sa  différence  du  degré  n — i,  divisée  par  û&"~*,  donnera 
n.n^^  1  .n  —  3 .  # . .  i .  A"~' ;  donc  on  aura 

^lO;  ^^„  1.3.0.  ..  .72.3.        —        -^ ; 

cependant  cette  formule  n'a  lieu  qu'autant  que  «est  >  r  ;  car 
si  on  avait  r  =  /z  ou  r>w,  le  premier  membre  se  réduirait 
à  zéro. 

Cela  est  manifeste  lorsque  r  est  >  /j ,  parce   que  les  puissances 

de  Zy  dans  les  différens  termes  de       '  j  1  ^"\  ne  s'abaissent  pas 

au-dessous  de  z'^""*"',  et  par  conséquent  s  évanouissent  lorsqu'on 
fait  z  =  o. 

Lorsque  r  =  «,  on  a  îi^  =  '^^"•"^î  ^^^*  ^^^s  log;?=L^H-L';5 

+  L"z»  +  etc. ,  on  aura  ^  —  U^  2L"z  4-  5L*z»  +  etc.  ;  donc 

^  C"^'-  ©  =  £ï^  (/ïL'z-+  3nLV-^^4-  3/ïLV+*+  etcO= o. 
Nous  pouvons  maintenant  démontrer  la  proposition  suivante. 
103.  Soit  X  une  fonction  quelconque  de  x^  je  dis  qiî on  aura 

la  différence  constante  étant  du  dans  le  premier  membre,  et  dz  dans 
le  second. 

En  effet,  soit  X  =  1-  +  T'«H-  T".  il  +  1*.-^^  +  etc. ,  et 

• -a  1 ,a.o  ' 

soit  proposé  de  trouver  la  valeur  de  -^-\  celle  quantité  étant 
développée  devient 

^  ^+T  -^g^H-  — .-^  +  etc. 

Mais 


f- 
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Mais  on  a  en  gênerai    -^^  ■  =  n./i—  i n  —  r-+-i,     ,  ;_^    ; 

donc 

^  ^     di»  ^  1  ^      &«-'     ^      1.22      ^        rfa—      f^  ^^^-  > 

expression  dont  le  dernier  terme  est  T^"^,  et  ravanl-dernier  /iT^*"'^  -j-. 
On  trouvera  semblablement 

Substituant  dans  le  second  membre  les  valeurs  que  donne  la  formule 
il  viendra  * 

&•  &«  **"i  da»-*    "*"     i.a  dz«-* 

*■  i.a.3  d&*~^    •"  T  da* 

le  dernier  terme  est  ici  -  T^*-»^  ^,  parce  qu'on  a  — ^n  ^    ^=  <^« 
De  ces  deux  formules  on  tire 

fils»  cfa"  rftt*  ' 

mais  le  premier  membre  se  réduit  à 4^^^ — -  j  donc  on  a 

d*X         ci«^'(p»dX) 
du"  da*  ^ 

c^est  le  théorème  qu'il  s'agissait   de  démontrer.  Voici  maintenant 
quelques  corollaires  qui  s'en  déduisent. 

io5.  Si  Ton  fait  z  =  ar  —  a  etz^=      .  ^  ,  on  aura  ;>  =  ^  (a: ) , 

dz=:djc  y  ce  qui  donnera  -^-^  =  — ,  ,,,    ^  ;  et  comme  il  laut 

£^re  ;5  =  o  ou  a:  s=:  a  dans  le  second  membre ,  on  considérera  ^ 

3o 
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fi  X'  comme  «des  fonctions  de  a  ^  et  on  aura 

</"X  rf""'  (  (p"X^  ) 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  Lagrange ,  dans  le  cas  où  Ton 
veut  développer  X  suivant  les  puissances  de  u  d'après  l'équation 

104.  Soit  X  =  «nJ/  W  >  "  =  ^  C-^)  —  cp  («) ,  2  =  ^ —  a ,  on  aura 
(12)         •4/(j:)  =  4(a)  +  î^((p.r  — (pû)+  ^  (<pjp_(pa)» 

et    l'expression    générale    du    coefficient    T^"^  sera  ,    en   faisant 

formule  où  il  faudra  faire  x=:a  après  les  différentiations. 
I  o5.  Si  dans  ces  dernières  formules  on  fait  ^  (a)  =  o  ^  on  aura 

(i5)  4  (a:)  =  4/  +  T(px+'^  ^*^  +  T^  (p^x+etc. , 

et  le  terme  général  T^*^  =  j-s=r  [('^  ~  j  ^l"'*^  |  •  ^'^^^  ^^  dévelop- 
pement de  la  fonction  4('^)  suivant  les  puissances  d'une  autre 
fonction  çxy  et  on  voit  qu'il  y  a  autant  de  développemens  que 
l'équation  (p  («)  =*o  a  de  racines. 

Soit ,  par  exemple ,  4  (•^)  =  **  et  ^  (•^)=  ^^y  l'équation  x(f  =  o 
xi'a  qu'une  racine   réelle  x=zo  ;  ainsi  on  devra  faire  a  =  o  et 

T'''  =  ^  («-"^  ïog  b)  =  log  i.  ^  (  log  i  -  n  log  c)  b'e-" 

s=:lè(lb — nlc)'~' b*c~"  ;  faisant  dans  cette  expVession  o:  =  o ,  elle 
donne  TW  =  /*(ZA— »/c)— 'j  donc 

*•  =  I  H- /i .  arc»  +  ^  (  ZJ  —  afc)  î^ -^ /*  ( /*— Sfc)*  ^ -H  etc. 
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Les  formules  que  nous  venons  de  démontrer  sont  dues  à  M.  Burmann 
professeur  a  Manheîm.  P^ojrez  le  tom.  II  des  Mémoires  de  llnstitut , 
pag.  14  €t  i5. 

§  VIIL  Formules  pour  sommer  un  nombre  donné  de  termes 
consécutifs  dans  le  déi^eloppement  de  (  1  +  a)°. 

106.  Considérons  d'abord  la  suite 

,  ,     71.71—1       »     .     71.71— l.n— 3      •  ,      71,71 l...n— ft+Q      - 

*  '       i.fl  '  1.3.0  *  i.a...A — 1  > 

formée  par  les  k  premiers  termes  du  développement  de  (  1  +â)%. 
et  supposons  que  ^{k)  représente  la  somme  de  ces  termes  y  il 
est  évident  qu'on  aura 

<p(*+i)-<P(*)= TITsTTTTjÇ '^^ 

Considérons  pareillement  l'intégrale 

T  {k)  =  /a:*~*  dlr  ( I  +  x)-»- V 

prise  depuis  a*=o  jusqu'à  x^=:a^  et  soit  A(^)  la  valeur  de  cette 
même  intégrale  prise  depuis  a:  =  o  jusqu'à  «r  =  oo  ^  valeur  qui 
est^  comme  on  sait 

^  > ,  V i.fl.5....fr —  1  r(ft)  r(7t— ft  +  1  ) 

^     -''^71.71—1.7» a.  ..71 — A+i"^  r(7i+i) 

La  quantité  a:*  (i  -|-  j:)"""  a  pour  différentielle 

kx^^  dx{i  ^  a: )•""""• —  {n  —  k) x^dx  (i  +  j:)"""-% 
laquelle  étant  intégrée  depuis  x  =  o  jusqu'à  x= a  ^  donne 

Faisant  dans  celte  formnle  a =00  et  supposant  A:  ^/» ,  on  en  déduira 

o  =  *A  (A)  —  (n  —  ;t)  A  (.*+  1). 
Au  moyen  de  ces  deux  équations,  on  trouve 

T(fe)        T(ft+i)_a*(i+fl)-«_n.B^i n— ft+i^^.    ,    ^^_- 

A(A)"~A(ft+i) ÂÂCÂT" i.a.,..5  a  \^i-i-aj    , 


—  Jl 
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et  par  conséquent, 

,1  X  /7N  /  I  \»rT(/0  T(ft+l)1 

Cette  équation  aux  dîfierences  finies  a  pour  intégrale 

xnais(p(i)=i    et  T  (i)=/ix(i+a: )-»-'===  i-=I^ftf^ 

de  T  (  I  )  résulte ,  en  faisant  «  =  oo,A(i)  =  -.  Substituant  ces 

valeurs  dans  Téquation  précédente  y  le  second  membre  se  réduit  a 
(ij^ay.  On  a  donc  la  somme  cherchée 

(,)  <p  (À)  =  (i+a)»-  ^"  A»-ix  (.+0:)— -,  {^  Z  ° 

d'où  Ton  voitqueceltesommedépendderinlégrale/r*"~*tir(i+jc)"""""', 
prise  depuis  ,r=  o  jusqu'à  a:  =  a ,  et  de  la  quantité  A  (/r)  qui  est  la 
même  intégrale  ,  prise  depuis  a:  =  o  jusqu'à  :r  =  00  ,  et  dont  l'ex- 
pression en  fonctions  r  est  généralement  A  (A:)  =  ^  T  /"    * 

107*  Par  de  semblables  calculs  on  trouvera  qu'en  faisant 

+« = , + ^+  î^  «.+. . . .+  "■"^.;:i^v.-.cr"'  <■-. 

on  a 

la  quantité  B  (A:)  désignant  rintégraleyx*~"'^j:(i—x)"'"% prise  depuis 
:r  =  o  jusqu'à  o;  =  I  ^  laquelle  a  pour  valeur  : 

108.  Si  dans  l'équation  (1)  on  met  n-f-  A:  —  i  à  la  place  de  /i^ 
et  qu'on  change  a  txvh  ^  on  aura 

1«S  l«S»a««  K"""""  1 


~  (,  +  J)-'Wr>-.(,+i)»+»-. .  îgt^/a;*r.rfr(.  +x)— ».  |^  " 


o 
h 
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Dans  cette  intégrale ,  faisant  x  =    ,  et  ensuite  h  = ,  on 

aura  fx^^^dx{\  +a:)~"""*  ^=:  fz^^^ dz {i  -^z)"*"',  cette  dernière  inté- 
grale étant  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  a.  En  même  temps  on 
aura  i  +  A  =  (i  —  a)"'  et  (i  +  *)»+*-'  =  (i  —«)-»-*+>.  Compa- 
rant donc  l'équation  précédente  ayec  l'équation  (2)  qui  contient  la 
même  intégrale  y  on  en  déduira  ce  rapport  remarquable  : 

(3)  1-j; i:^ ^^^t =(!+*)*-; 

a  *  i.a...« — i 

c'est-à-dire  qu'en  faisant  a  = — r-r  ou  b  = ,  la  somme  des  k 

premiers  termes  du  développement  de  (i+ô)""^*~',  est  égale  à  la 
somme  d'un  pareil  nombre  de  termes  du  développement  de  ( !—«)""", 
multipliée  par  (i  +i)*"". 

Celte  formule  est  susceptible  d'en  produire  plusieurs  autres  en 
changeant  soit  le  signe  de  /z^  soit  le  signe  de  a. 

109.  Reprenons  l'équation 

_    /7\  ,  ,      71.71— l       -      ,  ,      7I./I— 1  . .  .71— A+a       1      , 

^  ^  '  *  *         a  *  *  i.a. . .h — i  ' 

si  à  la  place  de  k  on  met  A:  4~  ^>  ^^  qu'on  prenne  la  différence 
des  deux  fonctions,  on  aura 

^/t   I    \  jm.f1\ H .  71— 1 .  .  ,  H— K-4- 1      j     ,     71 .  71— 1  .  . ,  71— ■«     ...      , 

7t.7t~i 71— t— m+a  ^j^.„_, . 

i.a fe-|-77i— 1  ' 

substituant  la  valeur  de  ^  donnée  par  Téquation  (i)  y  on  trouve  pour 
la  somme  de  la  série  précédente 

rArC7i-i+i)^^^''^^'+^->  r(A+7n)r(/i— A-771+i)^'*'        cfa:(i+a:)     , 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  or  =  o  jusqu'à  xzzz  a. 

Cette  formule  donne  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes 
consécutifs  ^  pris  dans  le  développement  de  (i  +  a)". 


I 
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iio«  Si  on  suppose  n  entier^  et  qu^on  fasse  â:-|-//2=/2'4-  x— ^: 
alors  la  quantité  ^  (n — A-j-i)  —  (p  (k)  aura  pour  expression 

rAr(/i  — A  +  i)   J        (i+x)»-*-*     '  U  =  a 

c'est  la  somme  des  termes  qui  occupent  le  milieu  du  binôme  dé* 
veloppé  (i  +  «)">  depuis  le  terme  N*a*  jusqu'au  terme  N*a"""* 
inclusivement. 

On  peut  toujours  connaître ,  par  la  méthode  exposée  dans  la 
Iir  Partie  y  les  intégrales  définies  comprises  dans  ces  formules  ^ 
avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra  ;  et  pour  faciliter  les 
calculs ,  on  pourra  toujours  supposer  a  <;  i . 

mm 

Remarquons  encore  que  si  on  fait  x  =  — — ,  Tintégrale 
1        r' ^n-^i  ^  ^®  change  en  celle-ci  : 

ift  =  o 

laquelle  est  plus  simple ,  parce  qu'elle  est  prise  entre  des  limites 
plus  rapprochées. 

L'utilité  de  ces  formules  se  fait  particulièrement  sentir  lorsque  n 
et  k  sont  de  grands  nombres  ;  et  c'est  un-  cas  qui  se  présente  assez 
fréquemment  dans  l'analyse  des  hasards. 

§  IX.  Méthodes  pour  développer  en  séries  convergentes 
Varc  dont  la  tangente  est  donnée  par  une  fonction  ration- 
nelle  des  sinus  et  cosinus  â!un  autre  arc  indéfini. 

III.  Lagrange  a  traité  cet  objet  d'analyse  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  ,  ann.  ^1776;  mais  les  exemples  choisis  par  cet  auteur  pour- 
raient faire  croire  que  les  développemens  ne  peuvent  être  obtenus 
en  séries  convergentes  y  que  dans  certaines  hypothèses  sur  les  gran- 
deurs relatives  des  coefficiens.  Nous  avons  donc  jugé  qu'il  ne  serait 
pas  inutile  de  démontrer  généralement  que  cette  sorte  de  résolu- 
tion peut  toujours  avoir  lieu^  quels  que  soient  les  coefficiens  de  la 
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fonclion  donnée.  Nous  ferons  voir  d'^leurs  qu'on  peut  déduire 
de  ces  développemens  y  quelques  théorèmes  assez  remarquables  sur 
les  intégrales  définies. 

m  sin  3C 

Exemple.  I.  Soil  tang^  =  — — -7—,  a  étant  <  i.  D'après  cetto 

équation^  on  yeit  cpxejr  augmente. indéfiniment  ayec  ^^  et  que  ce^ 
deux  variables  coïncideront  entièrement  lorsqu'on  aura  j?  =  o  ^ 
TT  y  27r  y  ZtTj  etc.  ;  d'où  il  suit  qu'on  doit  avoir  en  généralj^= j:+9, 
6  étant  une  quantité  périodique  :  c'est  ce  que  le  calcul  suivant  met** 
tra  ^xk  évidence. 

Au  moyen  des  exponentielles  imaginaires,  l'équation  donnée 
peut  s'exprimer  ainsi  : 

t\  on  en  tire 

,^_,  _  (  I  +m)  e^^-'  -Kl  —  m)  c-^>^-*+  aa 
^  *~  (  1  4-'m)  e-*v^-^  +  (  1  _  m)  e*v^-*  -f  aa 

Je  décompose  le  numérateur  en  deux  facteurs  de  la  forme  Ae*v^~****|-B^ 
A'e'"''^~'+ B'  j  et  pour  cela  fais^int  A  =  —  a  -|-  v/(  ^*  +  /?»'—  i  )  , 

f  = *  fi"  =  — :—  5  1  aurai 


i+Ze-*^-*  i_ge* 


v^-»' 


Mais  puisqu'on  suppose  a<^  i  >  il  s'ensuit  que  7:  et  ^  sont  toys  deux 
plus  petits  que  Tunité  ;  donnant  donc  à  cette  équation  la  forme 


ô»/K'->  =  e**v^-» . ^ •  }JZ^ 


^— JFV  ^« 


1  +  2.  e^-«  ° 


f 


et  prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre ,  on  aura ,  après 
avoir  divisé  par  3  y^—  i , 


I 
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série  convergente  et  qui  aura  lieu  quand  naéme  a  serait  négatif, 
pourvu  qu'on  ait  â  <  i . 

112.  Il  faudra  donner  à  cette  formule  une  autre  forme  lorsqu'on 
aura  a*  +m^  <^  i ,  parce  qu'alors  k  deviendra  imaginaire^  ainsi  que 

/  et  g.  Dans  ce  cas ,  soit  n  =  \/C  T     J   et  cos  C  =    ,,    ^ — sr  » 

on  aura  jz=Ln{cos  €+ V^ — i  sîn^j  ,  gz=z — /^(cosf  —  \/ — i  sin^)^ 
et  la  formule  (i)  deviendra 

(2)  y'=^x — 27icosCsinj:-(-2/i*cos2f  sinajc — |/î'cos5€sin5a:-+-etc.,* 
série  toujours  convergente  ;  car  m  peut  toujours  être  regarde  comme 
positif^  puisque  si  on  avait  à  résoudre  l'équation  tang  /= -7—  , 

on  lui  donnerait  la  forme  tane  (tt  —  r  )= : — . 

o    V  ^  ^        coâjf  +  a 

Lorsque  a  ==0,  les  formules  (i)  et  (2)  donnent  également  pour 
Téquation  tang  ^=/7}  tang  x^  cette  solution  : 

laquelle  s'accorde  avec  la  formule  connue  de  Lagrange  et  de 
Lambert. 

1 13.  Exemple  II.  Soit  l'équation  tang  ^=r — - ,  011  l'on  sup- 
pose «>  I. 

Ce  cas  est  essentiellement  différent  de  celui  de  l'exemple  I^  puis- 
qu'on voit^que  tang  j^  ne  saurait  devenir  infini^  et  qu'ainsi  la  valeur 
de^  est  toujours  renfermée  entre  des  limites  données. 

Au  moyen  des  CYponentielles  imaginaires^  l'équation  proposée 
donne 

^.^•-1  _  (1  +  m)  6^^-'  +  (I  —m)  e'^-'  +  aa 
(l+m)e-'v^-«+ (1  — /n)e**^- +  aa* 

Soit  A=  —a+v/(  «*  +  /»•—  i).  ;;^  —f^lèr^^ëy  les  quan- 
tités f  ^\  g  seront  toujours  plus  petites  que  l'unité ,  et  on  pourra 

mettre 
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mettre  réquation  précédente  sous  la  forme 


2^ï 


^•yV/-i  _. 


l+fe-^-'i        1— xrp-n?'-» 


Prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  et  divisant  de  part  et 
d'autre  par  2  y/ —  i  ,  il  viendra 

(3)  j  =  (5^+/)sina'+Kr— /')sm2^+K^'+/')sia3x+etc. 
Si  Ton  met  tt  —  or  au  lieu  de  a:  ^  on  aura  pour  la  solution  de 
1  équation  tang  r  =  — ■ ,  cette  formule 

Li  4.  Exemple  III.  Soit  proposée  Téquation  tang^ = a  -f-  i  taiig  x, 
on  en  déduira 

(  i  -f-  4  —  a  |/—  1  )  e-^-*+  (  i  —  i  —a  y—  i  )  e^Kl-'    ' 

Soient  fe  et  A  deux  angles  déterminés  par  les  valeurs  tang  fi:z 


tang  (  A  4-  A^)  =    .  ;  soit  de  plus  /: 


i  +  b' 


sin  fi 


pin(A+^) 


9  on  aura 


1  +  i  +  o  v/— 


1  +  4  —  a  {/ — 
1  — b  4-  a  l/— 

1  —  b  —  a  |/ — 


=  cos  2fi  +  v^ —  I  sin  2fjL  =  e^/*/— '^ 
-  s=y(cos  X4-  >/ —  isinX), 
=:y(cos  A— ^  v^ —  I  sin  A), 


donc 


1  -f-4 —  a  y/  — 


,31/^— t  _«  ^(«x-f-a^)\/— 1     '  +/(cos  A  +  y/—  I  yîn  A)  <>-*^^-' 

*  '  +/(cos  A  —  V—  1  6in  A)  e*'>^-*  ' 


Prenant  les  logarithmes,  on  a  la  forn^ule 

(5)      jr  =  JT+ft — /sin(2:c  —  A)  -+-  lf^s\n(4^ — 2A) 

- —  ^/^  sin  (  6^'—  3a  )  +  etc. 

Cette  série  sera  convergente  tant  que^sera  <^  1 ,  ou  tant  que  b  sera 
positif;  car  on  ay*^^ 


Si 
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Si  b  était  négatif,  il   faudrait  développer   autrement  les   deux 
membres  de  l'équation  précédente  ;  mais  il  est  plus  simple  de  faire 
j  ei  a  négatifs  dans  l'équation  proposée,  afin  de  conserver  b  po- 
sitif et  y*<  I.  Par  ce  moyen  ^  la  valeur  de  7"  tirée  de  l'équation 
tang  J  '=^a  —  b  tang  x ,  sera 

(6)        y  c=/U  —  X  H-/sin  (2^:+ A)  —  -^/*  sîn  (  4^  4-  aX  ) 

+  kP  sîn  (  ^^  +  3A)  —  etc. 

11 5.  Exemple  IV,  La  formule  plus  générale  tangj^=^^-J — f^Si 

se  ramène  à  celle  de  l'exemple  précédent  ;  car  en  prenant  une  in- 
déterminée 771 ,  on  a 

b  ^y  H"      J  i+ctangx — (a  +  i  tang  a;  )  tang  1»* 

Soit  donc  tang  tti  =  r ,  et  on  aura  l'équation 

tang  (jr  +  m)  =  ^-^  +  g_^  tang  x, 

qui  se  résoudra  par  la  formule  (5). 

116.  Exemple  V.  Soit  proposée  l'équation  tang^  =«sin  ar-f- A, 
laquelle  est  aussi  générale  que  tang  j^  =  a  sin  jc  -f-  ^  +  c  cos  x  , 
puisque  les  deux  termes  a  sin  jc  +  c  cos  x  peuvent  se  réduire  à  un 
seul  terme  de  la  forme  a^sin  (jc  +dc).  Il  est  clair  que  dans  ce  cas 
j  ne  doit  pas  passer  une  certaine  limite,  et  qu'ainsi  l'arc  indéfini  x 
n'entre  pas  dans  la  valeur  de^.  On  aura  d'abord 

Il  faudra  ensuite  chercher  les  deux  facteurs  du  numérateur  ;  pour 
cela,  soit 

;            _   I  +  a^+  &»-  v/[(i  +  a^+&>)«-4a»&^]  ^ 
Sin   (p  —  ^j5  , 


cette  valeur  sera  positive  et  plus  petite  que  l'imité ,  quels  que  soient 
a  et  ^;  car  elle  donne 

^^c^  —  \/C(i  +  g'-  h-r  +  4fc^]  _  (  1  +  a>  -  A^  ) 
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l'angle  ^  est  donc  réel  et  on  peut  le  supposer  <  i  tt.  Soit  de  plus 
/  =  lang  ^  (p  et  tang  /tt  =  A  cos  (p ,  /  se»  <  i  ,  et  la  valeur  de 
^•yv^— I  gç  décomposera,  ainsi  ; 

prenant  les  logarithmes  et  réduisant ,  on  aura 

jrz=zfjtr+' Vif  cos  iJ.  sin  ^-H/^cos5/«in3j:-H/*cos5/Asin5j:+etc. 
V-'  4:/'*sin2/ACOS2JC+j/4sin^^cos4rH4^/^sin6yxcos6jc+etc. 

117.  Exemple  J^I.  Soit  proposée  Téquation  tang^=  «  tang*a* , 
où  Ton  voit  quej^  ne  peut  augmenter  iùdéfîniment  avec  a:,  et  qu'il 
doit  être  compris  entre  les  limites  o  et  j  ^. 

On  peut  traiter  ce  cas  directement^  mais  il  suffira  de  le  ramener 
au  cas  précédent.  Pour  cela^  soit  âs  tang  «^  on  aura 


tanff(7^ — * — y)  =  -î^^-f-  -r^ —  sin  (i^-—  ^x). 


Cette  équation  est  semblable  à  celle  de  l'exemple  précédent  ;  c'est 
pourquoi  faisant 

f  =  cos  a  +  sin  a  —  ^/(  2  sin  a  cos  et  )  , 

cos  /t*  =  v^(  2  sin  CL  cos  et) , 

on  aura 

JjT— «I— ^=/*+-û/cos^co8aa; — ^Pcos^fico^^x+^f^cos  5^  cos  lox— etc. 
^  ^  — /*î>in  a^cos 4-31?  +  i  ^^^  »in  4^  cos  8x —  ^ y^  sin  6/«  cos  1  ax+etc. 

,,8.   Exemple  FIT,  Soit  tang ^  =  ^;^*^-±V^^   on 
aura  d'abord 

,^_,  g'4-a  y/— 1  4-fy  +  ft  y/— i)tanga:  +  (c'  +  c  y/— 1  )  tang'x 

^  (a'— a  j/— 1)  4-  (  A'  —  ^  y^—  1  )  tajig  X'+-(^c  —c  y/—  i  )  tang^jc  * 

ensuite  si  on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
(e'^''*4-^""**^'"')%  et  qu'on  substitue  pour  tang  x  sa  valeur  en 
exponentielles  imaginaires^  la  valeur  de  e^^K*"'  deviendra  de  cette 


# 


\ 
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forme 

OÙ  le  dénominateur  se  déduit  du  numérateur  en  changeant  dans 
celui-ci  le  signe  de   \/ —  i . 

Maintenant  il  s'agit  de  trouver  les  facteurs  des  deux  termes  de  celte 
fraction  ,  ce  qui  n'exige  que  la  résolution  d'une  équation  du  2*  degré, 
en  regardant  e*'^"^  ou  e"**^""'  comme  l'inconnue  ;  d'ailleurs  les 
facteurs  du  numérateur  étant  connus,  on  aura  ceux  du  dénomina- 
teur, en  changeant  simplement  le  signe  de  \/— •  i.  On  trouvera 
donc  un  résultat  de  celte  forme 

^yy/^i  ^_  C08  it  +  y/ —  J  sln  «     1  4-pc"*^""*  (co8  ^  —  i/—  1  8În^) 
*"^  cos  it—  v/ —  1  sin  «  *  1  +pe~^^^'"'(cosu  +  \/—  1  sin^  ) 

1  — (/e""***^""'  (cos  f  —  V/ —  ^  •'*^"  '  ) 
*  1  —  qe^^^"  *  (cos  V  -f-  ^ —  i  sin  >  )' 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  prendre  les  logarithmes  de  ces  facteurs 
et  d'en  former  des  suites  convergentes.  Or  si  ;;  est  plus  petit  que 
l'unité,  on  aura 

+y;7'  sin(6jc — 3/x) —  etc. 
Sip  est  plus  grand  que  1  unité,  le  facteur    .  ^  .,^>^_.^ —    .  ; , r-^ 

r  \.         n  ^  '  1+pe  **r     *(cos^-}"V — isiij/«J 

devra  être  mis  sous  la  forme 

(4x— 3^)  V— I  p 

p 

et  son  logarithme  divisé  par  2V^^  1,  donnera  la  suite 

Il  en  sera  de  même  de  l'autre  fadeur.  Ainsi ,  dans  tous  le^  cas,  la 
valeur  de  y  sera  composée  de  deux  suites  semblables  aux  pré*^ 
cédentes. 
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.  îig.  Elle  en  contiendrait  trois,  si  le  terme  tangua:  se  trouvait 
dans  la  valeur  de  tang  /  ^  et  ainsi  de  suite  suivant  les  puissances 
de  tang  x. 

Dans  le  cas  de  tang^  x ,  il  faut  remarquer  que  la  valeur  de  e'J'K-» 
pourrait  toujours  être  mise  sous  la  forme 

{a! --a  \/—  1  ) e-^'*^-' + (6'— 6  \/—  i  )e-'^-^+(c'— c }/—  i  >*K-»+ (d^dy/—  i  ) e^n/-*  » 

quantité  qui  y  à  raison  des  trois  facteurs  de  chacun  de  ses  termes  ^ 
peut  s'écrire  ainsi 

Les  deux  premiers  facteurs  se  développeront,  en  prenant  leurs  lo- 
garithmes^ comme  dans  le  cas  précédent  ;  quant  au  troisième  fac- 
teur, si  h  est  plus  petit  que  Tunité^  il  se  mettra  sous  la  forme 

^  -i  +  Ac^-^  +  OV-i^ 

et  si  h  est  plus  grand  que  l'unité ,  il  se  mettra  sous  la  forme 

i  4-i  eCajT-hOv'-i 


^-.(îijr-4-a»)v/— 1 


i  ^--(aar-4-v)V^— I 


l+T    é 


prenant  ensuite  les  logarithmes  on  aura,  dans  les  deux  cas  ,  des 
séries  convergentes. 

120.  En  général  si  on  a  tang  ^  =  —  ,  P  et  Q  étant  des  fonc- 
tions rationnelles  et  entières  de  tang  a: ,  la  valeur  de^  pourra  tou- 
jours être  développée  en  un  nombre  k  de  séries  de  la  forme 

Ax  +  B  ±  [y sin  6  sin  (ao:  +  a)  -f-  ^  f*  sin  ^fl  sîn  (4^  +  aa) 

+  ^/3  sin  50  sin  (6a:+ 3a)  +  etc.], 

k  étant  le  plus  haut  exposant  de  tang  x  dans  les  fonctions  P  et  Qr 
Si  la  valeur  de  tang  j-  est  donnée  par  une  fonction  rationnelle  de 
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siâ  X  et  cos  x  y  on  fera  tang  ^  or  =  2^ ,  et  substituant  les  valeurs 

au  1  —  w*      ^  ^  P 

sm  a:  =  — - — ^,  cos  cr=  ^^^  on  pourra  supposer  tang/  =  — , 

P  et  Q  ëlant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  u  ou  de 
tang  -j  X.  Ainsi  on  obtiendra  toujours  le  même  résultat  qu'oa 
vient  d'énoncer,  avec  la  seule  différence  que  ^  x  sera  mis  au 
lieu  de  x. 

121.  Les  développemens  qu'on  peut  effectuer  suivant  la  mé- 
thode précédente,  en  fournissent  plusieurs  autres  non  moins  re- 
marquables y  et  qui  peuvent  être  utiles  dans  la  théorie  des  intégrales 
définies. 

Soit ,  par  exemple  ,  Téquation  tang  y  =  a  sin  x  4*  ^  ;  d'où  nous 
avons  déduit 

yzmfÂt^  1k  f  cos  fÂ^sixï  X  +  \  f^  cos  5f6  sîn  5.r  -f-  etc. 
+y*sin  !2jUcos  IX  '\'  \  f^  sin  4^^  cos  l^x  +  etc. 

Si  on  prend  de  part  et  d'autre  la  valeur  de  -7^ ,  on  aura ,  en  éga- 
lant ces  deux  valeurs  : 

J-—  =    ^f  C05  fA  Gos  ar+q/"^  cos  ZfA  cos  Zx-\-^f^  cos  5/k  cos  5x+etc. 


/-qN     1  +(a  s  in  x+^) 

^^  — ay^sins^inax — 2/*^  sin  4/*  sin  4^6 — 2/^  sin  6/k  sin  Gx-f-etc. 

D'après  cette  formule^  soit  proposé  de  trouver  l'intégrale 

J         1  +  (a8inx  +  i)-       ^ 

prise  depuis   jc  =  o ,  j:  =  ^ ,  et  dans    laquelle   k   représente   un 
nombre  entier  quelconque.   Il    est  visible  que  si  on  substitue  à  la 


place  de  -, — — — ,  ,rr  sa  valeur  développée  en  série ,  tous  les 

*  1  -t  ( a  siri  X  4"  0)* 

termes   s'évanouiront    par   Tintégralion  ,   excepté    le    seul    terme 

fdx  cos  *  (  2A  -f-  I  )  jr  .  2/**-*"  '  cos  (  2^  +  I  )  u  ,    lequel   se  réduit , 

dans  les  limites  données  ,  à  9r/^*"*""  cos  (  2X:  -f-  i  )  yu.  Donc  on  a 


V*"-'  J        1 +(asinx+ é)'*      "^  ^  ^  .    ^       •     /r-i  |j.»- 


=  0 


CINQUIEME  PARTIE,    g  X-  ^47 

on  aurait 9  en  vertu  du  même  développement  : 

adx  cos  a:8in  qUx 


a?  =  o 


,      .  /^ adx  cos  X  s\n  akx  ^.-    •        ,  (x  z=z 

/^o^'ez  d'ailleurs  l'exemple  Y  pour  k  détermination  des  quantités  y*  et  /jl. 

§  X.  2%éorèmes  sur  une  espèce  particulière  de  fonctions 
nées  du  développement de{\  —  2xz H- z*)" * . 


123.  Les  fonctions  algébriques  dont  il  s'agît  sont  celles  dont  î^ai 

fait  connaître  les  propriétés  dans  mes  Recherches  sur  l'attraction 

des  sphéroïdes  et  la  figure  des  planètes  C^).  Il  m'a  paru  que  ces 

fonctions  méritaient  de   trouver  place  dans  un  ouvrage  où  je  me 

suis  proposé  de  réunir  sous  un  même  point  de  vue,  les  résultats 

les  plus  intéressans  qu'offre  la  théorie  des  intégrales  définies. 

Si  on  développe  suivant  les  puissances  de  z   la  quantité.  ••• 

1 
Z  =  (  I  —  :txz  -f-  2*  )'■  * ,  et  qu'on  appelle  en  général  X"  (  72  étant 

un  indice  et  non  un  exposant)  le  coefficient  de  z"  dans  ce  déve- 
loppement, de  sorte  qu'on  ait 

Z  ==  I  4-  X'2  +  XV  +  ILH^  +  XV  +  etc.  ; 

l'expression  générale  de  X"  se  trouvera  de  la  manière  suivante. 
Par  un  premier  développement  on  a 

Z  =  I  +  ^  (2xs+^*)  +  i^  (2^2i— Z*)*  +  i^  (3 JTZ— z*)3  +  etc.  ; 

or  dans  celte  suite ,  les  termes  qui  renferment  z"  sont ,  à  compter 
de  la  plus  haute  puissance  , 

1.3. 5.... 3/1 — 1  /  a\B    I    i.3.5..-.ûn — 3  X  «ftNii— t    f   ^1.^ 

— -r-r^ {2a:z — z)'\ T-c r  (3a;z — ;s*r  '  +  etc,  j 

de  là  il  est  facile  de  conclure 

xr«  1.5.5.. ..271 1    _.  1.3 271 3      X""^       ,       1.3 2/1 5       X""^  - 

X"= — 5 j:r"*— • ; .  — 7 — etc., 

1.2.3 n  1.2 71 — 2        2  i.a 71 — 4      2.4  ' 

(*)  Sayans  étrangers  ,  tom.  X,  Mém,  de  TAcad. ,  ann.  1784  et  1789. 
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ou 

\J    -'*■  •       1.2.3 n\  2.a/i — 1  a. 4. an — i.a/i — 3 


Faisant  successivement  7i  =  o,  1  ,  2,  5  ,  etc.,  on  aura  les  valeurs 
suivantes  dont  la  loi  est  facile  à  saisir,  surtout  si  Ton  considère 
séparément  les  termes  de  rang  pair  et  les  termes  de  rang  impair. 


X''= 

:  >  . 

X'= 

:X  , 

X'= 

a 

1 

x»= 

:—  XT  — 

a 

3 

__.     5.7    ,     3.5      .  I   1.3 

,.x        ^-4        2.4         2.4 

a.4'*b  3.4.0  a. 4.0  2.4.U 

X7=  ailL:!!  X'- Z:^  3x»+ ^4  3x^+ ^:I  X . 

3.4.6  a.4.t)  a. 4.6  a.4.b 

^g_9.M.]3.i5    g     7.9.11.13  57.9.11^         5.5.7.9        ,  i.?^.5.7 

"^~"     a. 4. "6. 8  "a.4.6.8    ^    "^  a.4.G.8  a.4.6.8^"^fl.4.G.8  ' 

^-"1:4:0"^^    mTgts"^''  "+"7.7X8 *'*^~a.4.G  s'^'^'^^yp:»-^' 

etc. 

Voici  maintenant  les  différentes  propriétés  qu'offrent  les  fonc- 
tions X",  dans  lesquelles  nous  supposerons  constamment  a:  •<  i. 

123.  ïiiÉOREWE  1.  «  Lorsque  .rz=i  ,  on  a  généralement  X"=  ï  ; 
»  depuis  ^=0  jusqu'à  xz=l  i  ,  la  fonction  X"  est  toujours  plus  petite 
»  que  Tunilé.  » 

En  effet,   i*.  si   dans  la  valeur    de  Z  on  fait  j?=  i  ,  on  aura 

Z  =  — ^=  I  +z  +z'  +  z^  +  2^+etc.;  donc  X'=  1. 

a*.  Puisque  x  est  supposé  p!us  pelil  que  l'unité  ,  ou  tout  an  plus 
égal  h  l'unité,  on  peut  faire  .r=cos  (p. Soit  cloue  a=cos^-f"V/ — >  sin^ 

et  £  =  cos  (p —  V^— I  &iu  9;  ou  aura  Z  =  (i — ccz)  *(i  —  fo)"*, 

de 
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de  sorte  que  Z  sera  égal  au  produit  des  deux  suites 

•  fl        '   fl.4  2.4.0         *  3.4.6.8  '         ' 

•    2         '    2.4  2.4.0  '   2.4-6.8  '  ' 

or  si  on  cherche  ,  par  exemple  y  le  coefficient  de  z^  dans  ce  produit^ 
il  est  visible  que  ce  coefficient  sera 

2.4.6.8^     '     ^  '  2.4.62      ^  •  •     -^  *  2.4   2.4 

Mais  on  a  a€  ==  i  ,  *•  +  ^*  =5  ^  cos  a(p  ,  «6*  4-  ^^  =  ^  cos  4^  ; 
donc 

«-.       1.3.5.7        *       y^  .   1.3.5  I  ^   ,    1.3    1.3 

X*= — T-ê-é  •  2  cos4^-{ 7-j-  .  2  cos  2^  +  7-7  •7-/« 

2.4.6.8  ^^     '     2.4.6  2  ^     '     2.4      2.4 

On  Yoit  par  cette  expression  que  la  plus  grande  valeur  de  X^  a  lieu 
lorsque  ç  =0  ou  a:=  i  ;  et  dans  ce  cas,  elle  se  réduit  à  l'unité  ? 
dans  tout  autre  cas  ,  la  valeur  de  X^  sera  donc  moindre  que 
l'unité. 

On  trouvera  un  semblable  résultat  pour  la  valeur  générale  de  X% 
qui  sera  toujours  de  la  forme  A  cos  np+B  cos  (n — 2)  ^4"G  cos  (n^— 4)1* 
4*  etc.  9  A  9  B  9  C  9  etc.  étant  des  coefficiens  positifs. 

Le  même  théorème  s'applique  aux  valeurs  négatives  de  Xj  com- 
prises depuis  or  :=  o  jusqu'à  a:  =: —  i ,  puisque  ces  valeurs  sont  tou- 
jours représentées  par  cos  ^  ^  en  faisant  varier  cp  depuis  ^  =  |  ^ 
jusqu'à  (p  =  "TT.  D'ailleurs  on  voit  immédiatement  qu'en  changeant 
le  signe  de  o:^  la  fonction  X"  feste  la  même  lorsque  n  est  pair^  et 
qu'elle  change  de  signe ,  en  conservant  la  même  valeur  ^  lorsque  n 
est  impair. 

1 24-  Théorème  II.  «  Les  indices  m  etn  étant  inégaux  y  l'intégrale 
»  /X"*X"rfjc,  prise  depuis  jp  = —  i  jusqu'à  a:=  +  i ,  sera  toujours 
»  nulle  ;  si  ces  indices  sont  égaux  y  on   aura  entré  les  mêmes 

»  limites.  /X"X* écriât — %—, 

'  -^  2n  -f-  1 

5a 
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En  effet ,  soit  proposée  l'intégrale 

Sî  on  fait  i  +  r'z*  —  2rxz  =  r* ,  ou  a:  =5  —^ ^  ,  on  aura  la 

»  «^    '  ara  ^ 

transformée 

P  _  _  i.  r ^x 

V  \/(y  —  1  +  r»  +  z*—  rV  )  * 
d'où  résulte  Tintégrale  indéfinie 

Les  lîmîles  de  x   élant  j:=:— i,  j:  =  +i,    celles   de  ^    sont 
y=  i  +  rz,^=  I  —  r5;on  aura  donc  Tiiitégrale  cherchée 

P  =  -  lOff  —, =  -  log • 

z      ^r  +  a  —  1  —  rz        z      ^  i  —  z^ 

ou 

p  =  2  +  I  z»  +  f  5*  +  f  z«  -f-  etc. , 

quantité  indépendante  de  r. 

Cette  intégrale  est  celle  de  la  différentielle 

dx  (i4-2rX*+2  VX^+^^/'^X^+etc.)  (1  +  ^X'  +  ^X*+  ^  X^+etc); 

et  puisque  r  disparaît  entièrement   dans  le  résultat,  il  faut  qu'on 
ait  généralement,  m  ei  n  étant  in  égaux, /X^X"  tir  =  0.  On  voit  en 

même  temps  que  m  et  n  étant  égaux,  on  aura/X"X"^x=ï= — — , 
conformément  au  théorème  énoncé. 

125.  L.orsque  m  et  «  sont  l'un  pair  jTautre  impair,  le  produit 
X'^X"  est  une  fonction  impaire  de  x  ;  alors  il  est  évident  que  l'in- 
tégrale/'X'"X"rfjr ,  prise  depuis  x  =: — i  jusqu'à  x  =  -\-i  ,  doit 
être  nulle.  Mais  si  les  nombres  m  ei  n  sont  tous  deux  pairs  ou  tous 
deux  impairs,  il  n'est  plus  évident  que  ^ette  intégrale  doive  s  éva- 
nouir, et  la  propriété  énoncée  dans  le  théorème,  parait  très-digne 
de  remarque  par  sa  grande  généralité. 

Pour  faire  abstraclion  des  cas  évidens  par 'eux-mêmes  ,  on  peut 
borner  le  théorème  II  à  l'énoncé  suivant. 
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rr  Quels  que  soient  les  nombres  entiers  n  eX.  k  y  pourvu  que  k 
»  ne  soit  ni=:o,  ni>^72,  rinlégrale/X"X*~**^,  prise  entre  les 
»  limites  x  z=:  Oy.x  z=z  i,  sera  nulle  ;   si  Ton  a  À'  =  o  ,  l'intégrale 

»  /X"X"^a?,  prise  entre  les  mêmes  limites^  =  — —. 

126.  Il  suit  de  ce  théorème  que  P^y^yyy  etc.  étant  des  coeffi- 
ciens  constans,  on  aura  y  dans  les  limites  ^j?  =  o^j:  =  i; 

/(aX— »  +  ^«-^  +  >X"-^  +  etc.)  y^dx  =  o. 

Mais  le  polynôme  aX""*+  ^X"~^+ >X"~^+etc.,  peut  aussi  être 
représenté  par  un  polynôme  du  même  degré  formé  avec  les  puis- 
sances de  X  y  tel  que  ctfocf"^^  4-  Co:"""*  +  5^'a:"^*  +  etc. 

Donc^  quelles  que  soient  les  constantes  a',  Q^y  y' y  etc.^  on  aura 
aussi  ^  entre  les  limites  jt:=:o,ar=i^ 

/(«'j:— •  +  ^'a^-^-rf-  >'x"-«+  etc.)  X"éir  =  o , 

ce  qui  donne  les  équations 

{c)        y3c"""*X" Jj:  =  o ,    /r""^X"ûtr :=  o ,    yx"""^X"ûtri=o,     etc., 

et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  que  l'exposant  de  x  soit  réduit  à  o  ou 
à  I  ,  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

1a7.ll  est  facile,  d'après  le  théorème  précédent,  de  trouver 
l'intégrale yX"j:"Ja:,  prise  depuis  a:=:o  jusqu'à  xz^n;  car  si  l'on 
fait  X"  =  Ax" —  Bj:"~*-|-  Cr*"* —  etc. ,  oa  aura 

/X"X-rfa:  =/X« Jo:  ( Kxf"  -^  Rr»—  +  Cjt»-^  —  etc.)  : 

Le  premier  membre  se  réduit  à  — -7—  ;  le  second  se  réduit  à 

A  faf'lL^dx  ;  d'ailleurs  par  la  formule  (^) ,  on  a  A  =       'J*' — ^^  » 
donc 

^    ^  -^  ,  \  .0.5.  .  .271  -f-I  ' 

mais  cette  formule  n'est*  que  particulière,  et  on  peut  généralement 
déterminer  l'intégrale  [af'î^dx  par  la  proposition  suivante* 
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128.  Théorème  IlL  u  Quel  que  soit  le  nombre  m  ,  entier  ou 
D  fractionnaire  ,  pourvu  que  1+//1  soit  positif,  ou  seulement  2+iw 
»  si  nesi  impair  ,  l'intégrale  /r^X'^x,  prise  entre  les  limites  a:=o, 
}}  j?  =  I  ,  se  déterminera  généralement  par  Tune  ou  l'autre  des 
»  formules  : 

r^m  X*»  dx  =  ^'^""^'^""^ m— fl^+g 

/3c"X**'*''^a:  =  ^~'  '771—5.771—5 — m— afe+i 
"'  7îi+a.  771+4. 771+G..  ..TTi+afc+a^ 

»  ou  seulement  par  la  formule 

(  f)  fj^H^dx  =  ^ — ""^^  •  ^ — ""^^  •  ^ — ^""^"^  •  "  •  "* —  ft  —  ft 

^-^  ^  *^  771+71+ l.m-f 71 1.711+71 3 77l+|qi5-' 

j)  dans  laquelle  le  signe  supérieur  aura  lieu  si  n  est  pair  ,  et  le  signe 
»  inférieur  si  n  est  impair.  » 

Pour  démontrer  ces  formules ,  il  suffira  de  considérer  des  cas  par- 
ticuliers. Soit  donc  72  =  6  ;  on  pourra  supposer^X^  =  Ax*  —  hx^ 
+  Cx* —  D,  et  on  aura  dans  les  limites  requises^ 

farX'dx  =  ^ ?-^  +  -^ 5_. 

in+7        77»+5*77i  +  o        7n+i 

Mais  d'après  les  formules  (c)^  on  sait  que  cette  intégrale  doit 
s'évanouir  dans  les  trois  cas  m  =zo  ^  mz=i  2 ,  /n=:4;  cUc  aura 
donc  la  forme 

A'77l(7» — 2)  (771— 4) 
m+ 1  .  771+3..  771+5 .  771+7* 

Pour   déterminer  A'  faisons  m  =  00  :  FinteWale  — ; re 

'  O  771+7  771  +  5 

C  13  •  1 

H r-5  —  — r—  deviendra  —  (A — B+'C— -D),  ou  simplement 

•     771  +  3  771  +  1  771^  •  ^'  * 

— ,  puisque  A  — B+C  —  D  est  la  valeur  de  la  fonction  X®  lors- 
que a?  =:  I  :  donc  on  a  A'  =  1 3  donc 

•^  7n+l  .771+3.771+5.771+7 

Il  est  visible  que  la  même  démonstration  est  applicable  à  toute  autre 
val«ur  de  n. 
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Si  dan&  la  formule  générale  on  fait  mz^n^  on  aura ,  lorsque  n 
est  pair , 

et  lorsque  n  est  impalt^ 

/o^X'dlr  =  n-i.«-5.J»^5 .a 

•^  n4- 2.71  +  4.»  +  b....aii+  1 

Ces  deux  cas  sont  cotapris  dans  la  formule 

foc^^yiJ^dx  =  ■  '    - ■  ^ 

•^  1.3.5..  .  .371+1    ' 

ainsi  que  nous  l'ayons  déjà  trouvé  dans  Tarticle  précédent. 

129.  Si  on  yeut  exprimer  la  puissance  af  par  lé  moyen  des  fonc«- 
lions  X",  X"~%  X"~*,  elc. ,  on  y  parviendra  aisément  de  la  manière 
suivante.  Soit  en  général 

a^  =  ûX-  +  *X*-*  +  cX"-^^  +  elc.  ;     . 

si  on  multiplie  chaque  membre  par  X"^  ^  et  qu'on  intègre  de  part 
et  d'autre  depuis  xso  jusqu'à  a:=  i^  on  aura,  en  vertu  du 
théorème  II,   /x"X"^  =  a/H''X.''dx  ;  or  le    premier   membre 

tes     ^  g ^ — ; —    et  le  second  £±: ; — i  donc 

1.0.0 an  +  1  '  271  +  1  ' 

"^  1.3. 5.  ...2/1 —  1  "^  2/1 — 1  .2/H— 3. .  .Ti  +  lqii* 

On  aura  de  même  ^  eh  multipliant  par  X"'*^  la  valeur  de  x^  et 
intégrant,  fx^TL^^dx  s=  A/X"^*X"'"*^  =  — ;^;  Mais  le  premier 

,  4.6.8. n~\±,^      t  ,       271—3 

membre  = 5 > r-| — r  ;  donc  bz=z a  :   oiî 

271 — 1.2/1—0.2/1—5 7i  +  ~zpi'  a 

trouvera  de  même ,  en  multipliant  par  X""* dx y  ci=:  — — ^— -^  ^y 
et  ainsi  de  suite.  La  loi  de  ces  difTérens  termes  est  facile  à  saisir ,  et 

_a.4.6 n— irhi 


on  trouvera  en  général  qu'en  faisant  A  s^ — -, — ^— ^ r-^ — ,^ 

°  *  2/1+l.â/l — 1.2/1 — O.../1+fipJ 

on  a        . 

a:-=A[(a«+ï)X»+^(3«-3)X— -t-22±i^=l(an— 7)X-< 
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i5o.  Théorème  IV.  «  La  fonction  X**  est  en  général  décompo- 
»  sable  en  k  facteurs  de  la  forme  ^* — a*,  x* —  ^*,  x* —  5.%  etc.  , 
y>  ^y  ^  y  y  y  etc.  étant  des  racines  réelles ,  inégales  et  plus  petites 
y)  que  l'unité  ;  la  fonction  X**"*"'  est  composée  de  k  facteurs  de  même 
»  forme  ,  et  en  outre  du  facteur  x.  » 

En  effets  prenons  pour  exemple  la  fonction  X'  ;  puisque  Tinté- 
grale /X'ûtr ,  prise  depuis  a:=  o  jusqu'à  a:  =z=  1  ^  est  nulle,  il  faut 
que  la  fonction  X*  change  de  signe,  au  moins  une  fois,  dans  cet 
intervalle.  Ily  aura  donc  une  valeur  a:  =  et  qui  rendra  X'=o,  et  cette 
racine  sera  moindre  que  l'unité.  Soit  X'  =  (:r* — a*)  P ,  on  aura  par 
l'équation    (  c  )  ,  f{x^  —ct^)X^dx=o    où  f(x*  —  ct^  )»  Vdx  =  o. 
Puisque  cette  intégrale  est  nulle,  il  faut  que  la  fonction  P  change 
de  signe,  au  moins  une  fois,  dans  Tintervalle  dea:=o  a  xz=ii. 
Soit   Q  la  valeur   de  x   qui    rend  P  =  o,    on  pourra    supposer 
P==(j:*— C*)  Q,   ce   qui  donnera   X«=  (V— a*)  (a:*  — ^•)Q. 
Mais  par  Téquation  (c)  on  a  encore /(iT*  —  a*)  (x* — ^•)X*dlr=o, 
ou  f{x^ — a*)*  (^•— ^')*  Qdx  =  o  ;  donc  la  fonction  Q  doit  encore 
s'évanouir  depuis  o:  =  o  jusqu'à  jc  =  1 .  Soit  y  la  valeur  de  x  qui 
rend  Q  nulle  ;  on  pourra  faire  Q  =  (x*  —  5.*)  R,  ce  qui  donnera 
X*  =  (o:* — a")  (x* — ^')*(j:* — y^)  R.  Enfin  on  aura  encore  par  l'equa- 
tion(c),  f{x^—cL^)  {x^—C^)  (x^—y^)X*dx  =  Oy  ou  f(x*  —  a^y 
(x* — €*y  (jc* —  y''yKdx  =  o.  Donc  la  fonction  R  doit  s'évanouir 
dans  l'intervalle  dear  =  o  àa;  =  i.  Soit  J^  la  valeur  correspondante 
de  o:,  et  on  aura  R  =  (ar* — S^)  A,  A  étant  constante,  puisque X* 
est  un  polynôme  du  huitième  degré.   Donc  enfin  ce  polynôme  se 
décompose   en  quatre  facteurs   de  la  forme  ,r*  — ^  a*  ,    de    sorte 
qu'on  a 

X*  =  A  (x^—cL-)  (x^—C^)  (>*  —  >•)  {X^—  cT*), 

^9  ^9  y  y  ^  étant  des  racines    plus    petites   que  Tunité.  Quant  au 
coefBcient  A ,  il  est  égal  à  celui  de  x^  dans  X%  c'est-à-dire  qu'on  a 

.  q.  1 1  . 1?^.  i5 

2.4*6.8 

Je  dis  de  plus  que  les  racines  a,  €j  y  y  J^  sont  inégales 
entr'elles;  car  si  on  avait,  par  exemple,  a  =  ^  ,  ce  qui  donnerait 
X'  ï=  A  (x* —  <t^y  (x'—  >^*)(«^*-— J"*)?  il  faudrait,  d'après  Téqua- 
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tîon  (c) y   qu'on  eut  /(  a:^  —  >*)  (  «^^  —  cT*  )  X*  Jx  =  o  ,  ou 
y  (a:* — et*)*  C-^*  —  >*)*  (x* —  J'^y  dxz=Oy  ce  qui  est  impossible. 

La  même  démonstration  aura  lieu  pour  toute  autre  fonction  X"; 
il  faudra  seulement ,  lorsque  n  sera  impair ,  joindre  le  facteur  x  aux 
facteurs  a:* — a*,  (jc* — a*)  (or* — ^•),  etc.  employés  dans  la  dé- 
monstration précédente. 

i5i.  La  valeur  de  X"  donnée  par  la  formule  (a)  y  prend  les  deux 
formes  suivantes ,  selon  que  n  est  pair  ou  impair  : 

^^\^^^^     ^k-^Z^^k+3,.4k+i/  k  £itix**-^.4-^:*z:i  afe+i.afe-1  X 

^      —       a. 4. 6 ai^     V"^  i'4'^+i         ^   i.a    •4*+i.4A+3         ^^""V 

Soit  x^'XLj'  y  les  polynômes  compris  dans  ces  expressions^  étant 
désignés,  lun  par  Y,  l'autre  par  x\^ ,  On  aura 

^ ^lJ^^^^^   a,i  I  ^-^ — '  ^ft — 1-3^ — 3  *-» fe.fe — i-fe — a  flft — i.flA — S.afe — ^5  ^^^  ,  ^ 

""«y^T 4În:7->'  '  "^     rrr'4^— 1 .4^-5-^  i.a.S     •4*— 1 .4A_3.4Ji:i5-y     "*^**^' 

•^"^Â+T-y    "*     ra~*4/i+i.4A— i-î'  i.a.3     •4/i+i.4ii-.i.4/t-.3-^     "^ 

Or  il  résulte  du  théorème  de  l'article  précédent,  que  les  équations 
Y  ==  o ,  Y'  =  o  auront  toujours  un  nombre  k  de  racines  réelles  , 
inégales ,  positives  et  plus  petites  que  l'unité  :  c'est  ce  qu'il  serait 
peut-être  difficile  de  démontrer  par  la  seule  considération  de  la  loi 
suivant  laquelle  les  polynômes  Y  et  Y'  sont  formés. 

i32.  Théorème  V.   «  L'intégrale  /- ^-j  ,   prise   depuis 

»  a:  =  o  jusqu'à  ^  =  i ,  est  égale  à  ^^ — r—^.  » 

Pour  trouver  re:;:pression  générale  de  cette  intégrale  que  je  dé- 
signe par  V*,  considérons  l'intégrale  suivante  que  nous  supposerons 
prise  entre  les  mêmes  limites 


V 


W 


J  (i+oC)^  Lv^Ci  -  a»  +  zO  ^  V^(i  +  axz+ *»)J- 
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Si  Ton  suppose  z  =  ^.  ^  j^  ^^. ,  la  valeur  de  W  pourra  se  déve- 
lopper en  série  de  cette  manière  : 

de  sorte  qu'on  aura 

W  =  V  +  p^\'+p^\''  4-  p'Y^  +  etc. 

Ainsi  pour  déterminer  les  quantités  V%  V*,  V%  etc.  ^  il  ne  s'agît  que 
d'avoir  la  valeur  de  l'intégrale  W  qu'on  développera  ensuite  suivant 
les  puissances  de  la  constante  p. 

Pour  cela  soit  ^^^^^^=7,   ou   x:=y^^^L—^  on  aura  la 

transformée  • 

w=rr ^^ H LèL__n  f^^^^ 

Soit  1  -4-  ^py  =  M,  et  ensuite  u  =  \/{\  •+■  «  +  ^p^)*cos  cp  ,  on  aura 

/,  //    .  ^  ^  / r^  =  —  —77"  i  ^^^^  si  on  appelle  ^'  et  ^*  les 

limites  de  ^  ,  l'intégrale  précédente  sera  =  - — ■—.  Mais  on  a  dans 
les  deux  limites 

d'où  l'on  déduit 

tang<p«  =  v/«-V/(  !+;'*)>    tang<p'  = ^^-^i 

1  H ?ii —        *    . 

V/(i  +  a) 

or  par  la  valeur  de  tang  ^',  on  yoit  que  si  on  fait  tang  a=  y/a^ 

et  tang  C  =  ^/(^i  „ ■>  >  on  aura  ^'  =  «  —  ^  ;  par  conséquent 
l'intégrale 

Changeant 
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Changeant  le  signe  de  ^  ^  on  aura  de  même 

Donc  rintégrale   cherchée  W  =  —p-  ;  substituant  l'expression  de 
Tare  C  en  fonction  de  sa  tangente  y  on  aura 

Comparant  cette  valeur  avec  celle  que  nous  avons  déjà  exprimée 
par  les  intégrales  Y" ,  on  aura 

conformément  au  théorème  qu'on  voulait  démontrer. 

Au  reste  ce  théorème  n'est  remarquable  que  par  la  simplicité  da 
résultat  ;  car  si  au  lieu  de  X^^  on  prend  un  polynôme  quelconque  P 

de  la  forme  Ax**-|-Rr**'"* + Ca:**~^+  etc. ,  l'intégrale  / rrr 

pourra  toujours  se  réduire  à  la  forme  fYdy ,  pii  Y  sera  de  même  un 
polynôme  de  la  forme  A^**  +  By **""•  +  etc.;  il  suffit  pour  cela  de 

faire7==p^-^,jOu  J?==-p,-^^^^  cette  intégrale,  prise 

entre  des  limites  quelconques  y  sera  toujours  une   quantité  aigé"- 
brique. 

i35.  Considérons  de  nouveau  la  fonction  Z=(  i  —  2arz+«*)~  *  ; 
si  on  la  différeutie  successivement  par  rapport  à  x  et  par  rapport 
à  Zy  et  qu'on  fasse  pour  abréger,  i  —  2j^z  +  ;5*  =D%  on  aura 

^ z^  ddZ  _  3a* 

dx'^B^      '     d^  ~  W  ^ 

dZ x—z       ddZ 1      .    3(£j-a)* 

de  là  résulte 


JZ  dZ  2a* 
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donc  la  fonction  Z  satisfait  à  l'équation  aux  différences  partielles  : 

que  l'on  peut  mettre  sous  cette  forme 

W  3^?  ^~d^  —  ^' 

Si  on  substitue  dans  cette  équation^  au  lieu  de  Z ,  sa  valeur  dé' 
veloppée 

Z  =  I  +  zX'+  a*X»  +  z^X^ +  a»X»+  etc., 

le  coefficient  de  z",  que  nous  désignons  par  X",  satisfera  en  général 
à  réquation  difTérenlielIe  du  second  ordre 

OU 

(  /)  (i  — ar»)  -^^^5 ^^'-d7  +  /î  C»  + 1)  X-  =  o  : 

c'est  ce  qu'on  pourrait  vérifier  immédiatement  par  la  valeur  géné- 
rale de  X"  que  donne  l'équation  (a). 

i34*  L'équation  précédente  donne,  par  des  différentiations  réi- 
Itérées 

('-• ^  )-^  — 4^ -2?- +  C"-0  («+2)-5^=  o, 

C»— *^)-2^-^-I?-  +  (n-2)(«+3)-^  =  o; 

et  en  général  on  a  entre  trois  coefficiens  consécutifs  de  la  fonc- 
tion X%  cette  équation, 

laquelle  peut  se  mettre  sous  cette  forme  : 

i35.  Theobème  VI.  «  Les  indices  m  ei  n  étant  inégaux  ,  l'in- 
))  tégrale  /  -j-r  •  "j-r  (^  — x^ydocj  prise  entre  les  limites  jr= — i, 
«  o:  ss  + 1  >  sera  toujours  nulle  ;  si  ces  indices  sont  égaux ,  on 
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M  aura  dans  les  mêmes  limites 

"  f~ë'  '  ~^  {^-o^*y^^  =  —fi  {n+r)  (n4.r— i) . . . .  (n— M-i)  » 

En   effet  soit  P  =  (  i  —  a:*  )"■  -%— ,  rintëgration  par    partiej 
donnera 

Dans  cette  expression ,  la  quantité  hors  du  signe  étant  affectée  du 
facteur  (  i  —x*)'^  s'évanouit  aux  deux  limites  de  l'intégrale  ;  de  plus, 
en  vertu  de  l'équation  (m) ,  on  a 

^=:  — (n  +  r)(«— r4-i)(i  — jc»)'-'  -^i 

donc  en  remettant  la  valeur  de  P  , 

Faisant  successivement  r:=:  i  ^  a^Z  y  etc.^  on  aura  les  équations 

etc. 
Donc  y  i^'.simeln  sont  inégaux ,  auquel  cas /X^X'iirss  o  ^  il  s'ensuit 
qu  on  aura  en  gênerai   /  -^-^  .  -^-^r  (i  —  x'^ydx  =  o. 

2*.  ^Si  mz=.  Uy  auquel  cas  flf%^l^dx  =  — -—  ,  on  aura  succes- 
sivement 

r  rfX*      dX^   f  .V    ,  .  a       ^ 


a/i  + 1  ' 

et  en  général  y 

rd^X""  d'X"  a 
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i56.  On  peut  faire  sur  le  théorème  VI,  la  même  observation  qui 
a  été  faite  sur  le  théorème  IL  Lorsque  m  —  n  est  impair^  ou  lorsque 
l'un  des  nombres  m  ei  n  est  pair  et  l'autre  impair ,  les  coefficiens 

d/Xr     d^  g^^^  j^g  fonctions  de  or,  l'une  paire,  l'autre  impaire; 

dx^    '     dx^ 

donc  le  produit  -^  .  -jp-  (i  —  J^V  ^^^  ^^^  fonction  impaire  de  a:  ; 

or  Q  désignant  une  fonction  impaire  quelconque  de  .r  ^  l'intégrale 
fQdXy  prise  depuis  x  = —  i  jusqu'à  a*  =  -f"  ï  ^  est  nulle.  Ainsi 
lorsque  m  — n  est  impair,  le  théorème  n'offre  qu'un  résultat  évident 
par  lui-même  j  mais   lorsque  /w  -^  /i  est  pair ,  ce  théorème  cesse 

d'être  évident;  alors  le  produit  -j-t"  •  "j^  (^  —  '^*)'  ^^^  ""^^  fonc- 
tion paire  de  ^;  or  une  telle  fonction  étant  désignée  par  P,  l'inté- 
grale fVdx  y  prise  depuis  x  = —  i  jusqu'à  a:  =  +  1  ^  sera  double 
de  la  même  intégrale,  prise  depuis  a:  =  0  jusqu'à  a:=-f-  i;  donc 
en  écartant  du  théorème  les  cas  qui  sont  évidens  par  eux-mêmes  ^ 
on  pourra  l'énoncer  ainsi  : 

«  Les  indices  /w  et  «  étant  inégaux, l'intégrale  /    ,  r"'"^3"(' — x^Jdx^ 

»  prise  depuis  xz=zo  jusqu'à  a:=  i  ,  sera  toujours  nulle.  Si  ces 
J9  indices  sont  égaux ,  on  aura  dans  les  mêmes  limites  , 

-^.  -^(i_x*)-rfr=— p-.  (n+r)(/i+r-i)(n+r-a) . . .  (n-r+i). 

157.  Théorème  VIL   «(  Si  P  est  une    fonction    rationnelle    et 
»  entière  de  :r ,  de  dimension   moindre   que   n  —  r  ,  l'intégrale 

«f'^X" 
I)  /(  I  —  X*  )'  -2~T  ^^  9  prise  entre  le6  limites  a:  =  — i,jc=-f-i, 

»  sera  nulle,  d 

En  effet,  si  on  différentie  la  quantité   V=  (i  —  a:*)*-^~- P  , 

d(\  ^—  x^Vf/'X" 

et  qu'on  mette  au  lieu  de  -^ — n-~ sa  valeur  donnée  par  l'équa- 
tion {m)  y  on  aura 


intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  or  =  —  i  jusqu'à  a:  5=  +  i  ^  et 
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ol>S6rvant  que  dans  ces  limites  Y  =  o  ;  mettant  ensuite  r  -|-  i  à 
la  place  de  r ,  on  aura 

dP 

On  aura  semblablement  ^  en  mettant  n-  au  lieu  de  P  ,  et  r  »{-  i  au 
lieu  de  r^ 

On  peut  continuer  ainsi  indéfiniment  y  et  on  parviendra  à  la  for-> 
'   mule  générale 

dans  laquelle  on  suppose  /z  >*  r  +  <  >  et 

A=:(/i — r.n— r— 1  .n — ^r — a. . .  .n— r — *+0  (n+r+i  .n+r+a. . .  .n-\'r'\'i),* 

Maintenant  soit  i  la  plus  haute  dimension  de  x  dans  P  y  laquelle^ 
par  hypothèse^    satisfait  à  la  condition  n^  r-^-i  y  le  coefficient 

^-T  ^^^^  constant  ;  mais  par  le  théorème  VI  on  a^  en  faisant /7i=o^ 

/(i  —  ^*)'"TT  dxzzzOy  équation  qui  a  encore  lieu  en  mettant  r-f-  i 

à  la  place  de  r;  donc  si  le  polynôme  P  est  d'une  dimension 
i  <;  r  —  riy  l'équation  (p)  donnera 

La  fonction  -j^  étant  paire  ou  impaire  comme  le  nombre  n^^r, 

si  les  fonctions  P  et  -^-^  sont  Tune  paire,  l'autre  impaire ^ l'équa- 
tion (q)  est  évidente;  mais  si  ces  deux  fonctions  sont  toutes  deux 
paires  ou  toutes  deux  impaires  y  alors  l'équation  (  ^  )  cesse  d'être 
évidente^  et  elle  a  lieu  également  pour  les  limites  a:  =  o^^=:i; 
donc  P'  étant  une  fonction  de  x  paire  ou  impaire^  mais  de  même 

espèce  que  la  fonction  -^zr  >  ^^  ^^^^  1^  formule 
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i58.  Si  la  dimension  la  plus  élevée  de  x  dans  P  égale  ou  surpasse 

n  —  r,  soitr-j-i=/ï,  alors  ou  aura    ,  ^^^  =  ^— ;^=  i  .5.5.  ••an— i; 

et  Téqualion  (  yc?  )  donnera  y  en  substituant  la  valeur  de  A  et  ré- 
duisant y 

Soit ,  par  exemple  ^  P  =  aj?"""''  -f-  baf^^"^^  +  car"""'"*  +elc. ,  on  aura 
,  „_,  =  1.2.5 n-'-^.ay  et  /aj:  (i — ^x*r=  a.sr-?^ ; —  ; 

tfa:'*  "^  J        ^        \  /  3.5.7 an -f- i 

donc  entre  les  limites  j:  =  —  i,a:=4"  i,ona 

r  ^\  rf  * \r  ^'^'^*  Tfc _7  1 .3.3.  . .  .7i-f  r 

(0  /C'--^')^-5p-P^=5.5.7....a+x-^''- 

Si   Ion   a  simplement  P  =  ûx"""'  -f-  car"""'"*  +  eo:"""',""^  -f-  etc.  , 

ensorle  que  les  fonctions  P  et  -^ —  soient  toutes   deux  paires  ou 

toutes  deux  impaires  y  la  formule  précédente  aura  également  lieu 
pour  les  limites  a:  =  Oy  x:=z\y pourvu  qu'on  prenne  la  moitié  du 
second  membre  ;  alors  on  aura 

(u\  f( i  — x^y  -j—  Vax  =  5"? ^ . a.  { 

^^  ^^  ^     dx'^  3.5.7.  .  .2/1+1  (jc  =    1 

iSg.  Les  fonctions  X"  offrent  encore  une  autre  propriété  fort 
remarquable.  Si  Ton  fait  x  =  cos  cû  cos  4  +  ^Î"  ^  ^î^  4  ^^^  0  >  et 
qu'on  prenne  l'intégrale  /X"d^  depuis  9  =  o  jusqu'à  0  =  ^  ,  on 
aura  successivement 

fX^dQ  :=  TT  cos  Û>  cos  4  9 

/X-c/9  =  ^(|cos'^-i)(|cos*4-7), 

fX^d^  =:  TT  (^  COS'«  —  T  COS  â>)  (  I  COS^  —  4  COS  4  )  > 

etc. 

En  général  sî  on  fait  cos  «  =  ^  ,  cos  4  =  ^  ^  et  qu'on  désigne  par 
P"  la  même  fonction  de  p  que  X'  est  de  x,  et  par  Q"  une  fonction 
semblable  de  ^  ^  on  aura  généralement  y 

(x)  /X"^  =  7rP"Q".  {  J  Z  ° 


CINQUIÈME  PARTIE.    §  XI.  :t6i 

Celle  belle  propriété,  très-ulile  dans  la  théorie  de  Taltraction,  se 
vérifie  facilement  dans  les  premiers  termes  que  nous  venons  de 
rapporter  ;  elle  sera  d'ailleurs  démontrée  avec  toute  la  généralité 
nécessaire  dans  le  chapitre  suivant.    - 

§  XL  Zyune  autre  espèce  de  fonctions  plus  générales ,  et 

tirées  de  la  même  source. 

i4o.  Soit  V  =  (  r*  —  Sijrrz  +  2'  )"  *  ^  ^^  ^^^^  ^^^^^  fonction  nous 
regardons  jr  et  r  comme  seules  variables ,  nous  aurons  d'abord  , 
en  vertu  de  l'équation  (k)  du  §  précédent; 

C«)  " ^ ^       dr-       • 

j  est  une  variable  qu'on  suppose  comprise  entre  les  limites  4-  i 
et  —  I  ;  elle  peut  par  conséquent  être  assimilée  au  cosinus  d'un 
arc  qui  varie  depuis  zéro  jusqu'à  la  demi-circonférence*  Supposons 
que  cet  arc  soit  le  troisième  côté  d'un  triangle  sphériqûe  dent  (» 
et  4  ^^^^  deux  côtés  et  9  Tangle  compris,  on  aura 

y  =  cos  cù  cos  %[/  +  sin  «  sin  %[/  cos  fl. 

Cela  posé ,  si  dans  la  valeur  de/-  on  considère  4  et  9  comme  seules 
variables,  et  qu'on  fasse  coS'\^'=:x  y  les  différences  partielles  pre- 
mières et  secondes  de  la  fonction  Y  donneront  les  résultats  suivans. 

I*.  D'après  la  relation  cos 4=  ^y  on  a,  quel  que  soit  V, 

dx  ""^        An^'  dx  ^ 

d^.     ,vdV ddy         C08  4      JV 

dx  ^  ^  dx  ""^  d-vj/*  sin.^'  '  ^4'* 

21*.  En  comparant  les  différentielles  prises  par  rapport  à  4>  ^vec 
les  différentielles  prises  par  rapport  à  /  ,  on  a  les  équations  : 

-Tj-  =  -j—  (cos  4  sin  Cù  cos  9  —  sin 4  cos  a> ) , 
-TTT  =  "TT  (cos  4  sm  cà  cos  H  —  sm4  cos  cùy  — jr  -7-. 
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S*".  Enfin  les  différentielles  prises  par  rapport  à  &,  dédailes  des 
difinérentielles  prises  par  rapport  hj  y  donnent  semblablement 

--1--==— «  sin-NJ/Sin^sinot-^, 

—j-^  =  sin' «sj/ sin*«  sin*  fl  --j^  "*  sin^fsin^cosH  .  -j-. 

Au  moyen  de  ces  équations^  il  est  aisé  de  trouver  que  la  quantité 

OH      ^  "T-^  ^ — :;  et  comme    en   vertu  de  l'équation  («')>  celte 

dernière  quantité  = d^      ^  ^^  ^^^^  Téquation  suivante  ,  où  V 

est  considérée  comme  fonction  des  trois  variables  jc  ^  0  et  r^ 

^*^  dJ^ f-7:=:^»--di^  +  -d?--  =  o. 

Cette  équation  ne  change  pas  en  mettant  0  —  (p  à  la  place  de  0  ^ 
et  regardant  (p  comme  constante  ;  ainsi  nous  pourrons  la  regarder 
comme  exprimant  une  propriété  générale  de  la  fonction  V ,  dans 
laquelle  on   a  fait  jr  =  cos  ù>  cos  4  +  sii^  ^  sin  4  ^os  (  fl  —  (p)  et 

cos  '^  =z  X. 

Il  restera  dans  cette  hypothèse  y  trois  quantités  considérées  comme 
constantes  dans  la  fonction  V^  savoir  Zy  c»  et  ^. 

i4i«  Maintenant  si  dans  Kéquation  (&')  on  substitue  au  lieu  de  V^ 

sa  valeur  développée  ^  +  ^  Y»  +  ^  Y*  +  ^  Y^  +  etc. ,  Y"  éUnt 

la  même  fonction  de  j  que.  X"  est  de  a:,  suivant  les  dénomina- 
tions du  §  précédent,  on  trouvera  que  chacun  des  coefiiciens 
Y',  Y%  Y^,  etc.  est  assujéti  à  une  condition  particulière  ,  et  que 
l'expression  générale  de  cette  condition  est 

(^)  -^^^ +7=^--5iF-  +  '"C'«  +  OY-  =  o. 

Mais  puisquW  a^  =  cos  cû  cos 4  +  si>^  ^  ^i^  4  ^^^  (^ —  ^)>  ^^ 

quQ 
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que  Y"*  est  un  polynôme  de  la  forme  A/*  +  B;^^*+  C;^"^4"el^»  > 
il  est  clair  qu'on  peut  supposer 

Y«=  L-'^-fL"'*  cos(6— ^)4-L"''*  cos  (26—2?)) . .  .+L"''"  cos  (m9  — •  m(p). 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i)  ^  on  trouvera  que  le 
coefficient  L"*'^  doit  satisfaire  à  cette  équation  aux  différences 
ordinaires  : 

142.  Pour  prendre  une  idée  exacte  de  la  fonction  Y"»  ainsi  déve- 
loppée y  il  est  bon  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  le  tableau  suivant  ^ 
qui  contient  les  premières  valeurs  de  cette  fonction  : 

Y'  =     cos  cù  cos  %[/  +  sîn  û»  sin  4  cos  (  ^  —  fl  )  , 

Y*  =     (-  cos'û) — -  J  (-  cos*4/ —  -  j  +3cosûycos%|/sinâ»sin%|/Cos(^ — 9) 

+  -  sin*  Cù  sin*  4  cos  (2^  —  26) , 
4 

Y'  =     (- cos'ûi cos  où\ (-  cos^-n}/ cos 4 j 

*f-  g  (  5  cos*û>—  i)  (5cos*4  —  i)sin  o)  sin  4  cos  (^  —  fl) 

+  --T-  COS  û>  cos  4  sin*a>  sin*4  cos  (2^  —  26  ) 
4 

5    •  • 

-f-  g  sin^û;  sin^  4  ^^  C5?>  — ^  59)  , 

Y^  =     (—.  cos*û> ^  2cos*«+  ^  Y-^cos^4—  -^2Cos*4+ —1)^ 

\a.4  2.4  *  2.4A2.4        ^      2.4  ^      2.4/ 


etc. 

Ce  qu^il  y  a  de  plus  remarquable  dans  ce  tableau ,  c'est  que  chaque 
lerme  contient  deux  facteurs  semblables  y  l'un  fonction  de  â», l'autre 
fonction  de  4  i  propriété  très-intéressante  et  que  nous  allons  dé- 
montrer d'une  manière  générale. 

Il  est  visible  que  le  coefficient  L"''^  en  général ,  sera  de  la 
forme 

•  L->*  =  {i—xxy{a'ocr-^'\-  i'jr"-*^*  +  c'j:"-*-:^4-etc,  ). 

34 
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Or  si  on  substilue  cette  valeur  dans  Téquation  (d!)^  on  trouvera 
que  les  coefficiens  Vy  c'y  etc.  se  déterminent  par  le  moyen  du  pre- 
mier a'^  de  la  manière  suivante  : 

7,  m — k.ni'-k — 1     /  f  m — k — a. m — k — 3  ,, 

i2  (am — i)  '  4(am — o)  ' 

Désignons  donc  par  F*  (x)  ou  F*  la  fonction 


^    -^      ^  -^  \  a  (am — i) 


A—* 


+  m'^k,m — k — \,m—k — a.m— ft — 3    ^   ^    ,       .    \ 
a. 4  (am— i)  (am— 3)  ^  — cic.^, 

et  nous  aurons  L"''*=âT*(jr)  ^  al  étant  une  constante.  Mais  comme 
â)  et  «4  entrent  de  la  même  manière  dansj^  y  et  par  conséquent  aussi 
dans  Y"  et  dans  L"**,  on  peut  échanger  entr'elles  les  quantités  cù 
et  \y  sans  changer  la  valeur  de  Y"*,  ni  celle  de  L"»*;  d'où  il  suit 
que  si  le  coefficient  Z"'*  est  divisible  par  F*  (x),  il  doit  l'être  aussi 
par  F*(;?)  en  faisant  cosa»  =  y9.  Donc  on  auraL"»*  =  û'T*(jr).F*(;7), 
d^  étant  un  coefficient  numérique  qui  ne  dépendra  plus  que  des 
indices  m  et  k.  Ainsi  il  est  démontré  que  chaque  terme  du  déve- 
loppement de  Y"  se  partage  réellement  en  deux  facteurs  dont 
l'un  est  fonction  de  a: ,  et  Tautre  une  semblable  fonction  de  p. 

k 

143.  Soit  F*(  j:)=:(i  — xxyG^{x)y  la  fonction  G*  (:r)  sera 
toujours  rationnelle  et  entière ,  et  il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  gé- 
néralement G*"*"'  (x)  z=  — ^—7  .     j      •  Mais  lorsque  X:=o , 

G  a/   \       "rtn/    \  «.       m,m— 1     -, ,  ,    m.m— 1  .m— a.m~  3     «.««i         . 

^   ^  ^    ^  a(am — 1)  a.4(am — i)(am— 0)  ' 

d'où  l'on  voit  que  la  fonction  F*  (  x  )  a  un  rapport  très-simple 
avec  la  fonction  X",  et  que  d'après  Téquation  (  a  )  du  paragraphe 
précédent  ^  on  a 

X«=  Ii^l^i^i^^JHi  F«  C^). 

1*2. k7«    a    •    a    •••    •    •/* 

Au  moyen  de  la  fonction  V(x)  ou  F%  on  aura  successivement. 
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par  la  difréreadation^ 


771.771 


— 1     •    dx*  > 


p^^)  _       i^-xxY         d?¥^ 


771.771—1.771 — a  *  dr'  ^  . 

et  en  général  ^ 

1?  *  (a:j    =    ^^ ' r—--   .  -T-r-. 

^     '  TIÏ.TÎl^— 1 771— «4"^         »J^ 

i44*  n  ^^  reste  plus  qu'à  déterminer  la  constante  cl' ^  pour  que 
la  valeur  L"***  =  a'T*(jr),F*(;?)  soit  entièrement  connue.  On  peut 
pour  cela  se  servir  d'u^  cas  particulier  ;  si  on  fait  69  =  ^  ^  ^  l'ins- 
pection des  valeurs  de  Y'^  Y%  etc.  suffit  pour  s'assurer  que  les  termes 
alternatifs  disparaissent  ^  et  qu'il  reste  seulement  ceux  dans  lesquels 
/»  -f-  À"  est  pair.  On  aura  dans  ce  cas  ,  j"  =  sîn  '\  cos  (  S  —  ^  )  ; 
faisons  de  plus  x  ou  cos  4  infini  ^  ce  qui  est  possible  analytique* 

ment,    sin  •>{/  sera  pareillement  infini  et  se  réduira  à  (— -  a^Y  ; 

donc  la  valeur  de  Y"  deviendra  -'   '   '"   ^    ^  ( — a:*)'cos"'(fl — ^); 
mais  d'après  la  formule  connue  y 

a"-*  cos" (ô ?)=        C0S/7l(fl ^)  +172  cos  (m !l)(fl (p) 

,     771.771—1  ,  ,\  ffi  \      ■ 

+     i.a     cos(/yi— 4)(fl>— (p)+etc.  ; 

le  coefficient  de  cos  ^  (  0  —  ^  )  dans  la  valeur   développée   de 
cos'"(fl  —  p)  ,  est  donc 

7n,77i— 1 .771 — a l(7n-f-)l)-j-i  1 


i.a.3 i(7ii  — A)  •fl"»-»"' 

quantité  qui  devra  être  réduite  à  moitié  lorsque  A:  =  o.  On  aura 
donc  avec  cette  seule  exception  y 


m 


j  m    *  I  .3.5.  .  .8771—1       77t.77t-*l  .771 — 3. . .  j  (77l+ft)+ 1       (— ^0* 

*~  i.a.3 7»'  i.a.3 ^(771— A)         *    a"""* 


^«^ 
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D'un  autre  côté,  L"*'*  =  fl"F*  (o)F*(a-);  or  en  faisant  x==o,  et 
supposant  toujours  m  -f-  A-  pair  ,  on  trouve 

p,j  ^  X 1.2.3...  m* — k  C"^^)  * 

^  ^        a.4*6. . .  m— Al  '  2m— i  ,2m — 3.. .  .m-f-A+i' 

* 
D'un  autre  côté  ,  en  faisant  jc=oo,  on  a  ¥*(a:)==  ( —  i  )'  a:"  j 

donc 

m 

*  2 . 4 •  6 •  •  •  m^~k  *  a/n— 1.2m — 3 m+^+i' 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  L"»*,  il  en  résulte  le  coefficient  cherché 

ff            1.3. 5...  2m — I     2m — 1  .am— 3. .  .m+fe-f-i 
2.4'6. . .  .m+A:  *         1.2. 3 m -h       ' 

et  cette  valeur  devra  être  réduite  à  moitié  lorsque  A  ==  o ,  ce  qui 
donne  alors 

r^  ^^_^  /i  .3.5.  .  ..2m — iV 

\i*2.\/..  .••• ..  lit  y 

ces  formules  n'ont  lieu ,  comme  nous  Tavons  déjà  dit ,  que  lors^ 
que  m  +  A:  est  pair. 

145.  Pour  avoir  la  valeur  de  a"  lorsque  m  +  ^  est  impair ,  j'ob- 

serve  que  si  on  prend  le  coefficient  différentiel  -r— ,  et  qu'on  fasse 

dans  cette  fonction  cos  a»  =  o ,  tous  les  termes  où  //i  -f-  A:  est  pair 
disparaîtront  ^  et  il  ne  restera  que  les  termes  où  m  +  k  est  impair. 

Faisant  ensuite  a:  =  00 ,  et  comparant  les  deux  valeurs  de      ,  '  , 

il  en  résultera 

^1 1.3.5 2m — 1     2m —  1 .  flm-^5 . . . m+fe+fl 

*"*"      *2.4.b'» . .  .m-^/t — 1*         1.2.3 m — k 

Les  deux  valeurs  de  «"  paraissent  donc  de  forme  différente ,  selon    , 
que  m  +  A  est  pair  ou   impair  j  mais  en  les  examinant  avec  plus 
d'attention,  on  trouve  qu'elles  peuvent  être  représentées  par  une 
seule  et  même  formule ,  savoir  : 

If /I.3.5. ..  2m — iV  ^'^ — '  •  '  'yy—ft+i 

"■*■       \i.2.3 m)  '  m+i.m+2. .  ..th+A* 


( 
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Lot*sque  A:  =  o^   il  faudra   prendre  la  moitié  seulement  de  celte 
valeur  y  ce  qui  donnera 

•I         /i  .3.5.. .  .sim — 1\* 

a'  s=  f 5 J  . 

\i  .a.o m/ 

146.  On  voit   maintenant  que  la  valeur  complette  de  Y"  peut 
se  développer  ainsi  : 

\i.a.o n»/ s  m-f-i 

H ; — .  QF*pF*x  cos  (afl— fl«) 

H — -r jir— T^-^^  PP  -^c^C^»— 3f  )+etc.\ 


Mais  nous  avons  déjà  observé  qu'on  a 

1 

y,_i.5.5...am— 1    „  p.-c—  ('— xx)'  «ff-j 

i.a.o Jn  '  m  ax  ' 

E*^= «-ifo-j  F'j:= — ^ — —^ —  .  --J-3-  ,etc.: 

désignant  donc  par  P"  la  même  fonction  de  p  ou  cos  œ  ,  que  X* 
est  de  JC  ou  cos  «n).  ,  on  aura  généralement 

"■  m.m+i  *    dp  *    dx 

,    a  sin'â»  sin*  4^  cos  (a?>-^a^)     c/JP"     AfX* 
(y')  "^       TO — 1  .m. m-H  1 . m+a""  *    dp*     *    c/x* 

a  sxn^m  sin34.  cos  (56-^5^)  J^pm     ^X"* 

"•m — a.7» — i.m.m+i-'n+a.'n+3  *   dp^   *    dx^ 

+  etc. 

i47*  Maintenant  si  on  fait  ^  =o,  ce  qui  suppose^=:cos  a»  cos  ^f* 
+  sin  û»  sin  >[/  cos  fl  ,  et  qu'on  veuille  avoir  l'intégrale  /Y"*^,  prise 
depuis  0  =  0  jusqu'à  0  =  '^  ^  il  est  visible  que  la  formule  précé- 
dente donnera  immédiatement 


o 


(g')  /Y-^  =  ttP-X"  :  { J  ^ 

c'est  le .  théorème  très-remarqaable   dont  on  a  fait  mention  dans 
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Fart.  i58^  et  qui  se  trouve  ainsi  démontré  très-simplement  et  dans 
toute  sa  généralité. 

Si  on  *  ne  faisait  pas  ^  =r  o  ^  et  qu'on  eut  plus  généralement 
y  =  cos  ùd  cos  4  +  sin  «  sin  %[/  cos  (9 — ^),  alors  l'intégrale  devrait 
être  rapportée  aux  limites  9  =  o  ^  9  =  a^  ^  et  on  aurait 

Mais  cette  formule  n'est  que  particulière  y  et  on  peut  généralement 
trouver  l'intégrale /Y"'û?9  cos  (  A:9 — A:(p),  prise  entre  les  limites 
9  =;  o  •  6  =  a^TT  ;  cette  intégrale  se  déduit  immédiatement  de  la 
formule  (/"')  qui  donne 

C  i'  )  sin*  u  sin*  >^  J*?"  d*X«  1  ^  _  « 

si  Â:  était  >•  m^  il  est  visible  que  cette  intégrale  serait  nulle. 

Lorsque  ^  =  o ,  l'intégrale  /Y"d9  cos  lA  peut  être  prise  sim- 
plement entre  les  limites  0;=:O9  9  =  ^^  et  alors  on  aura  la  moitié 
du  résultat  précédent;  ce  qui  donnerait  une  formule  générale  dont 
la  formule  (^g)  est  un  cas  particulier. 

148.  Non-seulement  la  valeur  de  Y"  donnée  par  l'équation  (y) 
satisfait  à  l'équation  différentielle  (f?^);  mais  il  résulte  de  l'équation  (<^) 
que  chaque  terme  de  cette  valeur ,  tel  que  L"»*  cos  (A:9  —  A^)  satis- 
fait séparément  à  l'équation  (c^).  On  peut  donc^  avec  des  coefficiens 
constans  quelconques  ^  former  une  fonction  beaucoup  plus  générale 
que  Y"*,  et  qui  satisfera  toujours  à  l'équation  {d).  Cette  fonction  que 
je  représente  par  T"  pour  la  distinguer  de  Y»*,  sera 

(^  +(4'"cos3fl-f-c'"sin3Ô>^sinm-etc. 

Considérons  une  autre  fonction  Z"  formée  suivant  la  même  loi  y 
de  sorte  qu'on  ait 
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aX"  +  (  ^'  cos  fl  +  y  sia  9  )  -j-  sîn  %|/ 

+  (  C'  cos  20  +  y  sîn  aO)  ^^  sîn*^ 

+  (  €•  cos  3«  +  >•  sîn  39  )  ^"  8in»4 
etc. 


Nous  allons  démontrer  que  si  les  indices  m  et  n  sont  inégaux  ^  on  a 
en  général  yT^Z^ûffl^ir  =  o  ,  celte  double  intégrale  étant  prise  entre 
les  limites  o  et  ^tt  pour  6,  —  i  et  +  i  pour  x. 

D'abord  il  est  visible  que  Fintégralion  par  rapport  à  0  ^  peut  être 
effectuée  immédiatement ,  et  ce  premier  résultat  étant  obtenu  ^  il  ne 
restera  plus  à  trouver  que  l'intégrale 


+  5-^-^  (^-^O-CW+^VO+etc), 


laquelle  doit  être  prise  entre  les  limites  x= —  i,j:=t-f-i.  Maïs 
d'après  les  théoràines  des  articles  1^4  ^^  i^^>  les  différens  termes 
de  cette  dernière  intégrale  sont  nuls  lorsque  les  indices  m  el  n  sont 
inégaux.  Donc  on  a ,  dans  cette  hypothèse  , 

(n  /T-Z-iÔdlrszo-'  |!  =  °         {"^^T' 

^     '  -^  M  =  Sflr  la:  .==  +  1 

Si  Ton  a  m  =  n  ^  alors  en  appliquant  les  formules  que  donnent 
pour  ce  cas  les  articles  1^4  et  i34>  on  aura  dans  les  mêmes 
limites  : 


+i('*^i)  n  (n+i)  («+a)  (*^^-^+  c\'^ 

Cette  intégrale  dépend.^  comme  on  voit  y  des  termes  semblables  qui 
se  trouvent  dans  T"  et  Z"  ;  elle  serait  nulle  si  aucun  des  termes  de 
T*  n'avait  son  semblable  dans  Z'. 

149.  Supposons  Z-=Y-,  ce  qui  donnera  a  =  P-,  C=^.  ""fï^^ 
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dp*     a  sîn  â»  sin  ^     /,#        ddP^  a  gin*  «  cos  a^  .  ,     . 

T'^-T-. --— ,  Ç'  =  --rir  . — ; -7- — ^,  etc.:  en  suLsU- 

tuant  les  valeurs  de  ces  coefBciens  dans  la  formule  {rn')^  on  aura 

/T" Y-^^  =  j^  (aP»4.  ^  sin  «  (  i'  cos  (p  +  c'  sin  (p  ) 

+  -j-^  sin*û)  (ô^cos  !i(p4-c"sin  a^)-f-etc.  Y 

Mais  la  quantité  renfermée  en  parenthèses  n'est  autre  chose  que  la 
fonction  T"^  dans  laquelle  on  aurait  mis  p  a  la  place  de  a;  et  ^  à  la 
place  de  d;  cette  fonction  qui  avant  le  changement  pouvait  s'indi- 
quer par  T"  (•>!/>  ^)  9  ^^^^  après  le  changement^  T*  (a  ,  ^  ).  Ainsi 
nous  aurons  cette  formule  très-simple  et  très-remarquable  y 

^    ^  -^  an+i         \     y^y  l*=aîrljc=:+i 

i5o.  Soit  encore  T"=  Y",  il  sera  aisé  de  voir  ce  que  devient 
T*  (« ,  (p);  car  Y"  est  une  fonction  de  j^  :  or  si  dans  la  valeur 
^  =  cos  0)  cos  *>{. -f- sin  âi  sin-^cos  (6  —  ^)  y  on  fait  4=^  ^^  â=^> 
on  aura  jrz=z  u^  donc  aussi  Y"  et  T'  (  « ,  ^  )  =  i  ^ Ainsi  on  aura  la 
formule 

*(  p'  )  fY^Y-Sdx  =  -^. 

\  ^^  /  J  a/i  +  > 

Pour  faire  voir  comment  on  peut  parvenir  à  cette  formule  par  une 
autre  route,  proposons  -  nous  d'intégrer  entre  les  limites  données 
la  quantité  jr^^d^dx.  Il  faut  d'abord  développer  la  puissance 
^*"  =1  (  cos  ùù  cos  nI/  -|-  sin  ^  sin  4  cos  (9  — .  ç')  )" ,  et  intégrer  les 
différens  termes  p<r  rapport  à  0 ,  depuis  9  =  0  jusqu'à  9  =  27r , 
ce  qui  donnera 

/y*"cîfc=aîr(  cos""#cos*"4/+ — ^ cos*""^«cos"'*"'*4' «in**  8in*4/«  - 

'  \  ^i.a  *  a 

.  an. art — i.an — a. an — 3      .._.        «-^i  •  •  i    •  /i  ''^  i^*.^\ 

i.a.0.4  ^'4  / 

Il  faut  ensuite  multiplier  par  âx  et  intégrer  depuis  a*=  —  i  jusqu'à 

A7=+ 1  ;  or  en  substituant  les  valeurs  cos*^  =  '^*>  sin*4  =  i  — ^^ 

on 


CINQUIÈME  PARTIE-    S  XL  2j5 

on  a  dans  les  limites  assignées  : 


a/i-f-i  * 


fl/2+l 


^^"«-•(i  — ^ a:*)  ^  =  — -r-  •  r f 

j  ^  /  a/i-|-i     2/1—1 

•'  ^  '^  i2/i+i  *  fi« — i.an — 3* 

Ar-Yi  — ar»)'<ia;  =  -4-  •  r — .  l'^t  - — h  ,  etc.  ; 
done 

'•^  a/i+i  \  i.a       a         a/i— i 

an-a/i — i.an — a.an— 5  i  .5  a.4cQs"*'"^<wip^<»  t    .    \ 
"^  i.a.3.4  *a.4*   an— i.an — 3  / 

le  second  membre  se  réduit  à  ^  (cos*ûi+  sin*âr)%  ou  simple- 
ment 7^-7  ;  donc  on  a 

et  ce  résultai  peut  se  mettre  sous  la  forme 

rintégrale  par  rapport  \y  devant  être  prise  depuis  j'  =  —  i  jusqu'à 
j"  =-f-  I.  On  aurait  également  pour  une  puissance  impaire  de^^ 
j5'*""*"*^&ir  =  27rfjr^'^^djr  ,  car  alors  l'un  et  l'autre  membre  est  zéro. 
Soit  donc  P  un  polynôme  quelconque  en  ^ ,  on  aura  générale- 
ment/P^rfa:=  a^r/P^;  il  suit  de  là  que  /Y»Y-rf9rfar=  27ï/Y»Y"t|^ 

=     ^^    ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  {p')* 

i5i.  Si  l'on  avait  à  évaluer ,  entre  les  mêmes  limites  que  ci- 
dessus  y  la  double  intégrale  /Qyd^dx  y  dans  laquelle  Q  est  une 
fonction  entière  et  rationnelle  de  cos  '^  y  sin  >|/  cos  9 ,  sin  4  ^i^  8; 
il  faudrait  préalablement  réduire  Q  à  la  forme  T**+T'+T*+etc.  , 
et  c'est  ce  qu'on  pourrait  toujours  obtenir  au  moyen  des  coefficiens 
indéterminés,  puisque  la  forme  générale  de  la  fonction  T"*  est 
connue. 

55 


s. 


^74  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

5  XII.  JDu  développement  de  lapuissance  (i-ha*—  2a  co5^)""^ 

n  étant  un  Tiombre  fractionnaire. 

i53.  On  peut  toujours  supposer  ^  <C  i  ^  car  si  on  avait  a  >  i  , 

on  ferait  a  =  -,  et  la  quantité  (i  +  a*  —  2a  cos  ^  )~"  se  changerait 

en  A*"  (i  +  **  —  ^^  cos  ^)"%  où  l'on  a  a  <  i. 

Cela  posé^  on  a  vu  dans  la  III'  Partie ,  pag.  572  et  suiv. ,  que  si 
on  fait  I  +  ^* —  2^ï  cos  ^  =  D ,  et  qu'on  suppose 

D-'sss  Po  4-  aP,  cos  ^  +  2P.  cos  a<p  +  aPj  cos  5^  +  etc. , 

la  valeur  du  coefficient  général  P  (A)  pourra  être  exprimée  par  une 
intégrale  définie^  de  cette  manière  : 


(,)  P(x)  =  iy^?^.  1J3 


=  o 


On  a  trouvé  de  plus  que  ce  même  coefficient  peut  s'exprimer 
par  la  formule 


1 — 71  A+1 — n 


A+l 


(a)  -1 . . j a* 


Cette  suite  se  termine  d'elle-même  lorsque  n  est  un  nombre  entier, 
et  nous  verrons  ci-après  qu'on  peut  la  mettre  sous  une  forme  telle 
qu'elle  se  termine  encore  lorsque  n  est  un  nombre  entier  négatif  ; 
ainsi  le  développement  de  D"*"  n'est  sujet  a  aucune  difficulté  lorsque 
n  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  II  n'en  est  pas  de  même 
lorsque  n  est  y  comme  nous  le  supposons ,  un  nombre  fractionnaire  ; 
alors  la  suite  qui  exprime  la  valeur  de  P(a)  ,  s'étend  à  l'infini  y  et  ou 
ne  peut  plus  déterminer  que  par  approximation  les  coefficiens  suc- 
cessifs Po ,  P, ,  P. ,  etc.  qui  deviennent  dans  ce  cas  des  transcendantes 
d'une  nature  particulière.  Nous  allons  rechercher  les  propriétés  de 
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ces  transcendantes^  afin  de  simplifier ,  autant  qu'il  est  possible  >  les 
calculs  nécessaires  pour  leur  détermination. 

i53.  Si  pn  change  le  signe  de  n  dans  la  formule  du  n""  63^  p.  SyS, 
III®  Partie  y  on  aura  une  autre  valeur  du  coefficient  général  P  (A)  , 
laquelle  est 

^ -^      i.a,...A     \  ^1  A+i  ^  i.a    A+i.A+a    ^ 

*^   1  .a.3~-   A+i . A+a.A+à  '^  ''"^V 

Cette  formule  renferme  une  suite  moins  convergente  que  celle  de  la 
formule  (2)  ,  mais  elle  jouit  de  quelques  avantages  particuliers  ;  elle 
fait  voir^  par  exemple ,  que  n  étant  positif  ^  les  coefficiens  différent- 

tiels  successifs     y^ ,       /;  ■  ,    ■  A  ,  etc.  seront  tous  positifs. 

i54.  Soit  Vzs^;^  y  on  aura  en  differentiant  cette  équation^ 

et  en  réduisant  au  même  dénominateur , 

intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =  ^ ,  et  obser- 
vant que  '  dans  ces  deux  limites  Y  s'évanouit ,  on  aura  d'après 
l'équation  (i)  , 

(4)     (A^.,-;^)P(A^.I)-(i±2!)AP(A)+(A-I+/*)P(A-I)===0. 

Cette  écpation  donne  la  loi  générale  qui  lie  entr'eux  trois  termes 
consécutifs  quelconques  de  la  suite  P»,  Pi  >  P.^  etc.  ;  elle  fait  voir 
qu'il  suffit  de  connaître  deux  termes  de  cette  suite  pour  déterminer 
tous  les  autres  ;  mais  il  y  a  des  précautions  à  prendre  j  suivant  les 
diffiàrens  cas  y  pour  que  l'erreur  qui  peut  exister  sur  les  deux  termes 
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connus,  ne  se  multiplie  pas  dans  le  calcul  des  autres  termes, 
de  manière  à  rendre  bientôt  les  résvdtats  entièrement  défectueux. 

i55.  Si  on  faitPCA)="'"t'ô""?'''""  a^  A(A)  ,  et  qu'on  substi- 
tue  cette  valeur  dans  l'équation  (4)  »  on  aura 

(5)  (i  +3:^7))  «'A(A+i)~  (!+«•)  A  (x)+ A(X-0  =  o. 

Cette  équation  exprime  pareillement  la  loi  qui  règne  entre  trois 
termes  consécutifs  de  la  suite  A«  ^  A|  ^  A. ,  A3 ,  etc.  En  supposant 
cette  suite  connue  y  le  développement  de  D"^"  serait  donné  par 
la  formule 

D""'  =  Ap+^^.-A.  cos^  +  3^*.^^^-^  A.cosa^ 

.   Lorsque  A  est  très-grand ,  l'équation  (5)  donne  à  très-peu  près 

A(A+i)  =  i4^^(X)-iA(X-i); 


d'où  Ton  peut  conclure  que  la  série  A^,  A, ^  A,,  etc.  doit  se  con- 
fondre dans  les   termes  éloignés  avec  une   série  récurrente  dont 

l'échelle  de  relation  est  ^  ^^  >  —  -;î  celle-cî  aurait  pour  t«rme 
général  à  +  ^  f^  ^  et  ei  €  étant  des  coefficiens  constans.  Ainsi 

lorsque  A  est  très-grand  ,  on  doit  avoir  aussi  A  (A)  =  a  +  ^  (^ . 

Mais  comme ^  diaprés  l'équation  (2  )^  la  valeur  de  A  (A)  ne  doit 
contenir  aucune  puissance  négative  de  a ,  il  s'ensuit  qu'on  a  f  =  0*. 
et  qu'ainsi  A  étant  très-grand  y  on  aura  A  (A)  =  «  ^  ou  A  (A)  égal 
à  une  constante.  Cette  constante  se  détermine  en  faisant  A  infini 
dans  la  valeur  générale  de  A  (  A  )  donnée  par  lequation  (  3  )  ^ 
laquelle  est 

(6)  A(A)  =  i  +?. ^a>+^^^^^- "+;^'^+^±ia^+  etc. , 

et  on  a  par  cette  supposition  A  (>)  sss  (  i  — -  â*)"".  Mais  ce  résultat 
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H*est  que  le  premier  terme  d'une  se'rie  propre  à  exprimer  la  valeur 
générale  de  A  (A)  y  lorsque  A  est  très-grand.  Voici  comment  on 
parvient  à  cette  série. 

1 56.  Faisons  pour  abréger ,  X  +  i  s=  X' ,  X  +  2  =  X",  etc. ,  et 
supposons 

A  (X)  =  «(i  +  ^  +  3^  +  5;^+etc.), 

c',  c"yc"'^eic.  étant  dqs  coefficiens  indépendans  de  A  ;  cette  valeur 
donne 

A(A)-A(AH.,)  =  *(;4+3j$^  +  -^,+  etc.), 

A  (A+O- A(X+2)  =  «(3^H.^-^  +  j^,  +  etc.); 

multipliant  le  second  membre  de  la  dernière  équation  par  A^,  et 
observant  que  X'  =:  A"'  —  2  =  A*''  —  5  =  A^  —  4  >  etc.  ,  on  aura  , 
après  avoir  divisé  par  A'^ 

A(A+i)-A(A+2)=a(3;^.  +-W^  +  -ferv-  +%?3K?r/>-^tc) 

Maintenant  si  on  met  l'équation  (5)  sons  cette  forme  : 

o= A(X)  —  A  (A+i)-««[A(A+i)- A  (XH-a)] +^*«*A  (A+a), 

et  qu'on  substitue  les  valeurs  précédentes  ^  on  aura  une  équation 
qui  devant  être  identique ,  donnera  les  équations  de  condition, 

a  (i— a»)  c"  =  (/i*— /i^a)  ^V, 
5  (  I  —a*)  c"'  =  (n»— n^ a .  5)  a  V, 
4  (i— a*)  C"  =  (/i^— 71—5. 4)  aV, 

etc.j 

d'où  Ton  déduit  les  valeurs  des  coelBSciens 


/  __^     n.n  — 1  a* 


c 


T  1  'i— a*> 

If        n+i'H— a         a* 


^ 3 *T=^^  9 

etc.  ; 
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donc  on  a  la  formule  générale 

A(A)=(.---)-C.+=?-j;îl-T=5 

,    n — i.n— 3      n.n+i      /    a*   X* 
(7)  "1  Ti       -A+i.A+aAi— aV 


^  i.a.3         •A+i.A+a.A+3"\i— aV^         J* 

Cette  suite  a  Tavantage  de  se  terminer  d'elle-même ,  toutes  les  fois 
que  n  est  un  entier  positif  ou  négatif;  mais  si  n  est  fractionnaire^ 
comme  nous  le  supposons ,  elle  s'étendra  à  l'infini  et  ne  sera  con- 
vergente dans  toute  son  étendue  et  pour  toute  valeur  de  X  ^  que  lors- 
qu'on aura  a»  <  1  — •  û*  ou  a'  <  7. 

157.  Dans  tous  les  cas,  si  A  est  fort  grand  ^  on  aura  une  valeur 
très-approchée  de  A  (A)  par  les  premiers  termes  delà  série  ^  qui  dé- 
croîtront alors  d'une  manière  rapide.  Dans  cette  hypothèse  >  si  on 
prend  le  logarithme  de  A  (A)  p  et  qu'en  négligeant  les  termes  qui 
ont  pour  diviseurs  X'^  A^^  etc.,  on  réunisse  deux  termes  tels  que 

5  H-  ^  €n  un  seul  ~ —  ,  on  aura 

A    '     A*  A  —  q  ^ 

log  ACA)  =  -»log  (  1 -a-)  +  ^.^=^. 

D'un  autre  côté  la  valeur  de  P  (A)  peut  en  général  se  mettre  sous 
la  forme 

et  puisque  A  est  supposé  très  -  grand  ^  on  a  par  la  formule  de 
la  page  63^ 


12A»  ' 


,       r(A+n)        ,  V,       ^,   n"— «    , 

donc  on  aara 

iAloga-f-(n— i)logX — -nlog  (j—a*)—\ogTn 
4-     »'-» i.     ("•-«)«' 
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valear  qni  doit  être  exacte  aux  quantités  près  de  l'ordre  —  ^  et 

dans  laquelle  il  faudra  multiplier  les  deux  termes  algébriques  par 
0^45429  y  etc.  j  si  on  veut  que  les  logarithmes  de  cette  équation  soient 
considérés  comme  logarithmes  vulgaires. 

On  peut  donc ,  à  1  aide  de  cette  formule  y  connaître  d'une  ma- 
nière aussi  prompte  que  facile,  un  terme  éloigné  quelconque 
dans  la  suite  Po^  Pi ,  P.  >  etc.  Si  par  exemple  on  &it  A  =  100^ 
a  =  ^ ,  /i  =  î ,  on  trouvera  log  P  (  100)  =  8. 6430984  et  P  (  100) 
=  0.04396412;  c'est  la  valeur  très-approchée  du  ioi°*  terme 
de  la  suite  dont  il  s'agit. 

i58.  Revenons  au  calcul  effectif  des  coefficiens  Po>  Pi,  P.,  etc.' 
Lorsque  a  sera  assez  petit  y  on  pourra  se  servir  des  formules  (  2  ) 
ou  (5)  indifféremment 9  pour  calculer  les  coefficiens  successifs  qui 
seront  donnés  alors  par  des  séries  convergentes  ;  mais  il  suffira 
de  calculer  directement  par  ces  séries  les  termes  alternatifs  P»,  P., 
V^yPsp  etc.  y  et  on  en  déduira  les  intermédiaires  Pt  y  Ps,  P5  y  etc.,  au 
moyen  de  l'équation  (4)  qui  donne  en  général  : 

p  W  =  I75[('  +i^)P  (A+0+(.  +  ^)P(^-  •)]  •• 

celte  équation  est  d'un  usage  également  sûr  y  soit  que  a  soit  très- 
petit  y  soit  qu'il  diffère  très-peu  de  l'unité. 

Si  on  se  bornait  à  calculer  les  deux  premiers  termes  P»  y  P,  par 
les  séries  qui  les  représentent  y  et  qu'ensuite  on  se  servit  de  ces  deux 
premiers  termes  pour  calculer  les  suivans  par  l'équation  (4)9  1^^ 
erreurs  se  multiplieraient  dans  ces  diverses  opérations,  avec  d  autant 
plus  de  rapidité ,  que  a  serait  plus  petit.  En  effet,  les  erreurs  abso- 
lues sur  P. ,  P3 1 P4 ,  etc.  pourraient  croître  suivant  la  progression 

*t  --I*  -^0  etc.:  et  comme  ces  termes  eux-mêmes  décroissent  à  peu 

près  suivant  la  progression  a ,  a*,  o^,  etc. ,  Terreur  relative  pourrait 
augmenter  d'un  terme  au  suivant ,  à  peu  près  dans  le  rapport  de  i 

à  -^ ,  erreur  qui  ne  tarderait  pas  à  produire  des  résultats  entière*- 

ment  défectueux. 
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Lorsque  a  sera  très-près  de  l'unité ,  les  séries  coixipris€S  dans  les 
formules  (  2  )  et  (  5  )  seront  très-peu  convergentes  ,  et  il  faudra  en 
calculer  un  grand  nombre  de  termes  pour  avoir  ^  avec  un  degré 
d'approximation  suffisant^  les  deux  premiers  coefficîens  P» ,  P|  ;  mais 
dans  ce  cas^  on  pourra  se  servir  de  l'équation  (4)  pour  calculer  les 
coeffîciens  suivans  P. ,  P3 ,  P^  ^  etc. ,  et  il  ne  sera  pas  à  craindre 
que  l'erreur  augmente  notablement  d'un  terme  au  suivant. 

iSg.  Au  reste  on  peut  éviter  les  longueurs  du  calcul  par  séries , 
en  déterminant  les  deux  coeffîciens  Po>Pi  par  les  quadratures  qui 

représentent  les  intégrales  ~  /  ^  >  -  /     ^r^*     9  prises  depuis  ^=0 

jusqu'à  ^  =  7r.  Mais  dans  le  cas  où  a  est  peu  différent  de  Tunité^ 
la  quantité  D  devient  très-petite  lorsque  ^  est  très-petit;  ainsi  l'or- 
donnée de  la  courbe  qu'il  faut  quarrer  y  serait  très-grande  vers 
l'origine  des  abscisses.  Pour  obvier  à  cet  inconvénient  ^  nous  obser- 
verons que  l'intégrale  y  ^  ^^^  p^^^  ^^  général  être  déterminée 
par  l'intégrale  /D"~'rf^  cos  X(p  ,  puisqu'on  a  (pag.  376,  IIP  Partie) 


-  rin     — ; — — 5 — (i — a'V   •"/D'-'rf^  cos  AÇ< 

D"  1 — n.a^n.o— 71. .  ..A — n^  J        J  r  t 


/ 

Soit  donc  /D"""  d^  cos  A(p  =  ttM  (X)  ,  et  on  aura 

p  x^v /Î../1+1  .n-4-a 7i4-^^"i  M  (a) 

^  ^        A — n.A — 71 — 1 .  A— 71 — a. . . .  1 — n  *  (1 — a*)'""** 

Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  la  quantité  M  (X)  pour  les  deux  valeurs 
A=o  ^  A=  1 3  et  on  aura  les  deux  coeffîciens  cherchés  : 

p  Mo  p    n  M, 


Or  quelque  petit  que  soit  1  —  a ,  on  pourra  toujours  trouver  par 
les  quadratures  ,  des  valeurs  aussi  approchées  qu'on  voudra  de  M» 
et  Ml  ;  mais  pour  faciliter  les  calculs,  il  sera  bon  de  supposer  a2 >*  1 , 
afin  que  l'ordonnée  D*""*  cos  Aç  de  la  courbe  à  quarrer ,  reste  Irès- 
pelile  lorsque  Ç=o,  ce  qui  n'arriverait  pas  si  n  était  <  i. 
Cette  condition  au  reste  est  facile  à  remplir  dans  tous  les  cas  ; 
car  on  verra   bientôt  que    le  développement  de  D^"  peut  tou*- 

jours 
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jonrs  se  déduire ,  par  un  calcul  très-simple  ,   du  développement 
de  rr--'. 

i6o.  Il  y  a  encore  une  autre  manière  de  calculer  les  coeiEciens 
P  (X) ,  laquelle  a  Tavantage  de  réussir  également  lorsque  a  est  très- 
petit  et  lorsqu'il  est  très-près  de  l'unité.  Supposons  qu'on  veuille 
prolonger  la  suite  P» ,  P, ,  P.  ^  etc.  jusqu'au  terme  P^,)  j  on  calcu- 
lera directement  les  valeurs  de  A(/w — i)  et  A(/7i),  par  Tune  ou 
l'autre  des  formules 

w 

»rN         .  'i  n+A   ,  ,   7i.7i-f-i  n+A.n+A+1     .  , 

A(A)=i+-.  -T-û'^H -^.    T.     T,       ■  «*+  etc. , 

^'      ^1  A+i      '      i.a         A-(-i,A-J-a  *  ' 

(9) 

Ces  deux  termes   étant  connus  ^  qn    en   déduira  tous  les  précé- 

dens  ,  depuis  A  (m — a) ,  A  {m — 5) jusqu'à  Ao ,  au  moyen  de 

la  formule  (5)  qui  donne 

A(A-i)= A(x)H-a*  [A(A)-A(A-|.i)]  +  3;^«'A(A4-i). 
Il  ne  restera  plus  qu  a  substituer  ces  valeurs  dans  la  formule 
D"'"s=  Ap+2a.- A,  cosy4"^^*>"'         A,  cosaç 

+  2«*. — TT-R-^-  As  cos  3?  +  etc. . 

et  on  aura  le  développement  cherché  de  D~~'. 

Dans  cette  méthode^  les  quantités  k^y  A.,  K^,  etc.  sont  évaluées 
avec  un  degré  presqu'égal  d'exactitude^  parce  que  la  formule  dont 
on  fait  usage  ne  permet  pas  que  l'erreur  augmente  beaucoup  en 
calculant  les  premiers  termél  par  les  deux  derniers.  Il  arrivera  donc 
que  les  coefBciens  successifs  P»,  P,,  Pg,  etc.  seront  déterminés  de 
plus  en  plus  exactement  à  mesure  que  la  série  se  prolonge  plus 
loin  ;  car  les  erreurs  absolues  étant  les  mêmes  à  peu  près  sur  les 
coefficiens  A(A)^  elles  seront  atténuées  progressivement  dans  le 
rapport  de  i  à  a  ^  sur  les  coefficiens  P  (A)- 

36 


^ 
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}6i.  Ayant  représenté  le  développeinent  de  D'*  par  k  formule 

j)-n  _.  p^  ^  2P,  cos  <p  -H  aP^  cos  2(p  +  aPa  cos  3^  4"  etc. , 

supposons  qu'on  ait  semblablemeat 

D""""'  =  Qo  +  2Q,  cos  ^  +  aQ^  cos  2^  +  aQs  cos  5^  H-  etc. , 

Q  (A)  étant  la  même  foncdon  de  7^+  1  que  P(A)  est  de  n.  Nous 
allons  faire  voir  que  ces  deux  suites  se  déduisent  aisément  Tune 
de  l'autre. 

En  effet ,  si  on  différentie  la  quantité  Y  s=  "p^  ,  on  aura 


dW 


A. rr:: nh  ^*^» 


D« 


Din-i 


rf<pCOS(A—  1  )  ^ 

^^^ D*+^' ' 


intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  ^  z=  o  jusqu'à  ^  =:  ^  ^  et  ob- 
servant que  dans  ces  limites  V  s'évanouit  ^  il  viendra  ^  d'après 
l'équation  (  i  )  > 

o  =  XP(A)  +  «a  [Q(A-f-i)-Q(X-i)], 
ce  qui  donne 


(10) 


pW-tCQ(^-0-Q(^+i)3: 


ainsi  on.  a  successivement 

P,  =  im(Q. 

P.= 


t(Q. 


etc. 


Q3), 


A  l'égard  du  premier  terme  Po ,  il  n'e^t  point  déterminé  par  cette 
formule  ;  mais  comme  on  a  D""  =  (  i  -|-  «•  —  aa  cos  ^)  D"""""*  si 
on  multiplie  la  suite  Q.  +  2Q,  cos  p  +  etc.  par  i  -f-a* — 2a  ços  cp  , 
et  qu'on  réduise  les  produits  de  cosinus  en  cosinus  linéaires ,  on 
trouvera  que  le  terme  indépendant  de  ^  est  (i+a*}  Q. — ^  fl«Q« ,  et 
qu'ainsi  on  a 

(m)  p.  =  (i+^*)Qo— aaQ\ 
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Ces  formules  offrent ,  comme  on  voit ,  un  moyen  très-facile  de 
déduire  les  coefficiens  P«  ^  P, ,  P^ ,  etc.  qui  répondent  à  l'exposant  n, 
des  coeffîciens  supposés  connus  Q«>Qi^  Q*^  etc.  qui  répondent  à 
l'exposant  n-^i. 

162.  Réciproquement  si  on  veut  déduire  les  coefBciens  Q  (  A) 
qui  répondent  à  Texposant  n-f-  i  9  des  coeflicîens  P  (A)  qui  ré- 
pondent à  l'exposant,  n  y  il  faudra  d'abord  déterminer  Qo  et  Qi  au 
moyen  des  trois  équations 

P,  =  (,+a-)Qo  —  2aQ., 
P.  =/,a(Q.— QJ, 

Ces  équations  donnent 

(,  —  a«)*Q.  =  (1  +  a')P,  +  ^  aaP. , 

(i  —  a*)'Q.  =  aaP.  +  i=i  (i  +  a*)V, , 


ou  plus  simplement  encore 


P.  +  ^  P. 


Q.  +  Q.  =  -<:^ 


Q.  -  Q. 


p      ""'  p 


Connaissant  Q«  et  Q.,  on  calculera  les  termes  suivans  Qt>  Qs,  etc.^ 
au  moyen  de  l'équation  (4)  f  dans  laquelle  il  £iudra  changer  n 
en  »  +  i  et  P(A)  en  Q(A),  ce  qui. donnera 

(i5)         (X-  «)  Q  (AH-  0  =  i±^  AQ  (A)  -  (A+»)Q  (A- 1).  . 

165.  Mais  on  peut  pour  le  même  objet  contruire  des  formules 
plus  conomodes  et  qui  serviront  a  calculer  immédiatement  les 
coefBciens  Q(A),  Q(A  +  i),  parle  moyen  des  coeffîciens  corrcft- 
pondans  P(a),  P(a+i),  P  (\—  i). 
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Pour  cela  je  tire  de  l'équation  (lo), 

AP(A)  =  na[Q(A— 0  —  Q(A+i)], 
(A+i)P(X+i)  =  «a[Q(A)  —  Q(A+3)]. 

D'ailleurs  l'e'qualion  (i3)  donne 

(A  -  n)  Q(A+i)  =  i±^  AQ(A)  -  (A^.;^)Q(A-l)  , 

(A+i_«)Q(A+2)  =  ^'  (A+i)Q(A+i)~(^+i+/i)Q(A). 

De  là  résultent  deux  valeurs  de  Q(^)  exprimées ,  l'une  par  les  deux 
termes  P(A),  P(A+i),  Tautre  par  les  deux  termes  P(A — i),  P(A); 
ces  valeurs  sont 

^^     ^  /ï(l £1*)* 

La  combinaison  de  ces  deux  formules  en  donne  une  troisième  plus 
commode  dans  la  pratique ,  savoir  : 

Dans  le  cas  de  /i  =  f^  cette  formule  se  simplifie   et   donne  ce 
résultat  remarquable  ^ 

(i6)  Q(A)  =  ^:^.  (aA  -  -^  [P(X-i>-P(A-t-i)]. 


164.  Nous  observerons  que  les  équations  (t4)  peuvent  se  mettre 
«ous  la  forme  suivante ,  plus  commode  pour  le  calcul  numérique, 

QW  +  VJ(A+i)  —  ;j(jii^); , 

vW  —  Q(A+i;  — ^^(t;:^); . 

Dati^  le  cas  de  n  =3  ; ,   ces   formules  se  simplifient    encore    et 
deviennent 

Q(A)  +  Q(A+,)  =  ^^  [P(A)  -  P(A+0], 
Q(A)  -  Q(A+,)  =  ^.  [P(A)  4-  P(A+i)]. 
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Le  cas  de  »={-  qui   donne    lieu  à  diverses   simplifications ,  est 
celui  qui  s'applique  spécialement  au  calcul  des   perturbations  des 

planètes  ;  il  est  susceptible   d'être    résolu  complètement  par  les 
fonctions  elliptiques. 

i65.  En  eflTet,  si  l'on  suppose  ^=  'tt  —  24/  et  c*  =     1^  v  >  ^^ 

aura  D  =  (i-|-a)*(i — c*sin*'>|.)  ,  et  les  yaleurs  de  P,  et  P,  ,  données 
par  la  formule  (i)^  seront 

or  ^  par  les  formules   de  la  première  Partie ,  on  trouve 

P    —     ^^'^ 

^^y^  p    _  (i4a')F'c— (i+gyE'c 

Les  fonctions  complètes  F'c,  E'c  sont  rapportées  au  module  c; 
mais  il  conviendra  de  les  exprimer  par  des  fonctions  semblables 

rapportées  au  module  e*=tf^  puisqu'on  a  c  =  -~^.  Or  par  les 

formules  de  la  page  88 ,  première  Partie ,  on  a 

F'c  =  (iH-c»)F'c«  =  (i-f^)F'a, 

E'c  ==  (i+i)E«c«  —  ^F'c  =  ~-^E'a  — (i— a)F'«, 

Talenrs  qui,  étant  substituées  dans  les  formules  (19)}  donnent 
plus  simplement 

-  P   =  F'tf 

î  P.  =:i(F'« -£■«). 


166.  Nous  rappellerons  ici  que  pour  calculer  les  quantités  V^a^ 
E'^,  il  faut  d'abord  former  la  suite  décroissante  a,  n*,  n''',  «***%  elc.^ 
par  la  même  loi  que  la  suite  des  modules  c^  c%  c''^  etc.  Fai^aot 
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ensuite 

^   a|/fl^    M^a^    mx/'a^ 

'^  —  ~^  •  ~~  •     o-o      •  etc.  , 

H  =  K(-  +  -^ +— g— +  elc), 
on  aura ,  suivant  les  formules  démontrées  dans  la  première  Partie  ^^ 

De  là  rësullent  ces  valeurs  très-simples  des  deux  premiers  coe£B« 
ciens  P, ,  P,  , 

P.  =  K, 

P.  =  ^(K  +  H); 

ensuite  par  l'écpation  (4)  on  trouve  le  troisième  coefficient 

P.  =  |aP,  +  iH. 

Substituant  ces  valeurs  dans   les  équations  (la)  et  (i5)  »  on  en 
déduira  les  valeurs  suivantes  des  trois  premiers  coeffîciens  Q»^ 

Qi>  Qft>  nécessaires  au  développement  de  D  % 


Xo   - 

-  (1— a")*  » 

Q.= 

=  Q.  — K- 

•H, 

Q.= 

_  iQ.  +  IQo 

a 

Ces  formules  sont  disposées  de  manière  à  rendre  le  calcul  nnmé* 
rique  des  premiers  coefEciens  aussi  Êtcile  qu'il  est  possible.  Nous 
en  donnerons  bientôt  des  exemples.- 

Les  valeurs  précédentes  supposent  que  la  différence  i  —  a  n'est 
pas  très-petite  y  et  dans  cette  hypothèse  on  n'aura  jamiâs  à  calculer 
qu'un  petit  nombre  de  termes  de  la  suite  a  y  if" y  4^ y  etc.  y  pour 
parvenir  à  des  résultats  aussi  approchés  qu^ou  voudra^  S'il  arrivait 
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que  i-*-aftil  très-petit,  on  ferait  usage  des  formules  (ig)^  ou 
I  — <«  est  encore  beaucoup  plus  petit  que  i^^a^  et  on  substituerait 
dans  ces  formules  les  valeurs  de  F'c  et  Ev,  calculées  suivant  les 
méthodes  que  prescrit  pour  ce  cas  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

167.  Nous  avons  fait  voir  quels  sont  les  procédés  les  plus  simples 
pour  calculer  les  divers  coefficîens  P(X),  Q(A)^  qui  servent  à  dé- 
velopper les  deux  puissances  consécutives  D^%'D""""*.'Sî  on  avait 
à  développer  un  plus  grand  nombre  de  puissances  successives ,  telles 
que  D^*^,  D"""^',  D""""*,  D~*~^,  on  commencerait  paria  puissance 
la  plus  élevée^  et  faisant  n  =  m -f- ^ >  on  calculerait  les  coefficiens 
successifs  Po^  P.  9  P^^  etc.^  qui  répondent  à  cette  valeur  de  n. 

Connaissant  le  développement  de  D^%  il  faudra  en  déduire  suc- 
cessivement celui  des  puissances  précédentes  D"^*^*,  D"""^*,  etc. 
Pour  cela  il  £iut  observer  que  si  on  a  égard  à  la  variabilité  de  n^ 
la  fonction  P(A)  devient  une  fonction  de  deux  variables  et  devra 
être  désignée  par  P(A,  n).  Or  les  coefiSciens  P(A,/i  — i)  se  dé- 
duisent des  coefficiens  P(X^  n)  au  moyen  de  la  formule  (10)^  qui 
peut  être  exprimée  ainsi  : 

(ai)         P(A,  «-I)  =  (îL=l)2[p(x_,,  „)-P(x-f.,,„)]. 

Cette  formule  ne  ferait  pas  connaître  la  valeur  de  P(o^  a— »i); 
on  y  supplée  par  l'équation  (11)  >  qui  donne 

(33)  P(o,  n—  1)  =  (i  -f-a»)  P(o,  n)  —  aaP(i ,  n). 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  on  déterminera  les  coefBciens 
P(A,  /i— i),  en  supposant  connus  les  coefBciens  P(A,  n);  on  cal- 
culera de  même  les  coefEciens  V{\y  n—fi)y  par  le  moyen  des 
coefficiens  P(A,  n  —  i),  et  ainsi  en  rétrogradant^  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  les  coefficiens  de  toutes  .les  puissances  de  D  dont  on  demande 
le  développement. 

Nous  proposons  de  commencer  par  la  puissance  la  plus  haute  ^ 
parce  que  les  puissances  inférieures  se  déduisent  avec  facilité  des 
supérieures^  au  moyen  des  formules  (ai)  et  (aa). 

168.  On  pourra  aussi,  si  on  le  juge  à  propos,  suivre  une  marche 
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inverse,  c'est-à-dire  calculer  les  coefficiens  P(A,  w+i)  par  le 
moyen  des  coefficiens  P(A,  n)  supposés  connus.  C*est  ce  qu'on 
exécutera  pur  les  formules  (17),  qui  peuvent  être  mises  sous  cette 
forme  : 

P(A,  n+i)+V{A+iyn+i)^ n{i—ay * 

P(A,  71+0— P(A-4-I,7l-hi;  — n(i+ay * 

11  é^t  visible  que  les  mêmes  formules  serviront  à  déduire  les  coeffi-* 
ciens  P(A,  n+2)  des  coefficiens  P(A,/i-(-i);  ainsi  le  développe- 
ment connu  de  D"""  fera  connaître  le  développement  des  puissances 
successives  D"%  D""""',  D"""^%  etc. 

169.  On  a  vu  que  deux  transcendantes  connues  danslasuitePo,  Pi , 
P., etc.,  suffisent  pour  déterminer  toutes  les  autres  représentées  par 
P(A)  ou  P(A,/z),  et  par  conséquent  pour  avoir  le  développement 
complet  de  D"".  Ces  deux  mêmes  transcendantes  suffiront  donc 
aussi  pour  déterminer  tous  les  coefficiens  représentés  par  P(A,  nzfcA:), 
et  par  conséquent  pour  avoir  le  développement  de  la  puissance 
D~"~*,  k  étant  un  entier  quelconque. 

De  plus,  si  l'on  compare  entr'elles  les  deux  valeurs  de  A  (A) 
ou  A(A,/z),  données  par  les  formules  (9) ,  on  trouvera  immé- 
diatement 

A  (A,  /^)  =  (  I  — a*)*-"  A(A,  i— //)  j 
d'où  résulte  la  formule 

r.,A\  P(^'  ")    _  n-«+i.n+a....n+A— 1  ,   __^.x,_., 

V''^''  P(A,  1— »)—  1— n.a— n.3— n....A— n^  -^        » 

laquelle  revient  h  l'équation  générale  de  la  page  376, III*  Partie. 
En  vertu  de  ce  théorème ,  on  connaîtra  toujours  exactement  le  rap- 
port des  deux  fonctions  P  (A,  »),  P(A ,  i  — n);  de  sorte  que  l'une 
peut  être  déterminée  par  l'autre.  Ainsi  le  développement  de  D""*"^" 
peut  être  déduit  immédiatement  du  développement  de  D^",  et 
réciproquement. 

Donc  les  deux  transcendantes  qui  suffisent  pour  déterminer  en 
général  les  diverses  valeurs  du  coefficient  P  (A  ^  n) ,  suffiront  aussi 

pour 
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pour  déterminer  toutes  les  valeurs  du  coefficient  P(X,  i  —  n)  y  et 
par  conséquent  encore  toutes  celles  du  coefficient  P  (A,  dbk — n)y 
k  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Combinant  ce  résultat  avec  celui  qu'on  a  déjà  trouvé ,  on  voit  que 
les  deux  transcendantes  qui  servent  à  former  le  développement 
complet  de  D"*%  suffisent  en  même  temps  à  former  le  développe- 
ment tant  de  la  puissance  D"""— *  que  de  la  puissance  D"— *,  k  étant 
un  entier  quelconque. 

Voici  maintenant  quelques  exemples  qui  serviront  à  faire  voir 
plus  clairement  l'usage  de  nos  formules. 

170.  Exemple  I.  Soit  a  =  T^,  et  soit  proposé  de   développer 

les  deux  puissances  D"  «  ^  D~*  ;  le  tableau  suivant  donne  les  valeurs 
des  coeffîciens  successifs^  jusqu'à  ce  qu'ils  deviennent  trop  petits 
pour  entrer  dans  le  lo"**  ordre  de  décimales. 


X 

0 

P(A,i). 

P(A,|). 

I. 00261  ^i&og   100 

1.02285  64089  598 

1 

o.o5oi8  86804  878 

0.16285  40606  972 

a 

0.00376  57283  143 

0.01908  27992  044 

3 

5i  38764  871 

222  49^3 1  M^ 

4 

a  74676  494 

a5  02099  79^ 

5 

34723  960 

2  75i6i  704 

6 

2266  407 

29805  823 

7 

210  461 

5192  856 

8 

'9  753 

339  203 

9 

1          I  864 

55  758 

10 

5  759 

Les  termes  de  la  seconde  colonne  ont  été  calculés  par  la  formule  (2), 
en  faisant  /*= f ,  et  donnant  à  X  les  valeurs  paires  o^  2, 4  ^  ^^  ^>  '^  ; 
on  en  a  déduit  les  termes  intermédiaires  par  la  formule  de  l'art.  1 58. 

57 
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La  seconde  colonne  étant  ainsi  formée ,  on  s'en  est  servi  ponr  caTcu-^ 
1er  la  première  au  moyen  des  formules  (21)  et  (22).  On  connaît  donc 
par  ce  petit  tableau ,  le  développement  des  deux  puissances  consé^ 

cutîves  D""^  ,  D"T,  pour  le  cas  de  a  =  -j^^  ;  de  manière  que  Ter- 
reur de  la  série  ne  pourra  jamais  s'élever  à  une  unité  décimale  du 
dixième  ordre. 

171.  Exemple  IL  Soit  /i  =  |,  et  soit  proposé  de  développer  les- 

•rv—  —       "TV     —      * 

deux  puissances  D    *  ,  D""  • . 

On  pourrait  exécuter  les  calculs  comme  dans  Texemple  précédent^ 
parce  que  les  suites  tirées  de  la  formule  (2)  seraient  encore  suffisam- 
ment convergentes  ;  mais  si  on  veut  obtenir  des  résultats  exacts 
jusqu'à  la  douzième  décimale  environ  >  on  y  parviendra  plus  prompte** 
ment  par  les  formules  de  Tart.  166. 

En  prenant  pour  module  a  =  |  ==  sin  g  ^  la  théorie  des  fonctions^ 

elliptiques  donne  les  valeurs  suivantes; 

K  =  i.oySiS  20071  494> 
H  =  0.03855  05887  041; 

de  là  on  déduit  ^  par  les  formuler  de  Farticle  cité^ 

P(o,  f)  =  r. 89074  56177  5oS 
P(i,  I)  =  1.29025  ooi5o  157 


P(o,  7)  =  1. 07318  20071  494 
P(i  »  t)  =  0-^7795  50989  634 
P(2,i)  =  0.10549  44958  892 


P(2,  I)   =   0.77901    52218    770 


On  continuera  le  calcul  des  quantités  P  (X^  |)  par  la  formule 

(3Â-l)P(A-|-i,|)  =  5AP(A,|)-(aX+i)P.(X~i,|)r 

et  on  en  déduira  les  valeurs  de  P(A,  r)  par  la  formule  (^i)^ 
ce  qui  donnera  les  séries  de  c^s  coefficiens^  comme  on  les  voit 
dans  le  tableau  suivant. 
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o 

I 
a 
5 

4 
5 

6 

7 
8 

9 

lO 

II 

12 


P(A,i). 


1.07518 
0.27795 

0.10549 

0.044^^ 
0.01942 
0.00876 
o. 00402 
0.00187 
o . 00087 

0.00041 
0.00019 

o . 00009 


20071 

50989 

44958 
91524 
55009 
28991 

57244 
07572 
78725 
49157 
72258 
41871 


494 
654 

892 

002 

568 

059 

696 

266 

•217 

925 

5i8 

684 


P(A,I). 


1.89074  56177 
I .29025  ooi5o 

O-779O1  522î8 

0.44629  4^479 
0.24826  565 5o 
o.i555i  80529 
0.07500  565o9 
0.05894  86456 

0.02062  444^6 

o.oio85  67515 
o.oo568  75521 
0.00296  76972 
0.00154  55167 


5o5 

157 
770 
008 

744 

ii5 
967 

4io 

525 

472 
5o5 

755 

2l5 


•^■^ 


w 


272.  On  peut  yërifier  ces  résultats  en  calculant  les  derniers  termes 
P(ii,ï)^P(ia,|)  par  la  formule  (a) ,  ou  encore  ïnieux  par  la 
^valeur  de  P  (X)  que  fournît  l'équation  (7) ,  sayoU*  > 


w.n-f-i^.^n+A — 1 

1 .  s  •  •  «^ 


a*"      /        n— I      71         g* 


+ 


n — i.n— a      n.n-4-i 


i.a      *A+i.A+a 


•(ï:^»+^4 


On  trouvera  de  cette  manière  ,  en  poussant  Tapproximation  jusqu'à 
la  treizième  décimale , 


p(",i) 


0.00009  4i%i  680, 
0.00154  55167  407* 


Uerreur  des  résidtats  précédens  ne  se  fait  donc  remarquer  que 
dans  le  1 1*"*  ordre  de  décimales  sur  P(i2,7),et  dans  le  1 5"*  seu- 
lement sur  P  (  1 1  ,  -1  ).  Elle  pourrait  être  plus  considérable  ,  sans 
^\i'il  y  eut  une  erreur  d'une  unité  sur  la  dernière  décimale  des 
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valeurs  de  Po ,  P, ,  P^ ,  .d'où  Ton  a  déduit  toutes  les  suivantes  F, , 
P^,  etc.,  parce  que  la  formule  (4)  qui  sert  à  faire  ces  calculs,  a 
rînconve'nient ,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  ,  de  faire  croître 
les  erreurs  absolues  suivant  une  progression  à  peu  près  géomé- 
trique dont  la  raison  est   au  moins  -;  d'où  il  suit  qu'après  un 

nombre  de  termes  peu  considérable  ,  les  résultats  deviendraient  en- 
tièrement défectueux.  C'est  au  reste  ce  qu'on  éviterait  en  suivant 
la  route  indiquée  art.   i6o ,  mais  les  calculs  seraient  plus  longs. 

Eu  jetant  un  coup  d'oeil  sur  le  tableau  précédent,  on  voit  que  les 
deux  séries  tendent  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  une  progres- 
sion géométrique  dont  la  raison  est  7  ou  a.  On  prévoit  dès-lors  de 
quelle  grandeur  à  peu  près  seraient  des  termes  beaucoup  plus  éloi- 
gnés ,  tels  que  P(2i,^),P(22,  j)  ;  ces  termes  se  trouveront 
directement,  et  avec  une  approximation  assez  grande,  par  la  for- 
mule (8)  qui  donne 

P(2i,{)  =  0.00000  00671  35, 
P(22,|)  =  o.ooooo  i4i2o3. 

ff 

On  voit  de  cette  manière  jusqu'où  il  faut  prolonger  les  deux  suites, 
pour  que  les  termes  deviennent  plus  petits  qu'une  limite  donnée. 

173.  Exemple  III.  Soit  «=  o.72333a3 ,  et  soit  proposé  de  déve- 
lopper  jusqu'à  neuf  ou  dix  termes  les  puissances  D-^^  D""*. 

On  calculera  d'abord ,  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques^  les 
ïnodulesdécroissansa^^,fl*'%  etc., et  leurs  complémensé,i%i*%etc.; 
ce  qui  donnera  les  logarithmes  suivans  : 

a......  9.85953  78587  0774  b 9.83916  57458  4i32 

«* 9.26264  55174  3980  b"" 9-99259  66675  9680 

«" 7.93060  24235  4992  i- 9-99998  43237  9754 

a*****....  5.25916  o65i8  3109  A***....  9.99999  99999  2837 

û**'*'*...  7.92825  06456  2527  i***"...  0.00000  00000  0000 

On  voit  que ,  quoique  a  soit  assez  près  de  l'unité ,  il  ne  faut  ce- 
pendant  prolonger  la  suite  des  modules  que  jusqu'au  quatrième 
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ternie  >  pour  avoir  les  quantités  cherchées  K  et  H  approchées  jus- 
qu'à la  quatorzième  décimale. 

Calculant  en  effet  ces  quantités  par  les  formules  K=i/Q .  ^•^•^^•''•Y 
H  =  K  f  -  +  —T-  H g — J  y  on  aura 

logK  =  0.07670  85757  4^70, 
R  =  1.19518  71668  9482, 
H  =  0.10969  094^4  8484. 

En  partant  de  ces  valeurs  y  et  suivant  la  même  marche  que  dans 
l'exemple  précédent  ^  nous  avons  formé  le  tableau  suivant  qui  con- 
tient les  valeurs  des  coefficiens  calculés  avec  dix  décimales  ^  jus- 
qu'au neuvième  ou  dixième  terme. 


A 
0 

P(A,i). 

P(A,i). 

I.I9518  71669 

4.99626  29528 

I 

0.47120  69097 

4.45585  71725 

2 

0.26378  97663 

5.69558  48454 

5 

0.16167   14479 

a. 97 708  98567 

4 

0.10339  42358 

2.35252  944^^ 

5 

0.06779  52599 

1.85555  74847 

6 

0.04518  70701 

i.4i5o9  40952 

7 

o.o5o47  27456 

1.08590  91672 

8 

0.02075  oo565 

0.82529  82154 

9 

0. 62556  54889 

Le  peu  de  convergence  de  ces  séries  exigerait  qu'elles  fussent 
poussées  très-loin ,  pour  que  les  coefficiens  devinssent  négligeables. 
On  on  jugera  par  la  formule  (8)  qui ,  étant  appliquée  au  cas  de 
A;=5o  ^  donne 

P  (5o>  i)  ==  0.00000  ooio5  755  , 
^(5o,ï)  =  0.00000  11659  555. 
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174.  Puisque  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  peut  faciliter 
beaucoup  la  détermination  des  coefBciens  P(A,^)  et  P(X,|), 
dans  le  cas  où  a  est  très-peu  différent  de  l'unité ,  il  importe  d'exa- 
miner avec  soin  les  conséquences  ultérieures  qu'on  pourrait  déduire 
de  cette  théorie. 

Soit  donc  proposé  la  quantité  D«  =  (  i  +  a*  —  aa  cos  (p  )«  j  je  fais 
^  =  ^4  —  ^>  ^  =  7+^>  ^^  î'^^  ^*  =  (^  4-^)(i  —  ^*sin*4/)*,  ou 
D'  ==  (i  +  a)  A,  en  faisant  A  =  v/(  i  —  c*sin*  4)- 

Du  module  c  qui  a  pour  complément  ^  =  ^/(i  —  c*)  ,  on  déduit 

le  module  suivant  c*  par  la  £3rmule  c""  7=   ■",  ,  laquelle  donne  dans 

ce  cas  d*z=:ia,  et  son  complément  i**=  v/(i-^à*).  JSi  ensuite  oqi 
prend  une  nouvelle  amplitude  4''  ^ui  satisfasse  à  l'équation  tri- 
gonométrique  tang  (  4*  "^  4  )  ^^'^  ^  *^°S  4  >  ^^  V^^  ^^^*  donnée  par 
la  suite 

4*  ==  ^4  —  «  sîn  24  ■+"  •  ^*  ^^'^  44^  ""  î  ^^  ^^^  ^  +  ^^^*  > 
on  aura  la  transformée  suivante^  où  A*  représente  |/(i-^c**sîn*40 1 

.  r«  cos  ^J/°  4-  A? 

de  là  on  tire ,  en  observant  que  c*=za  ^ 

D»    =  A'  +  û  cos  4*  ^ 

1 — a* 

Mais  si  on  fait  a!^=:  )^]^(|Za^)  >  '^  =  i+«**-— ia*  cos(p%  (p*=24*— :t, 

on   aura   semblablement  (  D*  )  »  =  (  1  +  û*  )  A%  ou   A*  =  73—5  ; 

donc  D"»  ou 

1 

,     .  /     .     .  x-i        (  I  -t-flo»— aa»  cos  »")  '  4-  g  y/a"  •  «n  k  »*. 

(27)         (i+«'-aacos<p)  «  î=  î-:!: (,_^.)  (^^o) •' 

175.  La  relatioa  directe  entre  ^*  et  (p,  par  la(juelle  on  obtient 
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fcelte  transformation^  est  contenue  dans  Féquation 

tang(^(p  — i(p*)  =  4cot^(p. 

Mais  pour  qu'il  n'y  ait  pas  lieu  à  ambiguité  y  quand  on  veut  déter* 
tniner  ^*  par  le  moyen  de  ^  ,  il  faut  imaginer  que  l'arc  (p  augmente 
indéfiniment  depuis  la  valeur  zéro  jusqu'à  tant  de  circonférences 
qu'on  voudra.  Cela  pose,  l'arc  ^**  devra  satisfaire  à  l'équation 
sin  ((p  +i TT  —  f  (p*  )  =  û;  sin  (1^ ^  +  ^  (p*»)  ;  d'où  Ton  voit  qu'en  dé- 
signant par  0  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  a  pour  sinus,  la  quantité 
^  -f-  r  '^  —  r  ^*  sera  toujours  renfermée  entre  les  limites  -f-  6  et 
—  fl ,  de  sorte  qu'on  pourra  supposer  ^*^  =  a^  +  sr  +  6  sin  A  , 
A  étant  un  angle  qui  varie  avec  ^;  c'est  aussi  ce  qui  résulte  de 
la  série 

I  cp*  =  ï^  CT  +  ^  +  ^  sîn  ^  +  -j  «•  sin  3^  +  î  ^^  sîn  3^  -|-  etc. 

Maintenant  comme  a"*  sera  toujours  plus  petit  que  a  y  puisqu^on  a 


a""  =  \     (~-à  >  ^  fonction  (D'*)*  se  développera  en  une  suite 

h.  +  3L,  cos  (p*+  aL.cos 2^*  +  2L3  cos  5^**  +  etc., 

dans  laquelle  le  coefficient  L  (A:)  est  en  général  la  valeur  de  la 
fonction  P(  A,  »),  lorsqu'on  fait  »==  —  ^  et  qu'on  met  a*  au 
lieu  de  a. 

Dans  le  cas  de  l'exemple  III,  on  a  a*"  =  o.  i83o8  ;  ainsi  la  suite 
L.,  L, ,  L. ,  etc.  doit  être  fort  convergente  j  on  trouve  en  efifet  le 
terme  L,o==  0.00000  00007  ?"• 

Cette  suite  étant  trouvée ,  le  développement  de  D"^,  ordonné 
suivant  les  cosinus  des  multiples  de  p"" ,  sera 

On  pourrait  ,  pour  plus  de  symétrie  ,  mettre  au  lieu  du  terme 

2  \/a'*  •  sin  7  ^* ,  sa  valeur 

4i/g°/         flcosy*^       a  cos  fl^^       g  cos  5^*^  \ 

"T^V        T^  33  5:7  V* 


I 
^ 
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mais  cette  suite  n'étant  pas  suffisamment  convergente ,  il  vaut  mieux 
ne  rien  changer  à  la  formule. 

176.  Si  on  voulait  avoir  le  développement  de  D   *  ^  on  le  déduî- 

1 

rait  aisément  de  Téquation  ( i  —  «•)  D"  •  =  A* — a  cos  ^"^ ,  qui ,  élanl 
élevée  au  cube  y  donne 

(i— a*)3D"•  =  A•(A*•+5^^*cos•^^•)— flCOs4*(3A"+a*cos*4-). 

Mais  on  a  A**  =  I  —  a*  -f-  a*  cos*  >[/%  d'où 

A«  (  A^*  4-  3a*  cos*  4* )  =  3A*3  —  3  (i  —  â*)  A% 
a  cos  %p'  (3 A*»  4-  a^  cos*  4**)  =  «^  cos  34*  +  5a  cos  4*  ; 
donc 

(1  — a*)5  D"^  =  4A*»»—  5  (i~a*)  A*  +  3a  cos4-  +  a^  cos  34\ 
Substituant  les  valeurs  A'=:  ■    ,     ^>  4*  =  -  +  t  ^%  il  vient  enfin, 

Oron  adéja  fait(D')»=:L,+2L,cos^*+3L.cos2^'+2L3COs3(p'-f-etc.; 
supposons  qu'on  ait  semblablement 

s 

(D«)*  =  Mo 4-  2M,  cos  (p*  +  iM.  cos  a^*+  aM,  cos  3<p*  +  etc. , 

on  pourra  déterminer  les  coefficiens  Mo ,  M» ,  M. ,  etc.  d'après  les 
formules  (8)  qui  donnent  : 

Mo  =  (i+a**)Lo— !iû*L., 

M.  =  — |ao(Lo  — LO, 
M.  =  -la-(L,-L3), 
M3  =  -|a-(L.~L,), 
etc. 

On  connaîtra  donc  le  développement  de  D~  *  par  Téquation 

(i^a»)« 
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(1— a*/  D  »s=  ■Y3^3(M.+2M,cos(p*+aMaCos2(p*'+2M3Cos5^ 

(20)  Yqr^(Lo+2L,cos<p*+2L,cos2(p«+2L3Cos3(p*'+etc.) 

—  5a  sin  ^  ^^-f-o^sîn  |  ^^  ^ 

et  ces  séries^  exprimées  par  l'angle  ^%  seront  en  général  beaucoup 
plus  convergentes  que  celles  qui  sont  exprimées  immédiatement 
par  Tangle  (p. 

177.  On  pourrait  ultérieurement  réduire  le  développement  de 

D"*  à  celui  de  (D**)*  ,  dans  lequel  les  coefficiens  décroîtraient 
encore  plus  rapidement^  puisque  a''''  est  beaucoup  plus  petit  quea% 
et  il  serait  facile  de  continuer  à  volonté  ces  réductions.  On  a  ea 
effet  les  équations  successives. 

(D-)^  =  -  a»  sin  i  (p"  +  ^  (D")^ , 

X  -,00  I 

(D-)*  =  -  a-  sin  1  r^^  +  j^  (D-O-  , 
etc. 
d'où  résultent  ces  valeurs  de  (  i  —  a*  )  D"  • , 

(i— ii*)D  •ssflsmj^*-— -^j—sm^^**-— -i-^ — sm^ç*** 

etc. 

Mais  à  cause  du  décroissement  très-rapide  de  la  suite  a ,  a%  a^^^^ 
/»•"*%  etc.,  les  quantités  D%  0*"%  D**"%  etc.  tendront  non  moins  rapi- 
dement vers  leur  limite  qui  est  l'unité;  et  à  ce  terme,  le  produit 

J^-^ÎT^-Ï^tS^*^'^-  ^^"^^  ^®  ^^  ^^^^  ^^^^^  désigné  par  i,  donc 
on  aura  généralement , 


-i      I 


(5o)    {x'-^a-)\r^^^+a^m^'^''^^^ 
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Celte  formule  a  beaucoup  d'analogie  avec  celle  qui  donne  la  valeur 
d'un  arc  d'ellipse;  elle  forme  une  suite  très-convergenle  dont  il 
suffira  toujours  de  prendre  un  petit  nombre  de  termes^  et  au  moyen 
de  laquelle  on  exprimera  en  quelque  sorte  rationnellement^  la  quan- 

tité  irrationnelle  (i-H»* — a^cos^)'*.  Mais  ce  développement  a  Tin- 
convénient  d'être  formé  avec  des  variables  (p%  (p*%  etc. ,  toutes  diffé- 
rentes les  unes  des  autres^  et  par  cette  raison ,  la  formule  est  plus 
curieuse  qu'utile.  Il  n'en  est  pas  de  même  lorsqu'on  s'en  tient  à  la 
première  transformation,  et  il  est  permis  de  croire  que  l'expression 

que  nous  avons  donnée  de  D""*  en  fonction  de  l'amplitude  9'',  pour- 
rait s'appliquer  utilement  dans  quelques  cas  difficiles  de  la  théorie 
des  perturbations  des  planètes. 

178.  Si  l'on  fait  (p=o  ,ilen  résulte  (p**=9r,  (p'*=39r,  (p***=77r,etc., 
et  l'équation  (3o)  donne 

Ainsi  on  a  en  général  cette  valeur  cl^  ^  : 

K— '  I  4"  8 ^^- 

Cette  fprmule  qui  résulterait  également  de  la  supposition  ^=  7  ^  peul 
se  déduire  facilement  des  formules  déjà  connues;  en  effet  on  a 


-  —  — 7 — i  y  a^  =    V    00  9  ctc-  ;  ainsi  les  différens  termes  de  la  suite 
précédente  peuvent  s'exprimer  comme  il  suit  : 

On  aura  donc 


1  û*  a^  a"^ 


.000 


etc. 


Cette  série,  selon  qu'on  l'arrête  au  2™ terme,  au  5""*,  au  4"**^  etc., 
donne  successivement  les  résultats  : 

Tfô^  >    .l+a^l  +0^  '     i+(f.i+a^.i'\-a^'*^  ^     ^*^' 
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Ainsi  on  aura  en  général  K  =  (i  -f-^;*)  (i  -|-  «••)  (i  4-a"***)^  etc., 
ce  qui  est  la  valeur  connue  de  cette  quantité. 

179.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les  coefficiens  diffé- 
rentiels de  la  fonction  P  (X)  y  pris  par  rapport  à  a. 

Puisqu'on  a  en  général  P  (A)  =  i  i — ^^^-  ,  si  on  différentie 

cette  équation  par  rapport  à  â,  on  aura 

dP  Ta)  an    rd^  cos  a^  ,  ^ 

OU 

rfP  (a) n  f* /d^cosjx — i)f    .   rf(pc08(A+i)y  ^^^  aad^  C08A^\ 

""30  'ij   \        D"+*  "*"         D»^*  D«-+-'      / 

Appelons  comme  ci-dessus  Q  (A)  ce  que  devient  la  fonction  P(A) 
lorsque  n  se  change  en  /z  -f-  i ,  nous  aurons 

Ainsi  en  supposant  connus  les  coefficiens  Q»  ^  Qi  >  Qâ  9  ^tc.  qui 
appartiennent  au  développement  de  D""""',  on  connaîtra  les  valeurs 

successives  du  coefficient  différentiel    ^      ;  il  n*y  a  pas  même  lieu 

a  excet>ler  le  cas  de  A  =  o,  parce  qu'alors  on  a  Q  ( —  1  )  =  Q, , 
et  qu'ainsi  la  formule  (5i  )  donne 

jp  r .N 

180.  Si  l'on  veut  déterminer  les  coefficiens  différentiels —^^  » 


sans  supposer  la  connaissance  des  coefficiens  P(^>  ^+  i)  qui 
répondent  à  l'exposant  /*  +  i ,  et  que  nous  avons  désignés  par  Q  (a)^ 
voici  comment  on  pourra  y  parvenir. 

L'équation  (10)  étant  mise  sous  cette  forme 


.  « 

si  on  la  différentie  par  rapport  à  a  ,  on  aura 


l-T=Q(»-)-Q(+0+-[i^^^ 


rfQÇM-Ol. 


da 


U' 
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substituant  au  lieu  de     J^^  ,  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (5i) , 
on  trouve 

^QÇa-O  _  dQ{X+l)  _  (A-l)  Q  (A-l)  +  (A+l)  Q  (A+1)  _ 

da  da  a  "^       Vc  V   /• 

Puisque  n  n'entre  pas  dans  cette  équation  ,  on  peut  mettre  P  (a) 
au  lieu  de  Q  (a)  ^  et  on  aura  également  cette  formule  générale  : 

(Z2)       ^(^— 0  dPjX+l)  _  (A^i)P(A^l)+(A+l)P(A+|)         ^^/.v 

^      ^  da  da  a  \  J* 

Elle  donne  successivement 

'^•_^=i(.p.)-,p.. 


da  da 

dP,         dP 

da  da 


f  =  i(P.+  5P,)-4P., 


etc.; 
d'où  Ton  voit  que  pour  calculer  les  coefficiens  différentiels  suc- 
cessifs "^  •  "^  >  -3^  »  -j^  >  ©te-  >  il  suflSt    de  connaître   les  deux 

dPo     dP, 

premiers  ^,  -5^. 

i8i.  On  a  pour  cet  effet  les  deux  équations 


# 

dans  lesquelles  il  faut  substituer  les  valeurs  de  Q*  ^  Qr  >  Qt^  expri- 
mées en  Po  et  P.^  d'après  les  équations  du  n"*  162;  cette  substi- 
tution donne 

da 

d^i  ^n      /^x>   _L  ^Tj   1      1^  +  fl' 

da 

Mais  on  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme  suivante  ^  plus 
commode  pour  le  calcul  numérique , 


r^  (P. + «P.  -  :  •  ^  P.) 
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,„,        ^  +  ^  =  Ti;C(— 0P.4-.»P.-ip,]. 
^^        ^-Sr=Tiï[(— )P.— P.+ip.]- 

Ces  formules  se  simplifient  encore  dans  le  cas  de  72  =  ^  ^  et  donnent 

C'est  aussi  ce  qu'on  trouverait  immédiatement  par  la  difierentia-^ 
lion  des  équations  (ao) ,  en  observant  qu  on  a  -^  ï= )^  ^  ^^ — , 

f=_l(F._E.). 

182.  Si  on  veut  avoir  la  valeur  générale  du  coefficient  différent 

tiel      ^     y  exprimée  par  les  fonctions  P  seulement^  on  la  déduira 

aisément  des  équations  (5i)  et  (i4);  niais  voici  un  moyen  d'y 
parvenir  qui  nous  fournira  en  même  temps  de  nouvelles  formules. 

J^Tous  avons  déjà  trouve  "tc  —^  == —  ^n  J ^^J- — -t-;  on 

asemblablement'Tr— ^^^-=  — 2«y  ^ -^,    v  -r  yy  ,   j^   ^^ 

résulte 

Le  second  membre  se  réduit  à 

-J  -^n-^-h-J  -^  [asmA?)^  — sm(A+i)^], 
et  au  moyen  de  l'intégration  par  parties^  il  se  réduit  ultérieurement  h 

ÏD*  ^      w     J       D"  VaUTjJ  D^ï  • 

La  partie  hors  da  signe  est  nuHe  dans  les  deux  limites  de  l'in-* 

tégrale,  et  l'autre  partie  =:(a«+A)PCA)  — (^\P(AH-i);    donc' 
on  aura  la  formule 

m       2^  -  «  ^  =  (.»+A)P(A)  -  (^)  P(A+0. 
Si  on  change  le  signe  de  A   et  qu'on  observe  que  la  formuler 
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P(A)  =  ir^î^^  doane  P(— A)  =P(X),onaura  semblablemeat 

(36)  ^^^  -^^  =  (^«-A) PCA)  +  t=l  P(A_ 0. 

Ces  deux  équations  donnent  par  leur  différence  la  formule  (32); 
mais  pour  en  déduire  la  valeur  du  coefficient  cherché  \  \  il  faut 
encore  recourir  ^  Téquation  (4)  ^  dont  la  différentielle  est 

et  par  la  combinaison  de  ces  trois  équations^  on  aura 

(57)     (i-aO  ^  =  (A-  1  +n)  P(A-i)  -  (a  +  i  -^n)  P(a+  i)  +  ûnûP(A). 

D'où  Ton  voit  que  le  coefficient  différentiel  —A-^  se  détermine  as- 
sez simplement  par  les  trois  termes  consécutifs  P(A — i),  P(A), 
P(X-f-i);  il  pourrait  se  déterminer  par  deux  seulement  de  ces 
termes^  en  éliminant  le  troisième  à  l'aide  de  l'équation  (4);  mais 
la  formule  qui  en  résulterait  serait  moins  simple  que  la  précédente. 

i83.  Au  moyen  de  l'équation  (Sy)  on  pourrait  trouver  la  valeur 

du  coefficient  différentiel  -jA    >  exprimée  par  les  fonctions  P(X); 

mais  celte  expression  serait  fort  compliquée^  et  la  complication  aug« 
menterait  encore  dans  la  valeur  dés  coefficiens  différentiels  des 
ordres  supérieurs.  Pour  éviter  cet  inconvénient ,  on  pourra  former 
successivement  les  coefficiens  différentiels  de  chaque  ordre  ^  à 
compter  des  deux  premiers  termes  où  l'on  a  Xr=o  et  X=i,  par 
la  méthode  suivante ,  analogue  k  celle  que  nous  avons  suivie  pour 
les  coefficiens  différentiels  du  premier  ordre^  dans  les  art.  i8o  et  i8i. 
De  l'équation  (Sa)  on  tire^  par  la  différentiation  y 

ainsi  on  connaîtra  les  valeurs  successives  de  ,  ^  ■ ,  si  on  connaît 
les  deux  premiers  termes  -^-7,  -jx* 
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.  Or  par  la  différentiation  des  équations  (53)  on  a  ces  deux  for- 
tnales  : 

ainsi  on  voit  que  les  termes  -T-r>  "gir   ^    déterminent   par  de« 

quantités  connues ,  puisqu'on  est  censé  avoir  formé  la  suite  des 
coefficiens  différentiels  du  premier  ordre  ^  avant  de  passer  à  ceux 
du  second  ordre. 

184.  On  peut  encore  simplifier  celte  détermination  et  celle  des 
coefficiens  différentiels  des  ordres  supérieurs,  par  les  considéra- 
tions suivantes.  On  tire  d*abord  des  équations  (39) 

dd?o  ddP,  dP, 


ddP,  ddP^  /rfPo        Po\    .    aP, 


.a    ' 


d'un  autre  côté,  les  équations  (35)  donnent 

da  da  ®  a  ' 

combinant  entr'elles  ces  quatre  équations  y  on  en  déduira  les  deux 
équations  différentielles  suivantes  y  pour  déterminer  séparément  les 
fonctions  Po  et  P, 


da^    *^^       ^^     *^  ^    -^  da 

ddP 

De  là  on  voit  que  le  coefficient  du  second  ordre  -^  se  détermî-*^ 

dp 

nera  directement  par  le  moyen  des  deux  quantités  -^  et  P^ ,    eC 

ddP 

que  le  coefficient  -^  se  déterminera  de  même  par  le  moyen  de 
^  et  P 

da    ^^  ^'' 
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i85.  Les  mêmes  équations  feront  connaître^  par  des  différen--' 
tialions  répétées^  les  coefficiens  différentiels  des  ordres  ultérieurs. 
Ainsi  réqualioa  relative  à  la  fonction  P.  donne  successivement  : 

(a-<0  — '  +C3-(4n  +5)a'] ^^ (4«»+  iM+a)a-^^(8n*^!i)  P,  =o , 
etc. 

Ces  équations  dont  il  serait  facile  de  trouver  l'expression  générale  , 
font  voir   que  la    série    des    coefSciens    différentiels  -r^,  -— . 

*  da       du*    ' 

--rx  >  6^c-  P^u^  ê^i"^  prolongée  aussi    loin   qu'on  voudra  ^  et  que 

chacun  d'eux  se  déterminera  toujours  par  les  trois  précédons. 

i86.  Connaissant  les  coefficieûs  différentiels  de  la  fonction  P,  ^ 
on  pourra  en  déduire  ceux  de  P«  par  les  équations  successives 

«WP.  rfdP,  dP, 

"Sôî"  ■"  '*^'3F  "+■  ^"  da  » 


(4a)  «f'P,  _  ^  «f P.  _|_  /,„  .   ,  \  <^P. 


etc. , 

équations  dont  la  loi  est  manifeste. 

On  peut  aussi  déterminer  directement  ces  coefficiens,  à  compter 
du  second  ordre ,  par  les  équations  successives 

d/tP^  dp 

d^P  d*P  dP 

/^P  d\P  d^P  d^P 

etPp 


1 


87. 
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187.  Connaissant  les   deux   premiers  termes  du  second  ordre 

-r-j^,  -i-r,  on  calculera  les  suivans  par  Téquation  de'jà  trouvée 


da»  '   da« 


Cettç  équation  étant  différentiée  successivement ,  donnera  les  for-* 
mules  suivantes  : 


etc. 


Par  les  équations  (40 ,  (4^)  >  (45)  >  on  connaît  pour  un  ordre  quel- 
conque k  y  les  deux  premiers  coeffîciens  différentiels  -j~ ,  -j-ji  ;  on 

pourra  donc ,  par  les  équations  précédentes  y  continuer  indéfiniment 
le  calcul  des  autres  coeffîciens  différentiels  du  même  ordre  k. 

Toutes  ces  formules  sont  disposées  de  manière  que  les  quantités  à 
et  I  — a*  entrent  comme  diviseurs  au  moindre  degré  possible  ;  elles 
seront  sujettes  à  quelques  inconvéniens ,  lorsque  a  sera  très-petit  et 
lorsqu'il  sera  très-près  de  Tunité  ;  dans  le  dernier  cas ,  les  valeurs  du 

coefficient     A  '  deviennent  de  plus  en  plus  grandes  à  mesure  que 

k  augmente  ;  mais  les  formules  précédentes  donneront  toujours  à 
peu  près  le  même  degré  d'exactitude  relative  sur  la  valeur  des  quan- 
tités qu'on  cherche  ;  c'est-à-dire  que  le  nombre  de  figures  exactes 
par  lesquelles  elles  sont  exprimées^  sera  toujours  à  peu  près  le 
même. 

188.  Lorsque  a  est  très-petit ,  on  peut  éviter  tout  à  fait  l'emploi 
des  équations  précédentes ,  et  déterminer  directement  les  valeurs 
des  quantités  1^{^)  et  de  leurs  coeffîciens  différentiels  de  divers 
ordres  y  par  le  moyen  de  la  formule 
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£a  effet,  si  pour  uoe  valeur  donnée  de  a,  on  calcule  les  diffé- 
rens  termes  de  cette  suite,  que  nous  désignerons  par  C^ ,  C  V*"^,  etc., 
ensorte  qu'on  ait 

P  (a)  =  Ca^  +  G'a^-^'+  CV-^4  ^  C'V-^etc.  ; 

les  coefficîens  différentiels  successifs  de  P  (^)  se  détermineront  îm* 
médiatement  par  les  formules  • 

da 
(45)  ?[ÇÇ^  =  A.A— i.Ca^-^+A+a.A+1  .CV+A+4.  A+3.CV+^+etc. , 

^^J^  =  A.A—  1 J^— a,Cfl^-^+A+fl.A4.i  .ACa^-'+A4.4.A+3.A+a.Ca'^"^'-Hetc. 
dar 

etc.  ^ 
et  on  Toit  que  les  calculs  seront  faciles  à  cause  de  la  convergence  des 
séries,  et  de  l'emploi  répété  des  mêmes  coefficiens  G,  C\  G",  etc. 

189.  Nous  remarquerons  que  les  calculs  sont  susceptibles  de  quel-- 
que  simplification,  si,  ayant  à  calculer  les  coefficiens  différentiels 
de  la  fonction  P  (^)  qui  répond  à  l'exposant  /z,  on  connaît  déjà  les 
.-valeurs  de  la  fonction  Q  (a)  qui  répond  à  l'exposant  /»+  i*  ^^  ^^^^  > 
d'après  la  formule  (3i) ,  on  aura  successivement 

etc. 

1?our  avoir  une  expression  semblable  des  coefficiens  différentiels  da 
second  ordre ,  je  différentie  l'équation  (5i) ,  et  j'en  tire 

J'observe  ensuite  que  si  on  met  n+  1  à  la  place  de  n,  et  Q  à  la 
place  deP  dans  les  équations  (35)  et  (36),  on  aura,  en  ajoutant 
ces  équations. 
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sttbstitaant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente  ^  on  aura    la 
formule 

(46)     ^=2„(a«+i)Q(A)+^  [(A_,)Q(A-i)-(X+i)Q(^+in, 

Ainsi  on  voit  qu^au  moyen  des  fonctions  Q(A)  ou  P  (X, /i-f-  i)^ 
on  pourra  déterminer  les  coefficiens  différentiels  du  prfetnier  ordre 

--,^-  par  %  formule  (5i) ,  et  les  coefficiens  différentiels  du  second 
ordre      ,  ^    par  la  formule  (46). 


dà 

190.  Dans  le  cas  de  n 
donnent 


7 ,  les  deux  formules  (  5i  )  et  (  4^) 


(47) 


^  =  KQ(A-04-Q(x-f-i)]-«QW, 


*MP(A)    __    ^Q  .^v       .       (A— OQ(>-l)-(A+l)Q(A+0      . 

Voici  l'applicaliou  de  ces  formules  au  cas  de  Texemple  III ,  dan$ 
lequel  on  a  de'jà  calculé  les  premier»  valeurs  de  Q  (A) ,  désignées 
parP(A,l). 


A 

do" 

0 

I 

a 
3 

4 

5 
6 

0.82187   87994 

i.i5625  95957 
I «05491  89510 
0.86944  19041 
0.70580  7794? 
0.55744  041 65 
0.^55x5  00594 
0.55616  96444 

5.86002  55582 
5.76560  5o555 
4.27952  65597 
4.556io  29645 
4.54116  70062 
4.50219  87550 
5.92264  82209 

28.27722  297 
28.68116  475 

29.10017  5i7 
50.95666  425 
55.19201  255 
54.92111  i59 

La  troisième  colonne  a  été  ealculée  par  les  formules  des  art.  1 85  ; 
186  et  187. 

191.  On  voit  par  le  tableau  précédent,  que  a  étant  peu  différent 
de  Tunité  ^   les    coef&ciens    différentiels   successifs  -  ,  ■  ,     jY^ 


"»^. 
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— ~-^  ,  etc.  augmentent  ^  d'une  manière  fort  rapide  ,  d'un  terme 

au  suivant.  Cependant  dans  le  même  ordre  k  ,  les  divers  coeflicîens 

\^  ne  peuvent  passer  un  maximum  après  lequel  ils  décroissent 
continuellement  9  et  fihisseht  par  être  aussi  petits  qu'on  voudra. 

On  pourrait  trouver  une  valeur  assez  approchée  de     j  k    9  lorsque 

A  est  très-grand.  Pour  cela  il  faudrait  faire  usage  de  la  formule  (7) 
qui  donne 

(48)^   "^""rnrCA+oUi-aT"^     i    'A+i-Ci— a»)«+^ 

^        Ti      '  A+LA+a  '  (7=<i^  H-etc.  J. 


Soir  donc ,  ^^  ^  =F(/x,  v),  F(yit,  y)  désignant  une  fonc- 
tion connue  de  a  et  des  exposans  fc  et  y  ;  on  aura  en  général  : 

Lorsque  A  est  très-grand  ^  comme  nous  le  supposons ,  cette  suite 
est  assez  convergente  dans  ses  premiers  termes^  pour  qu'on  puisse 
négliger  les  termes  suivans  ;  la  question  est  donc  réduite  à  trouver 
la  fonction  F  pour  un  ordre  donné  Â: ,  ce  qui  n'aura  aucune  difficulté 
tant  que  k  sera  d'un  petit  nombre  d'unités. 

192.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  présenter  sous  un  même  point  de 
vue  9  les  principales  propriétés  de  la  fonction  VÇ^i^n),  que  nous 
avons  démontrées  dans  ce  chapitre. 

I.  Cette  fonction  est  purement  algébrique  lorsque  tz  est  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif.  Dans  tout  autre  cas ,  les  fonctions  P  (X,  n) 
forment  un  genre  particulier  de  transcendantes  y  qui  a  de  l'analogie 
avec  les  fonctions  elliptiques  complettes  de  la  première  et  de  la 
seconde  espèce^  et  qui  se.  réduit  à  ces  fonctions  lorsque  2n  est  un 
nombre  impair. 

II.  Si  on  considère  les  valeurs  de  P(A,  »),  qui  répondent  tant 
aux  différentes  valeurs  du  nombre  entier  A ,  qu'à  toutes  les  valeurs 
de  n  qui  ne  différent  entr'elles  que  d'un  nombre  entier,  toutes  ces 
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Valeurs  peuvent  se  déterminer  par  le  moyen  de  deux  transcendantes 
seulement ,  pour  lesquelles  on  peut  choisir  deux  termes  consécutifs , 
tels  que  P  (A,  «),P(A  +  i,«)  ou  P(  k^n)^  P(A:,  n  +  i). 

III.  Il  en  est  de  même   des  coefficiens  différentiels  — ^4-^-^. 

da 

— da^        — Ic^ — ^, etc.  a Imtmi,  lesquels  peuvent, dans  les  mêmes 

cas ,  être  déterminés  entièrement  par  les  deux  mêmes  transcendantes. 
Celle  propriété  que  les  fonctions  P  (  A^  «)  partagent  avec  les  fonc- 
tions'elliptiques  complettes  FV,  E'c,  n'a  pas  lieu  dans  un  grand 
nombre  de  transcendantes  ,  et  notamment  dans  les  fonctions  log  Ta^ 
dont  les  coefficiens  différentiels  successifs  offrent  des  transcendantes 
différentes  de  la  fonction  principale. 

IV.  Les  deux  mêmes  transcendantes  qui  déterminent  les  diverse» 
valeurs  de  la  fonction  P(A,/}±^)^XetA:  étant  des  entiers  quel- 
conques, peuvent  aussi  servir  à  déterminer  la  fonction  P(A,  i— ndb>t), 
ou  simplement P(X,=bA:  —  n). 

Ainsi ,  en  général ,  les  deux  transcendantes  par  lesquelles  on  peut 
effectuer  le  développement  de  D~",  serviront  aussi  à  effectuer  le  dé- 
veloppement d'un  terme  quelconque  des  deux  suites 


D-"-^%  D-"-*^%  D— +',  D-"    ,  D—%  D-«-%  D""-3 
1)1.+ 1  ^  ])»-hi  ^  £)«      ^  D-'"^%  D-*-^%  0-^-*-%  D-4+» 


y.  Quel  que  soit  l'exposant  n^  pourvu  qu'il  soit  positif^  la  valeur 

du  coefficient  différentiel  d'un  ordre  quelconque  — tV-~  sera 
toujours  positive. 

VI.  La  plus  simple  des  transcendantes  désignées  par  P  (A,  tï)  , 
estP(o,  «);  si  on  la  désigne  par  '\{n)  ou  4*  sa  valeur  sera 
donnée  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  formules  suivantes  : 


+<»)=c-^)"f'+(==i)"«-+(=rF)"-'+(==^i=iS=^W«c3 


VII.11  résulte  de  la  deuxième  propriété  qu'au  moyen  des  deuxfonc* 
lions  consécutives  4  ('*)  >  4  ('**i"  ')  >  ^^  pourra  en  général  exprimer 
exactement  la  transcendante  P  (^^  /ï)  ,  et  plus  généralenienl  la  trans» 


l 

1 
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cendatite  P  (A,  db/i  +  A),  k  étant  un  entier  quelconque.  Il  eiT 
sera  de  même  des  cœffîciens  différentiels  de  cette  transcendante. 

igS.  Puisque  la  fonction  "P  (o  ,n)  ou  -^  (n)  est  la  plus  simple  des 
transcendantes  désignées  en  général  par  P(A,  n)y  et  qu'elle  sert 
à  exprimer  ces  transcendantes  ^  nous  examinerons  succinctement 
les  propriétés  qui  leur  sont  particulières» 

On  déduit  immédiatement  des  équations  (5o)  , 

(5i)  4C;i)  =  (i— a-)'— 4(1  — ;^); 

d'où  il  suit  que  les  fonctions  4W>'4'(^  —  ^)  >  *I^^  ^®  servent  en 

quelque  sorte  de  complément^  peuvent  être  déterminées  l'une  par 

l'autre. 

^    En  faisant  n  négatif  dans  cette  équation,  ou  en  mettant  —  ti  à 

la  place  de  az  ^  on  a  l'équation 

(52)  4(— '*)  =  (i— ^•)*-^*"4(ï+«)i 

d'où  il  suit  que  toute  fonction  4  {-^^  ^)  ^^^  1^  variable  est  néga- 
tive ,  peut  se  changer  immédiatement  en  une  autre  dont  la  variable 
est  positive. 

On  peut  réciproquement  changer  toute  fonction  4('^)  ^^^^  ^^ 
variable  est  positive^  en  une  autre  dont  la  variable  soit  négative , 
pourvu  qu'on  aii  n^  1  }  cela  résulte  immédiatement  de  l'équa- 
tion (5i). 

Lorsque  n  est  <  i ,  la  induction  ne  peut  plus  avoir  lieu ,  parce 
qu'alors  /»  et  i  —  /^  sont  tous  deux  positifs*  Ainsi  la  formule  (5i) 

donnerait, par  exemple,  4(i)  =  (i-.«0^4(i),  4  (i)=(i-ii*)^4  (f), 
ce  qui  ne  se  rapporte  qu'aux  fonctions  supplémentaires. 

194*  Lorsque  a  sera  très-près  de  l'unité,  on  ne  pourra  que  très« 
difficilement  déterminer,  avec  un  certain  degré  d'approximation,  la 
fonction  4  P^^  ^^s  suites  (5o)  ;  dans  ce  cas ,  on  ne  peut  mieux  faire 
que  de  chercher  la    valeur  de  4  (  '^  )  P^^  ^^^  quadratures.  On  a 

d'abord  4  W  =  -  /  ^  >  taaàs  cette  valeur  n'est  bonne  à  employer 

que  lorsque  n  est  négatif^  parce   que   D  étant  très-petit  pour  les 

premières  valeurs  de  ç  ,  l'ordonnée  g^  de  la  courbe  à  quarrer  serait 
U^èd-gp:ande  ^  si  ;:^  était  positif. 
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Au  moy^n  des  quadratures^  on  trouvera  donc  très- aisément  la 

valeur  de  4  ( —  m)  y  eu  employant  la  formule  4  ( — /w)  =  i  fD'^d^  , 

et  cherchant  la  valeur  de  l'aire  pour  les  limites  ^=  o  ,  <p  ==  ^r. 

.  Et  puisqu'on  a4('»+  0  =  (*  —  fl* )""*""*" 4  ( —  '^) >  ^^  s'ensuit 
qu'on  aura  ^  par  le  même  moyen  ,  la  valeur  de  la  fonction  4  {^)  pour 
toute  valeur  positive  de  «,  pourvu  qu'on  ait  ^i>*i. 

Il  reste  donc  à  voir  ce  que  l'on  doit  faire  lorsque  n  est  positif 
et  <  I. 

igS;  Si    on    fait  V=  ^^,  et  qu'on  différentîe  chaque  membre 
par  rapport  à  ^^  on  aura  ,  après  quelques  réductions , 

aadV  =  (i+n)  (,-««)-^-  (,+3«)  (i-H»')  j^  +  n  ^.  ; 


intégrant  de  part  et  d'autre  dans  les  limites  fixées  y  et  observant 
que  dans  ces  limites  Y  s'évanouit ,  on  aura  la  formule 

(65)    o=«4(«)— (i+2«)(i-H04('»+i)-l-(i+'ï)(i--«0*4('^+a). 

Cette  formule  ^  au  reste ,  serait  facile  à  déduire  de  celles  qui  ont 
été  trouvées  ci-dessus  pour  les  fonctions  P  (  Ti,  /i  )  ;  mais  nous  avons 
préféré  de  la  démontrer  directement 

196.  Au  moyen  de  la  formule  précédente^  toute  fonction  4  (^)  y 
dans  laquelle  n  est  plus  petit  que  l'unité ,  pourra  s'exprimer  par  les 
deux  fonctions  4  ('^+1)9  4(^  H~^  )  y  ^^^  lesquelles  la  variable  est 
plus  grande  que  l'unité  ;  celles-ci  se  déterminent  facilement  par  les 
c[uadratures  9  ainsi  qu'on  l'a  fait  voir  dans  l'article  précédent  :  le  ca$ 
de  n  positif  et  <C  i  se  résoudra  donc  de  même  par  les  quadratures* 

On  aura^  par  exemple  ,  d'après  la  formule  (53) , 

4(i)  =  5(*-i-«-)4(l)-4Ci-«*)-4(î)î 

d'un  autre  c6té  par  la  formule  (5i)^  on  a 

donc 

et  par  conséquent  4  (i)  ^^  détermine  au  moyen  de  la  formule 
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197.  Connaissant  les  fonctions -vf/  W>  4('*H"^)>4  ('*■+' 2 ),  etc.  * 
au  moyen  de  deux  d'entr'elles  ,  on  pourra  de  même  déterminer  les 
valeurs  de  leurs  coeffîciens  différentiels  successifs ,  pris  par  rapport  à  £7. 

En    effet  ,   de   l'équation    4  (^^^^^  J   ^^^  ^^    déduit  ^  J^^- 
=:  —  — y(a— cos  ç  )  g;^,.  Substituant  la  valeur  a— cosy=-    '  '  ; 

il  viendra  ^^= £/^»— "  ^'^"'^  f^,  >  ce  cpi  donne  la  formule 

(54)  «^^=«4,(»)-»(i~«')4(»+0- 

Il  est  visible  que  par  cette  formule  on  pourrait  obtenir  la  valeur  du 
coefficient  différentiel     .  ["  ,  exprimée  par  les  fonctions  4  {^)  9 

4('2+i)  $  4  ('*+^)>  ^^  seulement  par  les  fonctions  4  (^)>4('*+0» 
puisque  4  ('^H-^)  P®^^  être  éliminé  au  moyen  de  l'équation  (55)  :  on 
aurait  de  même  l'expression  des  coeffîciens  différentiels  des  ordres 
plus  élevés.  Mais  on  peut  plus  directement  parvenir  au  même  but  par 
le  moyen  des  équations  (45) ,  où  la  fonction  désignée  par  Po  n'est  au  Irç 
chose  que  4('^)  ou  4-  £^  vertu  de  ces  équations  on  a  d'abord 

(55)  («_a3)^i  +  (i-a--4««-)^-4„.a4,=:o; 

d'oii  il  suit  que  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  --r^,  se 

détermine  directement  par  le  moyen  de  4  ^^  ^^  7^>  ^^  qu'ainsi  il 
peut  être  exprimé  parles  deux  fonctions  4  {^)  et4(^+i)*On  voit 
ensuite  par  les  mêmes  équations,  qu'à  compter  de^,  un  terme 

quelconque  de  la  suite  4  >  J"»  T^*  d~^*  '3~T>  ^*^*  ^®  déduira  des 

trois  précédens,  suivant  une  loi  dont  il  serait  facile  de  donner 
l'expression  générale. 

FIN  DE  LA  V*  PARTIE. 
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L.JA  tbéorie  des  Fonctions  elliptiques  étant  l'objet  principal  de  cet 
ouvrage  9  nous  avons  pensé  que  pour  faire  sentir  davantage  Futilité 
de  cette  théorie ,  il  serait  bon  d'en  montrer  l'application  à  quelques- 
uns  des  problèmes  les  plus  intéressans  de  la  Mécanique.  Nous  avon» 
choisi  y  dans  cette*  vue ,  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide 
qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  accélératrice ,  et  le  mouvement 
d  un  corps^attiré  vers  deux  centres  fixes  :  ces  deux  problèmes  sont 
Tobjet  des  sections  I  et  II  de  la  sixième  partie. 

Les  solutions  de  ces  problèmes  sont  connues  depuis  long-temps. 
Nous  les  avons,  exposées  à  notre  manière ,  en  nous  rapprochant^  pour 
la  première,  de  la  méthode  donnée  par  d'Alembert,  dans  le  tom.IV. 
de  ses  Opuscules  ^  et  pour  la  seconde ,  des  méthodes  données  par 
Euler,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin ,  ann.  1760,  et 
dans  le  tom.  XI  des  Noi^i  Com,  Pctrop.  Par  ces  méthodes ,  comme 
par  celles  de  tous  les  autres  géomètres  qui  ont  traité  les  mêmes 
questions ,  on  parvient  à  réduire  la  solution  aux  quadratures.  C^était 
un  grand  pas  dans  la  carrière  de  la  science ^  et  un  beau  titre  de 
gloire  pour  ceux  qui,  les  premiers,  oht  su  obtenir  ces    réduc- 
tions; mais  le  développement  ultérieur  de  la  solution ,  l'énumératioa 
et  la  division  des  diCférens  cas,  la  réduction  des  formules  au  dernier 
terme  de  simplicité  dont  elles  sont  susceptibles ,  enfin  la  possibilité 
de  déterminer,  avec  tout  le  degré  d'exactitude  qu'on  peut  désirer, 
la  position  du  corps  et  toutes  les  circonstances  du  mouvement  au 
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bout  d'an  temps  quelconque  ^  sont  autant  de  choses  que  la  simple 
réduction  aux  quadratures  ne  donne  point  y  on  ne  donne  que  d'une 
manière  imparfaite  ^  attendu  que  les  formules ,  qui  s'adaptent  assez 
facilement  à  la  première  révolution^  n'offrent  plus  rien  de  déterminé, 
lorsqu'il  s'agit  d'embrasser ^  dans  un  même  calcul,  un  temps  quel- 
conque et  un  nombre  indéfini  de  révolutions.  Nous  espérons  qu'à 
cet  égard  les  dévéloppenlens  que  nous  avons  donnés  ne  laisseront 
rien  à  désirer ,  et  qu'ils  mettront  dans  tout  leur  jour  les  avantages 
nombreux  qu'on  peut  retirer,  en  pareil  cas,  de  Tusage  des  fonctions 
elliptiques. 

On  remarquera  sans  doute  que  la  seconde  section ,  qui  traite  du 
mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes ,  est  fort  étendue. 
Cependant  nous  n'avons  considéré ,  outre  les  cas  généraux ,  que 
quelques-uns  des  cas  particuliers  que  le  problème  renferme,  lorsque 
)a  courbe  décrite  est  située  dans  un  même  plan ,  et  nous  n  avons 
indiqué  que  très-sommairement  les  points  principaux  de  la  solution,, 
krsque  la  courbe  décrite  est  à  double  courbure  ;  d'ailleurs  nous  avons 
toujours  supposé  que  la  courbe  ne  s'étend  pas  k  Tinfini ,  afin  de  ne 
considérer  que  des  mouvemens  permanens.  On  voit  par  là  qne  cette 
matière  aurait  été  susceptible  d'une  beaucoup  plus  grande  extension f 
mais  dans  le  cadre  étroit  ou  ncms  l'avons  renfermée,  nous  osons  croire 
que  les  géomètres  trouveront  quelques  résultats  dignes  de  leur  atten- 
tion ,  peut-être  même  des  vues  nouvelles  pour  traiter  le  fameux 
problème  des  treis  corps ,  dans  d'autres  hypothèses  que  celles  qui 
servent  de  base  aux  méthodes  ordinaires  d'approximation.  La  seconde 
section  est  terminée  par  la  détermination  du  mouvement  rectiligne 
d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes;  problème  qui  offre  encore 
«ne  assez  belle  application  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques^. 

Enfin,  la  troisième  section  est  une  continuation  des  rech^chea 
variées  dont  on  a  vu  des  exemples  dans  les  parties  précédentes  , 
et  dont  quelques-unes  se  rapportent  encore  à  la  théorie  des  Fonction» 
elliptiques. 
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PREMIÈRE  SECTION. 

Du  mouvement  de  rotation  â!un  corps  solide  autour  â!un 

point  fixe. 

I.  k^oiT  A  le  centre  de  gravité ,  ou  plus  généralement  le  poînt  Fig.  x 
autour  duquel  le  corps  peut  tourner  librement  dans  tous  les  sens. 
Soient  AB,  AC,  AD  trois  axes  perpendiculaires  entr'eux,  dont  la  , 
position  soit  invariable  dans  l'espace. 

Imaginons  une  surÊice  sphérique  décrite  du  centre  A ,  laquelle  soit 
rencontrée  aux  points  B  9  C ,  D  par  ces  trois  axes  ;  c'est  à  cette 
surface  9  considérée  comme  immobile  dans  l'espace ,  que  nous  rap- 
porterons tous  les  mouvemens  du  corps  ;  et  pour  fixer  lés  idées, 
noils  donnerons  le  nom  de  pôle  au  point  D  ^  iiéquateur  au  cercle 
BC  >  et  de  méridien  à  un  grand  cercle  quelconque  DX  passant  par 

le  point  D. 

Supposons  qu'au  bout  du  temps  ^  les  trois  axes  principaux  du  corps 
soient  représentés  sur  la  sphère  parles  trois  points  L ,  M,  N^  formant 
le  triangle  LMN,  dont  les  trois  côtés  et  les  trois  angles  sont  de  go\ 
^ll  est  évident  que  la  position  du  corps  sera  déterminée  à  chaque 
instant,  si  Ton  connaît  celle  des  trois  points  L,  M,  N.  Ainsi  tout  se 
réduit  à  déterminer,  au  bout  du  temps  ^,  les  arcsBX ,  LX,  et  l'angle 
DLM,  en  supposant  toutefois  que  les  axes  AL  et  AM  sont  pris  l'un 
et  l'autre  d'une  manière  déterminée  parmi  les  trois  axes  principaux 
du  corps  ;  de  sorte  que  le  choix  de  ces  axes  étant  une  fois  fait  d'après 
l'état  initial  du  mouvement  ^  les  lettres  L  et  M  continuent  d^étre 
affectées  aux  mêmes  axes. 

a.  Soit  AP  le  rayon  sur  lequel  est  situé  le  centre  d'une  molécule 

quelconque  du  corps  dUl.  Soient  Xjjfy  z  les  coordonnés  rectangles 

de  cette  molécule  y  parallèles  aux  trois  axes  AB ,  AC ,  AD  ^'et  soit  sa 

distance  au  centre  =:r=:  i/(**+/'+«*);  si  l'on  mène  les  trois 

^arcs  BP,  CP,  DP,  on  aura  or  s:  r  cos  BP,  jr  =:rcos  CP,  z=;rco8  DP. 
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De  même  si  s,Uj  v  sont  les  trois  coordonnées  de  la  même  moIé"' 
cule,  parallèles  aux  trois  axes  principaux  AL^  AM^  AJV^  on  aura 
s  =rcos  LP,  M=  rcos  MP,  t^z=rcosNP. 

Soil  maintenant  BX=<p,LX£=9,  PL=/7etrangIe  PLD=n— a>, 
€1  étant  la  valeur  de  PLD  lorsque  ^  s  o^  et  â>  désignant  la  quantité 
dont  cet  angle  est  diminué  dans  le  temps  ty  par  le  mouvement  de 
rotation  du  corps  autour  de  Taxe  AL,  mouvement  qui  est  supposé 
avoir  lieu  dans  le  sens  BC.  , 

D'après  ces  élémens,  il  faut  calculer  les  valeurs  des  coordonnées 
Xjjr  y  z;  pour  cela,  il  faut  considérer  d abord  le  triangle  sphérique 
DLP,  dans  lequel  on  a  les  deux  côtés  BLisTgo**— ô,  LP  =^,  et 
l'angle  compris  PLD  =  H  —  cd;on  en  déduira 

cos  DP  =  sin  9  ços  p  +  cos  9  sin  p  cos  (II—  ûi  ) , 

sin  DP  sin  LDP  =  sin  ;9  sin  (£1  —  cù)  y 

sin  DP  cos  LDP  ^=  cos  9  cos  /;  ■—  sin  ô  sin  p  cos  (fl  —  «). 

Parle  moyen  de  cos  DP,  on  connaîtra  z=:r  cos  DP.  Pour  avoir  x^ 
il  faut  connaître  BP;  or  le  triangle  DBP  donne 

cos  BP  =  sin  DP  cos  ((p  +LDP)  : 

de  même  par  le  triangle  PDG,  on  aura 

cos  CP  =  sin  DP  sin  (  (p  +  LDP). 

Soit  donc  r  cos  pz=s  et  r  sin  ^  =  s'y  on  aura  les  valeurs  suivante» 
des  coordonnées  x^j,  zi 

X  =  ^cos  (p  cos  9  —  ^cos^  sin  9  cos  (H — û))  —  /  sin  ^  sin  (12 — oi)^ 
^  =  5  sin  ^  cos  9  —  ^'sin  (p  sin  ô  cos  (fl — a)  +  s' cos  ^  sin  (£1 — ai), 
z  5=  ^  sin  fl  +  5'  cos  fl  cos  (Il — où). 

3.  Dans  l'instant^/,  qu'on  suppose  constant,   le  molécule  ^M 

acquiert  les  vitesses  -^  ^  -t^,  -^,  suivant  les  axesAB,  AG,  AD. 

Or,  d'après  les  principes  connusses  molécules  animées  de  ces  diffé- 
rentes vitesses  dirigées  en  sens  contraires,  doivent  faire  équilibre 
aux  forces  accélératrices.  Donc  si  l'on  appelle  X ,  Y,  Z  les  momens 
des  forces  accélératrices  pour  faire  tourner  Je  système  autour  des 
axes  AB,  AG ,  AD  dans  les  sens  CD,  DB,  BC;  on  aura  les  équations 
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iSi&erentlelIes  du  mouvement  comme  il  suit  : 

f{yddz  —  zddj  )  fi?M  =  X^/*, 
/(  zddx  —  xddz  )  ^M  =  Y  J/% 
f{xddj  —jddx  )  dM  ==  Tjdt\ 

Parla  nature  de  ces  équations^  on  voit  que  les  différentielles  ddx^ 
ddj-y  ddz  supposent  s  y  s'y  Cl  constantes ,  et  qu'au  contraire  les  signes 
d'intégration  supposent  ces  quantités  seules  variables* 

4.  Il  s*agit  maintenant  de  substituer ,  dans  ces  équations ,  les  valeurs 
àexyy  yZy  données  n"  2;  mais  les  propriétés  connues  des  axes  prin- 
cipaux serviront  à  abréger  beaucoup  le  calcul. 

D'abord  la  figure  et  la  constitution  du  corps  étant  données  y  nous 
supposerons  connues  les  intégrales  suivantes  : 

au  moyen  desquelles  les  momens  d'inertie  du  corps,  considérés 
successivement  par  rapport  aux  axes  AL,  AM,  AN,  seront  B  +  C  , 

A4-C,A  +  B. 

Soit  a,  la  valeur  de  l'angle  DLM  au  commencement  du  mouvement; 
comme  on  a  en  même  temps  DLP=n,  on  aura  l'angle  PLM=n+flt; 
d'où  résulte  cos  PM  =  sin p  cos  (fl-f-a)  et  cos  PN  =s=  sin  p  sin  (fl+a). 
Mais  on  a  r  cos  PM  =  a  et  r  cos  PN  =  >>  j  dono 

u  :=:  s' cos  il  cos  *  —  s'  siu  H  sin  A  , 
ç  :=:  s'  sin  il  COS  et  +  5'  COS  il  sin  a. 

Ces  équations  donnent  réciproquement  ^ 

y  cos  fl  =i  u  cos  «  +  (^  sin  rt  ,  ; 
s'  sin  il  =  (^  cos  flt  —  i^  sin  a  ; 

et  puîsqu'on^a,  par  la  propriété  des  axes  principaux,  fsudM.zzzo-, 
Jsi^dM.  =  o ,  fui^dM  s=  o,  il  en  résulte  les  intégrales 

fss'  cos  adM  =  o ,     fss'  sin  il^M  =  o , 
/5V  sin  a  cos  adM.  =  (  C  —  B)  sin  et  cos  a ,  , 
fs^s'  cos'aiM  =  B  cos*A  ■+•  C  &in*flt , 
fs's'  sin*il<fl\I  5=  B  sin'cc  +  C  cos**. 
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5.  Si  Ton  exécute  maialeD»Pt  le»  wbstituUoo»  iodiquée$ ,  et  <Iu'o» 
&sse  pour  abréger  , 

p=:r?±£_A4-2~  cos(aa+2a)']rfç  sin  fl  cos  9 

4>  5z£  <ifl  sin  fl  sin  (2«-f-2*)  +  (B+C)  fil»  C08  fl , 

Q  __  p±Ç+A4.  ?=^  cos(a<H-2*)]]4— (5=^?  cose8in(2H-a»)i 

les  équations  du  mouvement  deviendront 

i  (P  cos  <p  +  Q  sin  ^)  =  X</f% 
<i (P  sin  (p  —  Q  cos  <p)  =  Yrf<% 

rf[(B+C)(j(p  +  4ï^)-Pcotfl]  =  -Ldf*. 

6.  Ces  équations  se  simplifient  dans  différentes  hypothèses.  Par 
e:KempIe^  si  on  a  B  =  C  ^  les  valeurs  de  P  et  Q  deviennent 

P  =  (B—  A)  rf(p  sin  fl  cos  fl  +  aBt/a  cos  6, 
Q  =  (B  +  A)^9, 

et  l'une  dçs  trois  équations  du  mouvement  peut  être  remplacée  par 
la  suivante  : 

o&d{dfp  sin  0  4-  Jâi)  s  (X  cos  ^  cos  6  +  Y  sin  <p  cosO+Zisinfl)  J^^ 

Le  cas  de  B=G  a  lieu  lorsque  les  deux  axes  principaux  AM,  AN 
sont  semblables  enlr'eux  ^  de  sorte  que  les  momens  d'inertie ,  par 
rapport  à  ces  deux  axes,  sont  égaux.  Tous  les  solides  de  révolution 
homogènes  et  une  infinité  d*auti*es  corps  sont  dans  ce  cas. 

7.  L^angle  d  disparait  du  calcul  dans  le  cas  de  B  =  C ,  parce  que 
fous  les  axes  perpendiculaires  à  AL  peuvent  être  considérés  alors 
comme  des  axes  principaux.  En  général^  on.  peut  faire  a  =  o  dans 
tous  les  cas,  en  prenant  ]a  directrice  AD  dans  le  plan  où  se  trouvent 
les  deux  axes  principaux  AL  >  AM  au  commencement  du  mouve- 
ment. Mais  comme  la  supposition  de  0^=  o  ne  simplifie  pas  le  calcul 
et  ne  fait  disparaître  aucun  terme ,  il  vaut  mieux  laisser  cl  \A  qu'il 
est,  et  se  réserver  la  liberté  de  déterminer  la  directrice  AD,  de 
manière  a  faciliter  les  intégrations.  On  ne  tardera  pas  à  en  voir  un 
•  exemple. 
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jipplication  de  ces  formules  au  cas  où.  les  forces  accélératrices 

sont  nulles. 

Q.  Dans  le  cad  au  les  forces  accëlératrices  X  ^  T,  Z  sont  nulles, 
les  équations  du  n*  5  s'intègrent  d'elles-mêmes ,  et  on  a  les  intégrales 

P  cos  (p  +  Q  sin  ^  =3  A'de, 
P  sin  (p  —  Q  cos  ^  =  B'dt , 

(B  +  C)(rf^  +  ;^)-Pcotfl  = 


adt. 


Or,  on  peut  toujours. prendre  la  directrice  AD  telle  que  les  conso- 
lantes A'  et  B'   soient  nulles  ;  alors  on   aura  P==o,  Q=so  et 

€bp  +  "^  =  ^^^  >  ^  étant  une  nouvelle  constante  ;  de  sorte  que 
^  les  équations  du  mouvement  seront 

\n! —  cos  (aft>+ aot)]  d^  sin  8  cos  d  -^  liO  sin  d  sin  (2û#  •+•  aa) 

-4- (tï + »')  Ai#  cos^  ==  o  , 
\n  —  cos(:2a+aa)]  flîfl-|-  d^  cos  fl  sin  (2û>-f-aot)  =  o. 


OÙ  Ton  a  fait ,  pour  abréger ,  n 


C 4.  B  -f  flA       ,  _  C4.B— aA 


C  — B 


n 


C  — B 


9.  Avant  d  aller  plus  loin  ,  il  £aiut  faire  voir  comment  y  diaprés  l'état 
initial  du  mouvement ,  on  peut  déterminer  la  directrice  AD,  de  ma- 
nière que  les  constantes  A'  et  B'  soient  nulles,  ainsi  que  le  supposent 
ces  dernières  équations. 

Au  commencement  du  mouvement,  où  l'on  a  ^=0,  a>=o,  ^=0, 
soit  AI  l'axe  de  rotation  primitif  autour  duquel  le  corps  tourne  avec  la  Fig.  2. 
vitesse  angulaire  W  dans  le  sens  L/,  et  soit  la  distance  LI  =:  €,  On  peut 
supposer  £  <C  90"*,  parce  que  si  t  était  phis  grand  que  90%  on  prendrait, 
au  lieu  de  L  •  l'autre  extrémité  du  même  axe  AL. 

Soit  en  même  temps  M  l'extrémité  de  Taxe  principal  AM,  dont  Id 
moment  est  A  +(^  :  nous  supposerons  que langle ILM est  adjacent 
à  l'angle  DL/,  déterminé  par  la  direction  du  mouvement;  c'est*à-dire 
que  ces  deux  angles  sont  formés  de  différens  côtés  de  l'arc  LIj 
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Sjo  exercices  de  calcul  INTÉGRAL; 

d'ailleurs  Tangle  ILM  y  qui  est  un  angle  donne  et  que  nous  suppose-» 
rons  =  L^  peut  être  plus  petit  ou  plus  grand  que  go""* 

L'arc  LM  étant  donné  de  position  par  Tangle  L  ,  Tare  LN^  où  se 
trouve  situé  le  troisième  axe  principal  AN,  dont  le  moment  est  A+B, 
sera  également  déterminé  en  prenant ,  du  même  côté  que  L/  par 
rapport  à  ML ,  l'angle  MLN  =  go*, 

lo.  Cela  posé,  soit  y  la  valeur  initiale  défi,  on  auraDLssrj*^— 5^. 
D^ailleurs  on  a  supposé,  au  commencement  du  mouvement,  l'angle 
DLM  =  et;  ainsi,  pour  connaître  la  position  du  point  D,  il  s'agit  de 
déterminer  les  quantités  a  et  y  par  la  condition  que  les  constantes 
A' et B' soient  nulles,  ou  qu'on  ait  au  commencement  du  mouvement 
P  =  o,Q  =  o. 

L2  étant  l'arc  décrit  dans  le  premier  instant  par  le  point  L,  on  a 
L/=  W^/siné;  du  point  /  menant  Im  perpendiculaire  sur  DL,  on 
aura  Lm=:yVdt  sin  €  sin  (L — cl)  et  ml=yVdt  sin  £  cos  (L — a). 
Pendant  que  le  point  L  parcourt  l'arc  L/  par  son  mouvement  de 
rotation  autour  de  I,  le  point  D,  en  tant  qu'il  désigne  l'extrémité 
d'un  axe  AD  fixe  dans  le  corps,  parcourt  Tare  Drf=Wt//sinDI 
perpendiculaire  à  DI  ;  d'où  il  suit  que  le  corps  tourne  autour  de  Taxe 

1  •!      j>  .-.  '    rvT  j        Wdt  sip  DI  cos  IDL       »     ^  1  1 

mobile  dune  quantité   DLa  = "  bl '  ^  valeur 

initiale  de  dûù.  D'ailleurs  hm  est  la  valeur  initiale  de  —  d^^  et  l'angle 
LD/  ou    .    ,^.  est  celle  de  d^i  donc  on  a,  au  commencement  du 

sin  Ul  ^  '  ' 

mouvement , 

g- =  Wsinisin  (L — a), 

-57  = cosfL  —  a), 

dt  cos  y  ^  ^' 

dti  ^^^  •^   /cos  y  cos  c  —  sîn  y -^n  c  cos  (  L  — •  «  )  \ 

dt  "^  \  cos  y  ^         /' 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  P=:o,Q  =  o,  et  faisant 
en  même  temps  ûi  =  o ,  8  =  ^ ,  on  aura 

o  =  {n' — cos  2a)  sin  y  sin  €  cos  (L — fit)  +  sin  y  sin  g  sin  2a  sin  (L  —  a) 
+  («  +  n!  )cosj'COS6  —  (/i+/i')  sin  y  sin  e  cos  (L  —  a)  , 

o  ?=  (/i— cos  2ct)  sin  €  sin  (L  —  *)  —  sia  €  sin  2flecos  (L  —  a). 

La 
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lia  seconde  se  réduit  à  /»  sin  (  L  —  «)  =  sin  (  L  -4-  «)  ;  d'où  l'on  tire 

tang*=:;^^tongL=j3p^tangL; 

^t  substituant  cette  valeur  dans  l'autre^  il  en  résulte 

cot  y  =  ^  '   p  . tangg  =  ^   ,  „  .  -: —  tang  s. 

^         C  +  B     CO8  «t        o  C  +  B     8in  #         *^ 

On  voit  que  la  détermination  du  point  D  par  la  tangente  de  l'arc  DL, 
et  celle  de  l'angle  MLD,  ne  laissent  aucune  ambîguité  ^  et  qu'ainsi  on 
est  assuré  de  satisfaire,  d'une  manière  générale ,  à  la  condition  que 
les  constantes  A'  et  B'  soient  nulles^  ce  qui  simplifiera  beaucoup  la 
solution  du  problème. 

Les  données  qui  ont  lieu  au  commencement  du  mouvement  font 
connaître  en  même  temps  la  constante  K^  dont  la  valeur  est 

T^  W  cos  I 

siny 

XI.  Nous  remarquerons  qu'on  peut  déterminer  la  position  du 
point  D  relativement  aux  axes  principaux  AL,  AM ,  AN^  par  des 
formules  plus  élégantes^  et  qui  feront  découvrir  une  belle  propriété 
de  la  directrice  AD. 

Ayant  fait  IL  =  é,  on  fera  semblablement  IMsg',  IN=  «";  soit 
de  plus  DL  =p z=z\^—yy  TM.=ip\  DN  =;?".  Dans  le  triangle 

LIM,  où  le  côté  LM  est  de  00%  on  a  cos  ILM  = -4^-17-  :  donc 

'  ^    ^  "am  IL  ' 

cos  L  =  ^?^  :  de  même  dans  le  triangle  ILN,  on  aura  sin  L  =  ^^V 

sin  I  '  o  '  3jn , 

Les  triangles  DLM  ^  DLN^  qui  ont  un  côté  de  90%  donneront  sem- 


M 


blablemfsnt  cos  tt  =  f2LE.  et  sin  «&=:  -r^  :  donc 

cos  p"        .      .  r         cos  t" 


tang  CL  =  — T    et    tang  L 


cosp  ^  cos  I 

Maïs  on  a  trouvé  ^^  =  x-hC  '  ^^°^ 

cosp*^ (A  +  B)  cos  t^ 

cos p'       [  ( A  +  C)  cos  / * 

Il  est  remarquable  que  la  quantité  (A-f:C)cos6^  représente  le 
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Moment  d'inertie  de  l'axe  AM  multiplié  par  le  cosinus  de  la  distance 
IMy  de  même  que  (  A  -f*  B)  cos  i'  représente  un  semblable  produit 
pour  l'axe  AN.  D'après  l'équation  précédente  ^  on  peut  présumer 
qu^il  existe  un  semblable  rapport  entre  cos  p'  et  cos  p.  En  effet ,  si 

dans  réquation  cot  y  =  ^Tq  •  *^—  tang  s,  en  substitue  les  valeurs 

sîhp    cosL        cos/     sin  p  ^^j    • 

cot  y  ï=:  — ^, =s , . -T— ^  •  on  aura .  en  réduisant  • 

^        cosp^  cos  «        ooap     flin  f  '  '  ' 

cx>8p' (A  +  C)cob/ 

cosp  ""^  (B  +  C)  oosi  * 

ce  qui  est  la  propriété  mentionnée. 

Puisque  les  quantités  cos  p ,  cos  p^^  cos  p"  sont  proportionnelles 
Tespeclivement  aux  quantités  (B+C)  cosg,  (  A+C)  cos  g',  (A+B)cos  é"; 
puisqu'on  a  d'ailteurs  cos^ -f- cos*/?' +  cos^^c?"  ==  i ,  il  s'ensuit  que  si 
l'on  fait^  pour  abréger^ 

D=ï/[(B+C/cos»€H-(A  +  C)»cos»6'+(A  +  B)*cos»€"], 
Wi  aura 
^os;,  =  ^5±g^,    co8p'=(^^±§i2îJ:,    cosp"^y^±^. 

Ces  trois  cosinus  déterminent  la  position  du  point  D ,  et  on  voit  que 
ce  point  sera  le  même^  quel  que  soit  celui  des  axes  principaux  qu'on 
pfend  pour  AL^  et  auquel  on  rapporte  le  mouvement  du  corps;  car 
j'échange  qu'on  peut  faire  entre  deux  des  trois  axes  principaux  ^  ou 
t^ntre  deux  des  trois  lettres  A,  B^  C^  ne  change  en  rien  les  trois  dis- 
lances p  y  p\  /?",  qui  sont  toujours  les  mêmes  pour  le  même  axe. 

Ce  théorème  ttès-remarquable  prouve  qu'il  y  a  toujours  un  point 
fixe  D  dans  l'espace ,  tel  qu'en  rapportant  à  la  directrice  AD  les 
mouvemens  de  rotation  d'un  corps  de  figure  donnée,  les  constantes 
A'  et  B'  sont  nulles  ;  tl  prouve  de  plus  ^^^  ce  point  est  le  même  ^ 
quel  que  soit  celui  des  trois  axes  principaux  auquel  on  rapporte  les 
variables  ^^  û»  ^  9. 

12.  L'intégrale  A Tj^  ^  dMy  prise  dans  toute  Tétendue 

du  corps  y  représente  la  somme  des  forces  vives  du  système  ;  si  l'on 
Substitue  les  valeurs  <te  elxy  djr^  dz^  et   qu'ensuite  on  -effectue 
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rintëgralion  pour  toutes  les  molécules  du  corps,  cette  quantité  aura 
pour  valeur 

+  (C — B)-^co8ft8in  (tàm  +  HA); 
et  d'après  les  équations  du  n"*  8^  elle  se  réduit  à 

(B4-C)  «^'[-+     (A+BKA  +  C)     '^''  >} 

Donc  la  90n)ine  des  forces  vives  est  constante,  lorsque  les  forcea 
accélératrices  sont  nulles. 

Cette  quantité  peut  se  pré$enter  sous  nue  fornie  })eaucoup  plus 
simple.  En  effet  ^  si  Ton  substitue  les  valeurs  cos*  cl  cos'y  =  cos^p', 

cos*}/  sin'a  =  cos*;?",  cos*)<  =  sîn*  /?,  K  = ^,  et  qu'ensuite 

on  substitue  également  les  valeurs  decos/^,  cosp',  cosp"j  en  co5€^ 
cos  i'y  cos  e"y  on  trouvera  que  la  somme  des  forces  vives  se  réduit  à 
cette  expression  très-simple  : 

(B  +  C)Wcos»6-+-(A4-C)Wcos»/+(A  +  B)WcosV'. 

On  obtiendrait  directement  ce  résultat  en  considérant  que  la  vitesse 
W  autour  de  Taxe  AI  se  décompose  en  trois  vitesses^  W  cos  e^ 
W  cos  i!,  W  cos  é",  autour  des  axes  AL,  AM,  AN. 

Solution  du  cas  particulier  ou  F  on  a  B  =  C. 

1 3.  Alors  Taxe  AL ,  par  rapport  auquel  on  considère  le  mouve-* 
ment,  n'est  point  semblable  aux  deux  autres,  qui  sont  semblables 
entr'eux,  et  les  équations  générales  deviennent 

(  B  -^  A  )  13^  sin  8  cos  fi  +  nBdm  cos  0  =  o  , 

(B  +  A)^  =  o, 

^  61119 

On  en  lire  6  *=  con6t.=  ><,  ^=j^  K,  et  J  =  —^  K  »m  y: 
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D  ailleurs  on  a  ^  dans  le  même  cas  ^  a  =  L  et  cot  y  =     "L  -  tang  €  f 

c'est-à-dire  qu'il  faut  prendre  le  point  D  sur  l'arc  LI  à  la  distance 
LD  =  90* — y  y  déterminée  par  l'équation  précédente. 
Fig.  5et6,     Donc  le  mouvement  du  corps^  après  avoir  été  imprimé  autour 
de  l'axe  AI  dans  le  sens  BC,  se  continue  ainsi.  L'axe  principal  AL 
reste  toujours  également  incliné  à  la  directrice  AD^  et  tourne  uni-* 

formément  autour  de  cette  directrice  avec  une  vitesse  t^=   /^° 

at        sinDL 

dans  le  sens  BG;  pendant  ce  mouvement  y  les  autres  parties  du  corps 
tournent  autour  de  l'axe  mobile  AL  avec  une  vitesse -^= — /  ^,    * 

dt  sin  DL    ' 

dans  le  sens  BC^  si  on  a  A  >  B^  ou  dans  le  sens  CB^si  À<B. 

Développement  des  formules  générales* 

14.  Revenons  aux  équations  générales  de  l'art.  8.  Si  l'on  élimine 
d^  des  deux  premières^  on  aura 

r-— ^^_£"^—  —  cos  (aûï+2*)  I  ^  sin  8  — -  d»  cos  6  sin  (aû)-f-2a)  ==  o  ; 
équation  qui^  étant  multipliée  par  cos  Q,  a  pour  intégrale^ 

cos*fl  r     c^— B^ ^^^  (aûH-aa) J  =  const. 

Lorscpie  t=:Oy  on  a  â)s=o.et  d=>;  donc  si  l'on  fait  ^  pour  abréger , 

C*  +  B'—  a  A» 
^  =       C'-B' — »  °"  *"" 

(1)  cos*9  =  liîillf^îfîOf?!^. 

^  ^  m— cos(a#+2#) 

Celte  équation  établit  d'une  manière  générale  la  correspondance  entre 
l'angle  d,  qui  détermine  la  position  de  Taxe  principal  AL  sur  le  méri- 
dien mobile  DL ,  et  l'angle  o)  y  qui  détermine  la  position  du  corps  par 
rapport^à  l'axe  AL.  Il  faut  observer  d'ailleurs  que  l'angle  oê  exprime 
la  quantité  dont  l'angle  DLM  s'est  accru  pendant  le  temps  /  ;  de  sorte 
qu'on  a  en  général  DLM  =  ûi  +  *•  Pour  savoir  quel  est  le  signe  de  cor 
dans  les  premiers  instans  du  mouvement^  il  faut  reprendre  la  pre<- 

mière  valeur  de  ^  donnée  dans  l'art.  lo,  laquelle  peut  être  mise  sou» 
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cette  forme 

dm       Wcos.fO— B») ,  V 

Ainsi  les  premières  valeurs  de  »  auront  le  même  signe  que. . . . 
(0~B*)  (cos  a*— m). 

Les  deux  autres  équations  du  mouvement  sont  en  général 

(2)  Kjdt   =    7 ; r .  -7— À-  » 

(5)  àp^^Kde-^^, 

où  l'on  a  K  =  :5l£?il  et  »  -  ;»  =  ii^^+Jl^d:^. 

sin  y  C*—  B* 

i5.  Il  s'agit  maintenant  d'intégrer^  par  les  moyens  ordinaires^  les 
deux  dernières  formules  auxquelles  nous  sommes  parvenus;  l'équa-* 
lion  finie  (i)  servira  en  général  à  exprimer  les  deux  variables  a»  et  fi  par 
le  moyen  d'une  troisième  4  >  qui  croit  continuellement  avec  le  temps; 
l'équation  (a)  donnera  la  relation  entre  /  et  4  ï  ^^  enfin  l'équation  (3) 
fera  connaître  la  valeur  de  (p  en  fonction  de  4  >  ^^  ^I^î  complétera  la 
solution  du  problème. 

Dans  cette  recherche,  il  faut  surtout  faire  attention  à  la  quantité 

constante  m  =      q^J^^     }  car  selon  que  cette  quantité  sera  plus 

grande  ou  plus  petite  que  l'unité,  le  corps  aura  difierens  mouvement 
par  rapport  à  son  axe  principal  AL. 

16.  Nous  avons  déjà  dit  que  les  momens  d'inertie  par  rapport 
aux  axes  principaux  AL,  AM,  AN,  sont  respectivement  B  +  G, 
A-|^C,  A+  B.  Ces  momens  jouissent,  comme  on  sait,  de  la  pro-^ 
priété  de  maximum  ou  de  minimum  j  relativement  à  tous  les  axes  qui 
passent  par  le  point  A;  et  comme  il  ny  en  a  que  deux  qui  puissent 
jouir  de  cette  propriété  d'une  manière  absolue,  le  troisième,  qui 
n'est  ni  maximum  ni  minimum,  sera  relatif  à  un  axe  qu'on  peut 
appeler  Vaxe  principal  moyen.  Maintenant  il  est  aisé  de  voir  que  la 

quantité  — ^, ^^ — ,  abstraction  faite  de  son  signe,  ne  peut  être 

plus  petite  que  l'unité,  que  lorsque  AL  sera  l'axe  moyen;  alors  A  sera 


I 


5afl  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

moyen  entre  B  et  C^  et  le  moment  B-f~C  sera  moyen  entre  let 
momens  A  H-  C  et  A  +  B. 

Dans  tont  autre  cas,  la  quanUte  — ^^_pa — ,  positive  ou  négative; 

sera  plus  grande  que  Tunité^  et  Taxe  AI  sera  Tun  des  axes  extrêmes, 
savoir^  l'axe  du  plus  grand  moment  ^  si  A  est  la  plus  petite  des  quan* 
tités  A  9  By  C^  et  Taxe  du  plus  petit  moment^  si  A  est  la  plus  grande. 
Au  reste ^  on  voit  que  le  problème  sera  résolu  complètement^  eu 
considérant  le  seul  cas  où  m  est  plus  petit  que  Tunité^  puisque  AL 
étant  un  axe  principal  choisi  à  volonté,  rien  n'empècbe  de  supposer 
que  AL  est  Taxe  moyen.  Cependant,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer 
sur  cette  matière ,  et  pour  appliquer  les  résultats  des  formules  au 
mouvement  des  planètes  qui  ne  paraissent  pas  tourner  autour  de 
Içur  axe  moyen,  nous  considérerons  aussi  le  cas  où  m  est  plus  grand 
que  l'unitét 

Première  solution,  AL  étant  Vaxe  mojcn. 

17.  AL  étant  Taxe  moyen ,  il  faut,  comme  nous  Tavons  déjà  dit, 
que  A  soit  moyen  entre  B  et  C ,  et  qu'ainsi  la  quantité  /7t,  abstrac- 
tion faite  de  son  signe,  soit  plus  petite  que  l'unité.  Nous  suppose* 
rons  de  plus,  ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution  , 
que  AM  est  l'axe  du  plus  grand  moment,  c'est-à-dire  qu'on  a  C>>B| 
ainsi  l'ordre  de  grandeur  entre  les  quantités  A,  B,  C,  données  par  la 
figure  et  la  constitution  du  corps,  sera  C  >  A  >>  B. 

Puisque  m  est  <!  i ,  Téquation  entre  a»  et  8 ,  savoir  , 

cos  (a«-f*fl«)  —m  ' 

fait  voir  que  co  ne  peut  s'étendre  depuis  o"*  jusqu'à  180"*;  car  si  cela 
était ,  il  y  aurait  une  valeur  de  cû  qui  rendrait  le  dénominateur 
cos  (2«  -f-  aa)  —  m  nul ,  et  cos  fl  infini.  Donc  le  corps  nje  peut  faire 
que  des  oscillations  plus  ou  moins  graadesautour  de  son  axe  moyen* 
En  même  temps  la  valeur  de  0  sera  comprise  entre  certaines  limites^ 
de  sorte  que  l'axe  AL  ne  pourra  s'éloigner  que  jusqu'à  un  certain 
point  de  la  directrice  AD,  et  son  mouvement,  par  rapport  à  cette 
directrice ,  sera  une  sorte  de  balancement  ou  de  nutation  dont  il 
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fant  déterminer  la  quantité.  Pour  cela^  nous  distinguerofns  deux  cas  ^ 
selon  que  cos  :2ât  — -  m  est  positif  ou  négatif. 

Premier  cas  :  cos  aa  —  /»  =  p^. 

18.  Dans  ce  cas^  on  voit  d'abord  que  cos  (aa  -f-  aa)  -«  m  doit 
toujours  être  positive;  car  cette  quantité^  qui  est  positive  lorsque 
eû=^Oy  ne  peut  devenir  négative  sans  passer  par  zéro  ^  et  alors  cos'O 
serait  infini. 

On  a  vu  (n"*  g)  que  Tangle  a  peut  élre  plus  petit  ou  plus  grand 
que  go"*,  selon  la  position  initiale  de  Taxe  AM.  Supposons  d'abord 
a  <^  90%  et  soit  pris  un  angle  fju  •<  90%  tel  qu'on  ait 

cos  aju  =.  m  sin^  +  cos  aa  cos'j^  ; 
cette  valeur  donne 

cosaa —  cos  2fji  =r  (cos3flt  — 77i)  sin*y  =  ;»*sin^: 

ainsi  on  aura  fi^a.  Cela  posé  ^  Téquation  (i)  donne 

cos  (a«  +  i24i)  — *  m     *""  cos(a# -f-fl*)  — j»  ' 

d'où  l'on  voit  que  «#  positif  a  pour  limite  +(|t^— -«)>  et  que  6» 
négatif  a  pour  limite —  (a^+^)-  Donc  Tétendoe  totab  d'une  oscil- 
^  lation  est  mesurée  par  l'arc  a/A  <C  180"*. 

19.  Il  convient,  pour  la  fadiité  du  calcul,  >de  fffire  commencer 
le  temps  au  milieu  d'une  oscillation,  ce  qui  revient  à  faire  «^=odaQ6 
nos  formules.  Soit  alors  0c=  C,  et  on  aura  les  équations 

cos*  0  =  ^ ' ,    sm*u  = sm'b. 


cos  îia»  —  771    '  '  a 


Le  cas  de  ce  =  o  suppose  L  £=  o;  d'ailleurs  on  a  A>B  ;  ainsi  l'état 
initial   du  mouvement  est  représenté  par  la  figure  5,  où   l'on  a  Fîg.3. 

L*P  =  €,  tangDL*=cotf=^^tang€,  ce  qui  donne DL* >  L^P; 

dans  ce  même  cas ,  la  première  valeur  de  ^  (art.  i4)  étant  positive^ 

les  premières  valeurs  de  œ  sont  positives. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  les  limites  de  c»  sont  +  ft  et  — /x;  c'est 
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» 

pourquoi  nous  ferons 

tang  (»  =  tang  )X  sin  4  > 

4  étant  un  angle  qui  est  nul  lorsque  /=o ,  et  qui  croit  indéfiniment 
avec  le  temps^  comme  le  calcul  le  prouvera. 

De  l'équation  précédente  on  déduit  une  valeur  de  cos  2(0^  qui^ 
étant  substituée  dans  celle  de  sin^  9  y  donne 


.    .  /\  sin'  ff  cos*  H  cos*  J' 

sm  u  îii   '-  * 

cos*^—  (  sin*C —  siny  )  sin*^* 


«   •      1  -        8in*ff — sinV        i  +  m  .        ,  -  •       008*C 

Soit  donc  0*=: 1 — ^=—2—  tang'it.  on  aura  i  —  c*= — p; 

COSV  1— 711  O  '^'  C08*^' 

ainsi  c  est  <C  i  >  et  on  aura 

.     A  sînCcos^ 

SIU  0    =    77> a    •    al  \' 

\/(  1  — c*8in*y) 

On  donne  le  signe  +  au  second  membre^  parce  qu'en  faisant  ^j/so^ 
on  doit  avoir  8  =  ^. 

ao.  Cela  posé 9  la  correspondance  entre  les  quantités  »^  0  et  4/, 
pendant  les  quatre  premières  demi-osciUations^  sera  telle  qu'il  suit: 

4  =  0%      90%       180%      370%      56o% 

â>=:0^         /*,  o,— ;t*,  o, 

flï=^,        o,— ^,         o,         C. 

Dans  la  première  demi-oscillation^  le  point  L  parvient  de  L* 
en  B  ou  L';  en  même  temps  Tare  LM  parvient  de  la  position  ini- 
tiale L^'M'*  à  la  position  L'M%  qui  fait  avec  le  méridien  l'angle 
DBM'  =ft.  Dans  la  seconde  demi-oscillatioo  ^  le  point  L  continue 
son  mouvement  de  nutation  de  L'  en  L%  où  Ton  a  0=  —  C;  en 
même  temps  l'arc  LM  revient  de  la  position  L'M%  dans  laquelle  il 
est  le  plus  éloigné  du  méridien ,  à  la  position  L*M%  dirigée  dans  le 
sens  du  méridien.  Dans  la  troisième  demi-oscillation,  le  point  L 
revient  de  L*  à  L'  ou  B;  en  même  temps  l'arc  LM  s'écarte  du  méri- 
dien daqs  le  sens  opposé  y  et  parvient  de  la  position  L*M*  à  la  po- 
sition \JM?y  qui  fait  avec  le  méridien  l'angle  DBM*  =  fd>.  Enfin  , 
dans  la  quatrième  demi^oscillation^  le  point  L  revient  de  L^  ou  B 
à  L%  et  l'arc  LM  revient  de  la  position  L^M^  à  la  position  L*M*. 

De 
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De  ^orte  qu'an  bout  de  deux  oscillations,  les  choses^  sont  rétablies 
dans  le  même  état  qu'au  commencement  du  mouvement. 

Ces  mouvemens  d'oscillation  et  de  nutation  ^  mesurés  par  les 
variables  a>  etO^  sont  dailfeurs  indépendans  du  mouvement  du  mé- 
ridien lui-même  autour  du  point  D  y  lequel  est  mesuré  par  l'angle  f  • 

• 

ai.  Ces  résultats  supposent  a  <^  go"".  Si  Ton  a  «t  >•  90%  soit 
rt=  i8o**  — a',  on  aura  a'  <  go^^.Par  celte  substitution^  Téquation  (i) 
sera  la  même  que  si  l'on  changeait  simplement  le  signe  de  €ûy  et  qu'on 
mit  af  à  la  place  de  a,  La  valeur  de  fz  étant  déterminée  semblable- 
ment ,  on  aura  fjL^et'y  et  les  limites  de  où  deviendront  —  (^(jlJ^oJ), 
+  (fe-— a');  de  sorte  que  l'étendue  d'une  oscillation  sera  toujours 
mesurée  par  l'arc  ^ft;  et  si  l'on  fixe  Tépoque  du  mouvement  au 
milieu  d'une  oscillation,  cela  revient  à  faire ,  dans  la  formule  primi- 
tive, £^'=0  ou  £^  =  180%  ce  qui  conduira   toujours  aux  mêmes 
résultais  que  nous  avons  trouvés.  En  effety  on  voit  immédiatement 
que  la  valeur  et  =  180"*  amène  l'axe  AM  sur  le  méridien  DL,  comme 
le  fait  la  valeur  a  =  o;  avec  cette  différence,  qu'au  lieu  du  point  M, 
on  doit  prendre  l'autre  extrémité  du  même  axe  principal ,  dont  lo 
moment  a  été  supposé  A  +  C. 

Second  cas  :  m  —  cos  2*  =s;?*. 

33.  Alors  réquation  (  i  )   prendra  '  Tune  ou  l'autre  des  formes 
suivantes: 

•n         (m  —  cos  su  )  cos*  y 

COS*fl=  ^ 7 -^ r^, 

m — cos(iu>  +  a*)    '. 

.   ^«  __^  m  8in*y  +  cos  fàm  cos V  —  C08  (  2^  ^f*  fl<»  ) 

m  —  cos  (  s«  -f~  ^^  ) 

OÙ  l'on  voit  que  m — cos  (20»  +  ^^)  ^^ît  toujours  être  positif. 
Supposons  d'abord  a  <  90%  et  soit  fx  un  angle  <  99%  tel  qu'on  ait 

cos  3fc  s=  —  m  svûL^y  —  cos  2a  cos*  5^, 

on  aura  cos  (i8o* —  2jtt)  —  cos  2a  =  (  /»—  cos  2a)  sin*>^  =  ;;*sin*9^  ; 
donc  fjL  >  90* —  *.  Cela  posé,  pour  que  sin*6  soit  positif,  il  faut 
que  cos  (  i8o' — 2ft) — cos(2a+2flt)  ou  2sin(90* — /tt+ «-+•«)  , 
sin  (ea  +  ^+A^^^QO*")  soit  positif.  Donc  t»  positif  a  pour  limite 

4a 
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j^  (go^+jKfc  —  a),  cl  ûï»  négatif  a  pow  limite  —  (a  ^jz  —  go*)  ;  dHovt 
il  suit  que  réteodae  d'une  oscillation  est  encore  Tare  a/n  <  i8o^ 

25.  Si  Ton  prend  pour  époque  du  mouyement  le  milieu  d'une 
oscillaiion,  ce  qui  revient  à  faire  ^  dans  no6  formules^  a:=  90%  ei 
qu'en  même  temps  on  fasse  8  =  ^^  les  formules  deviendront 

m  +  cos  fl#     '  "  â 

F!g.  4.  Le  cas  de  et  =  90"*  suppose  Lssgo'';  ainsi  l'état  initial  du  mou<« 
vement  est   représenté   par  la   figure  ^  ^  oix    l'on   a   L"*  P  =:.  € , 

A  I  B 

tang  DL*  s=:  cot  C=  ^x^  **"S  •^  ^*  comme  on  a  A>  C,  il  s'ensuir 
que  DL*.<PL**.  Dans  ce  cas,  la  première  valeur  délayant  le 

même  signe  que  cos  aa—m^  est  négative  ;  donc  les  premières  valeur» 
de  »  sont,  aussi  négatives* 

Puisque  les  Jrmites  de  ^»sont  encore  -«^^  et  -^ft ,  et  que  les  pre-^ 
mières  valeurs  de  a»  sont  négatives ,  nous  supposerons 

f ang  û>  =3  — ^  tang  fi  sin  4  > 
et  il  en  résultera 


en  prenant,-  comme  dans  le  premier  cas ,  ^^ss  — — *; — i-s=s--r—  tang^/A. 

24.  Voici  y  d'après  ces  formules ,  la  correspondance  qui  a  lieur 
entre  les  trois  variables  a» ,  0 ,  4  Pendant  les  quatre  premières  demi- 
oscillations  ,  au  bout  desquelles  l'axe  AL  et  la  situalion  du  corps  ^ 
à  l'égard  de  cet  axe ,  sont  rétablis  comme  ils  étaient  au  commen*- 
cément  du  mouvement  t 

4  *=  o*,        go*,        ï8o%        570** >        36o% 
«  =  0,— /u,  o,  fZ  ,  o, 

6=i^,         o,      — Ç>  o,  €. 

Au  premier  instant,  l'arc  LM  est  dans  la  situation  L^M%  qui  fait  un 
^ngle  droit  avec  le  méridien  DL  ;  c'est  donc  alors  l'axe  AN  qui  se 
trouve  situé  dans  leméridîenr  Du  reste,  on  explique,  parla  figure  4> 
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la  correspondance  des  moaTemens  d'oscillation  et  de  nulation^  comme 
on  Ta  ïaii  par  la  figure  3  dans  le  premier  cas. 

Si  Ton  avait  a>  90%  on  ferait  a=  i8o'— •*',  et  on  parviendrait 
absolument  aux  mêmes  conclusions. 

^5.  Il  résulte  de  l'analyse  précédente^  que  le  mouvement  d'un 
corps  ^  considéré  relativement  à  son  axe  mojen^  présente  deux  cas 
dont  voici  les  aaractères  distinclifs. 

Premier  cas.  Dans  chaque  oscillation  il  y  a  un  instailt  où  Taxe  Fig.  3. 
moyen  AL,  Taxe  du  plus  grand  moment  AM,  et  l'axe  de  rotation 
instantané  AI  sont  dans  un  même  plan  avec  la  directrice  AD.  Cet 
instant  est  le  miliea  d'une  oscillation  y  époque  oit  Taxe  moyen  est 
dans  sa  plus  petite  ou  sa  plus  grande  distance  à  Tégard  de  la  direc- 
trice AD.  Les  formules  données  pour  ce  cas  (art.  19)  ^  supposent 
que  le  temps  commence  a  une  de  ces  époques  où  le  point  L  est 
le  plus  près  de  D. 

La  distance  IL  étant  connue  au  premier  instant^  et  désignée  par  e, 
on  trouve  la  distance  DL  r^go"*—  ^^  qui  donne  la  position  de  k 
directrice  AD  par  la  formule . 

tang  DL  =  cot  ^  =  g^i^  tang  6; 

ainsi  on  a  toujours,  dans  ce  cas, DL  >>  IL. 

Connaissante , qui  détermine  la  nutation  de  Taxe. moyen,  on  a  la 
quantité  fi ,  qui  détermine  Tétendue  des  oscillations  par  la  formule 

sin'/*  =  -^^^  sin^f.  Cette  quantité  fi  est  toujours  plus  petite  que  €  , 
et  à  plus  forte  raison  plus  petite  que  90^;  et  puisque  "^  =  c— B*  » 
il  s'ensuit  qu'on  a  aussi  sîn  yte  <  t/^    Ztb  J'  Dans  ce  premier  cas  , 

le  troisième  axe  principal  AN,  qui  a  le  plus  petit  moment  A4- B, 
ne  peut  jamais  se  trouver  sur  le  méridien  DL  ;  car  la  plus  petite 
valeur  de  Tangle  DLN  est  90"*  — /«,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Second  cas.  Si  l'on  change  B  en  C,  et  réciproquement,  tout  ce  Fig.  4. 
qu'on  a  dit  du  premier  cas  s'applique  au  second.  C'est  donc  alors 
Taxe  du  plus  petit  moment  AN ,  qui,  au  milieu  de  chaque  oscillation. 
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se  trouve  dans  uni  même  méridien  avec  Taxe  moyen  AL  et  Faxfe 
de  rotation  instantané  AI.  Uaxe  du  plus  grand  moment  AM  est 
toujours  à  une  distance  du  méridien  DL^  qui  ne  peut  être  moindre 
que  90**  —  /*. 
Dans  ce  second  cas  y  la  distance  DL  se  détermine  par  Téquation 

tang  DL  =  cot  €  =  g^r  t^^g  *  î 
ainsi  on  a  toujours  DL  <  IL.    -  .* 

Au  reste ^  ces  deux  cas  se  traitent  analytiquement  de  la  même 
manière  y  puisque  la  permutation  des  lettres  B  et  G  change  m  en 
—  rrij  et  qu'ainsi  les  formules  trouvées  pour  le  premier  cas,  s'ap- 
pliquent également  au  second ,  comme  on  le  verra  ci-après. 

Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  Ton  aurait  /7t  •— cos  :2a=o. 

s. 

Troisième  cas  :  cos  aa  — -  m  =  o. 

^6.  Alors  réquation  (i)  donne  â»r=o;  ainsi  le  corps  n'a  aucua 
mouvement  autour  de  son  axe  moyen  AL.  Pour  déterminer  les  deux 
autres  variables  8  et  ^^  il  faut  recourir  aux  équations  (2)  et  (5)  du 
n"*  8^  lesquelles  donnent 

dB     ^__^  8În  om        t 

cos  6  *""         71  —  cos  fl*       ' 
dp  =  KdL 

Il  en  résulte  d'abord  (p  =  K^  ^  ce  qui  prouve  que  le  mouvement  de 
l'axe  moyen  AL  autour  de  la  directrice  AD  est  uniforme. 

Ensuite  si  Ion  fait =  i .  on  aura  -:— ^  =  —  w :  ce  ou» 

n  —  cos  2ét  '  cos  0  ?         -» 

donne  ^  en  intégrant , 

/tang(45-  +  lfl)  =  /tang(45*  +  i>)-£^ 
ou 

tang(45«  +  ifl)  =  <r«'tang(45»+i3.>. 

En  faisant  ^  =  00^  on  aura  fisgo"*  ou  6= — 90%  selon  que  1  ser» 
négatif  ou  positif;  c'est-à«-dire  selon  que  a  sera  plus  grand  ou  plus 
petit  que  go''.  Alors  l'axe  moyen  sera  réuni  avec  la  directrice  AD^ 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre^  et  le  mouvement  de  rotation  autour  de 
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ces  «xes  réunis ,  continuera  de  se  âiire  uniformément  avec  la  vitesse 

angulaire  ^  =  K.  ^ 

Et  quoique  cette  réunion  des  deux  axes  n'ait  lieu  rigoureusement 
qu'après  un  temps  infini ,  cependant  la  rapidité  avec  laquelle  croit 
ou  décroit  Texponentielle  e'^  permet  de  regarder  ces  axes  comme 
sensiblement  réunis  après  un  temps  assez  court. 

27.  Voilà  donc  un  nouveau  cas  très-remarquable  où  Pon  peut 
déterminer  exactement  et  d'une  manière  très  -  simple  le  mouve- 
ment d'un  corps  de  figure  quelconque  :  c'est  lorsque  la  valeur  ini- 
tiale de  l'angle  ILM  ^  que  nous  avons  appelée  L ,  est  telle  qu'on  a 

cos  aa  =  /îi  ;=  .  Ta_Ra — •  Cette  valeur ,  combinée  avec  l'équation 

A+B.        •     ,  ^  T       BC— A*  .        .T       A-^B   C+A 

tong«=5;q:c^"S^>^^'^^^^^'^l^Âcc=5)'^^  *^"S  L=^+B,  ^^. 
Ainsi  ^  pourvu  que  l'axe  de  rotation  primitif  AI  soit  placé  sur  l'arc  LT, 
déterminé  par  la  valeur  précédente  de  tang  L^  le  cas  dont  il  s'agit 
aura  lien  :  l'arc  LI  pourrait  d'ailleurs  être  situé  de  l'autre  côté  de 
l'arc  LM  y  ce  qui  donnerait  toujours  le  même  cas  susceptible  d'une 
solution  très-simple. 

st8.  Ayant  développé  l'équation  (i)^  qui  contient  la  loi  générale 
des  oscillations  du  corps  autour  de  l'axe  moyen  ^  et  de  la  nutation  de 
cet  axe  y  nous  allons  procéder  à  l'intégration  des  équations  (3)  et  (3)  , 
qui  feront  connaître  les  variables  âi  ^  8  et  ^  au  bout  d'un  temps  quel* 
conque  L  II  suffira^  pour  cet  objets  de  considérer  les  formules  de 
Tart.  19^  puisqu'elles  renferment  celles  du  second  cas. 

Reprenons  donc  les  formules 
tang  m  •=  tang  /le  sin  >[/  ^    sin7<  =:  ■  "^     sin*6' , 

smO  ==  777 .  -t^^     c*  =  — ^— tang'u=  i  —  —rr  9 

d'où  l'on  déduit 

COS  3a  —  m  =  i^ .  ^/   , — '  ti      3 

dm    tang/K    d-^{/(i  —  c*sm*4^) 


\ 
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SnbstitiÛLQt  ces  valeurs  dans  réquation  (a)  ^  où  il  faut  £aire  a 
on  aura 

d  ailleurs  K  =  -  .  g     et  -; — -  =  .    ,  ^  ;  donc  si  on  fait 

aiaw  1—1»        A. -j- D 

Wcoii     A  — B 


on  aura 


idl 


tang^   'A  +  C* 


et  en  intégrant ^ 


z>  =  F(c,4). 

Ainsi  étant  donnée  une  valeur  quelconque  de  l'angle  ^j  oi^  pourra 
.trouver  la  valeur  correspondante  du  teraps  / ,  et  réciproquement. 

:i9.  Soit  T  le  temps  d'une  demi-*oscillation  y  qui  est  aussi  celui 
d'une  demi-nu tation  y  on  aura  rr  =  f  *c,  et  par  conséquent  ce 
temps  pourra  être  déterminé  avec  tonte  la  précision  qu'on  voudra  , 
par  le  moyen  de  la  fonction  complète  F'<?.  ^ 

Lorsque  le  corps  différera  peu  de  la  figure  sphérique  y  la  quantité  i 
sera  très<«-petite  et  r  très-grand;  de  sorte  que  les  mouvemens  d'oscil- 
lation et  de  nutation  seront  très*lents. 

Soit  •4/'  la  valeur  de  4/  qui  répond  à  un  temps  quelconque  t'<Cr; 
si  Ton  £iit  en  général  t  =  ^krdtzd^  k  étant  un  entier  quelconque  y 
on  aura 

4  =  aA:.^  TT  ±  4'- 

La  constante  r  étant  une  fois  calculée  avec  toute  la  précision 
nécessaire^  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques ^  on  déterminera 
exactement  l'angle  4  pour  toute  valeur  de  /  multiple  de  r.  On 
pourra  même  déterminer  algébriquement  cet  angle  pour  une  infinité 
d'autres  valeurs  de  ty   commensurables  avec  r;  car  on  sait  que- 

l'équation -F'c  =  F  (c,  4)  ®st  résoluble  algébriquement,  toutes 

les  fois  que  -  est  rationnelle. 

3o.  Dans  tous  les  cas,  on  pourra 3  par  Téquation  t^  =  F  (c,  4)> 
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délenniner  aussi  exactement  qu'on  voudra  Tangle  >{/  au  bout  d'un 
temps  quelconque  t  ;  l'angle  4  étant  connu  ,  on  connaîtra  la  distance 
go*— 6  de  l'arc  AL  à  la  directrice  AD,  et  l'angle  co  ou  DLM  qui 
fixe  la  situation  du  corps  par  rapport  à  l'axe  AL ,  au  moyen  des 
formules 

tang  a>  ^  lang  )U  sin  4  ,     sin  0  =  .     «°  g  co«  ^^     ' 

ou  il  faudra  se  rappeler  que  a>  est  toujours  compris  entre  les  limites 
f6  et  —  ft ,  de  même  que  6  entre  les  limites  +  €  et  -—  f . 

Si.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  Tangle  ^,  qui  fera  connaître 
au  bout  d'un  temps  quelconque  t ,  la  position  du  méridien  DL.  Or  si , 
après  avoir  fait  et  =  o,  on  substitue  dans  l'équation  (3)  les  valeurs 


(cos  â#  —  m  )  9În  0 
n  —  cos  2Cà 


on  aura 


(1— -m)smC*  y(i  —  c*a[nSf)^ 

a   

1  -f  tang>  ain'^'  ' 


«-f-  1 


h-4-i 


V^        (j— 7w)8inC\ 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant  et  observant  que  j^ 


d4^ 


•in)  sin  C      ainfê  cosfi  ^ 


p== 


sin  S 


^^^^^[2±i  F  (4)  -  n  (tang>,  4)]. 


Dans  cette  formule ,  n  (  tang'u,  4)  désigne  la  fonction  elliptique  de 
troisième  espèce,  dont  t|ing'/A  est  le  paramètre,  c  étant  d'ailleurs 
le  module  commun  aux  deux  fonctions  F  et  11* 

5^.  La  valeur  de  (p  correspondante  au  temps  d'une  demiH>sciI^ 
lation  ,  se  trouvera  en  faisant  4  ==  90'  ;  si  l'onr  désigne  cette  valeur 
par  ^,  on  aura. 

-^     '""■*■' F'-n.  (tang»]. 


*  = 


0 


sin  ft  cos  fé 

La  fonction  complète  U»  (  tang^^t  )  pourra  s'exprimer  par  des  fonc« 
tîons  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce ,  au  moyen 
de  la  formule  du  n*  96,  première  partie;  maïs  pour  cet  objet,  il  ser» 
bon  de  donner  une  autre  forme  à  celte  formule^ 
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S5«  En  suivant  les  dénpminaiiQns  de  Fariicle  cité  ^  soit  A  un  angle 

1  .  ^        coti  .1  -    ^  C08  6      ^  ^         c  sin  6 

tel  que  tang  A=  — ^,  ce  qui  donne  sinX=— rj-gr  et  ^^s^  =  J/ï-Jn* 
on  aura^  par  les  propriétés  connues  y 

E(*,  fl)  +  E(*,X)  =  E'i  4-  i^sinôsinA. 

Au  moyen  de  ces  équations ,  on  éliminera  F(i,fl)etE(A,fl)  de  la 
valeur  de  II'  (n^  c);  puis  réduisant  d'après  l'équation  des  fonctions 
complémentaires^  on  aura  la  formule 

4^,n'  («,  c)  =F-c[g=f5+E(*, A)-F(A,X)]-t.E«.F(J, A), 

dans  laquelle  n  =  col* 0. 

S4>  Pour  appliquer  celle  formule  au  cas  proposé,  il  faudra  faire 
fl=i7r-A«,  ^=^,ce  qui  donnera  langA=îî^=y/(i=2) 

^^        II"  (tang*/A)=      F'c(sinÇcot)te — 4'cos^sînX) 


SlUftCOSH 

—  F'c[F(*,A)— E(*,A)]-|-E«cF(*,A). 
J'observe  maintenant  que  la  quantité  sinCcotyu; — &*cosfcsin  A  se 

réduit  d'abord  à  ^r^  (i  '-^  i*sin'A)  =  ^^  (cos*A-{-c'sin*A);  et  parce 

que  c' =  tang' u  cot' A ,  elle   se  réduit  ultérieurement  à  -7—-= 

=  ^  ~pa  •  ^"^A*  ;  donc  enfin  on  aura 

Par  cette  formule  ^  on  peut  déterminer  aussi  exactement  qu'on  voudra 
l'angle  ^  que  décrit  Taxe  moyen  autour  de  la  directrice  AD^  pen- 
dant la  durée  r  d'une  demi-oscillation. 

55.  Cela  posé  ^  pour  avoir  la  valeur  de  ^  au  bout  d'un  temps  quel* 
çonqpe  t ,  on  fera,  comme  ci* dessus,  /=2A:r  db^".  On  cherchera, 
par  ce  qui  a  été  déjà  dit,  l'angle  4\  ^^^  répond  au  temps  ^'  < r; 

puis 
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puis  calculant  par  la  formule  générale  la  valeur  de  (p  qui  corres- 
pond à  l'angle  4^  ^^  appelant  cette  valeur  ^^y  on  aura  généralement 

Ainsi  ^  au  moyen  de  la  seule  constante  ^  une  fois  calculée  avec  toute 
la  précision  nécessaire,  on  connaîtra  exactement  <p  pour  toute  valeur 
de  t  multiple  de  r  :  on  pourra  encore  déterminer  ^  algébriquement^ 
et  par  le  moyen  des  arcs  de  cercle^  si  t  est  commensurable  avec  r; 
dans  tout  autre  cas  ^  on  déterminera  ^  par  les  formules  d'approxima- 
tion connues  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

55.  Nous  observerons  qu'il  y  a  un  moyen  très-simple  de  trouver 
la  valeur  approchée  de  la  fonction  n  (tang'jt^^  '^)y  lorsque  l'ampli** 
tude  '^  n'excède  pas  i5  ou  ao\  En  effets  on  a  en  général^ 

Supposons  que  4  soit  assez  petit  pour  qu'on  puisse  remplacer^  dans 
le  second  membre,  \/(i  —  c'  sin'4  )  P^r  i  —  î  ^*  sin*4j  c'est-à-dire 
pour  qu'on  puisse  négliger  les  quantités  de  l'ordre  ^  c^sin^4* 

Alors  si  l'on  prend  un  nouvel  angle  ^  tel  que  tangÇ  =  -^^^, 

le  second  membre   de  l'équation    précédente,  aura   pour   valeur 

"T"*  Ç  co§  p,  — -  Q-^Yj  4  >  ^®  V^^  donnera 

n(4)  =  ^[F(4)-i4']  +  ^CcosA*. 

Dans  le  même  cas  on  pourrait  faire  F  (4)=(i'|-i  c*)4 — ^c^sin  a4> 
Déi^eloppement  du  cas  particulier  où  F  on  a  m  =  —  i. 

36.  Quoique  ce  cas  suppose  G=:  A,  et  retombe  ainsi  »  à  la  nota- 
tion près 9  dans  celui  qui  a  été  traité  n*  i3  ,  cependant  le  nouveau 
point  de  vue  sous  lequel  nous  envisageons  ici  le  mouvement^  et  les 
intégrales  exactes  que  nous  obtiendrons^  ne  peuvent  que  répandre 
un  nouveau  jour  sur  cette  matière. 

45 


COS/4   * 
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Soit  donc  772  =: —  ;  ouC=:A,  onâuraju=^y  cet  C=-rq3glang^, 
c  =  o  •  it=z  .    .   p  W  siii  £•  et  les  variables  a>  •  6,  ^  seront  données 

^  A  -f-  15  • 

par  les  équations 

ù  ^=:  ^,         tang  ^  = 

^  a  ces  f^    *         ^  ' 

tang  »  =  tang  ^t  sin  ^  ^ 
sin  6  =:  sin  /u  cos  4  y     <^os  6  cos  6»  =s  ces  )ea» 

Voici 9  d'après  ces  équations^  conotment  on  déterminera  la  position 
.du  corps  au  bout  du  temps  L 

On  connaît  d'abord  lare  4  P^^  ^^  valeur  4  ==  '^>  ^^  ^'^^^  CP^i" 

réquatioQ  tangÇ==  -^— ,  où  il  faut  observer  que  Ç  —  4^^^  *^""' 

jours  moindre  que  go"".  Par  ces  deux  arcs  on  a  la  valeur  de  ^ ,  qui 
détermine  la  position  do  méridien  DL.  On  a  ensuite  les  angles  6  et  ^ 
par  les  équations  sin  â  =3:  sin  /u  cos  4  y  tang  {»  =  lang  fi  sin  4  9  ^^ 
'première  fait  connaître  la  distance  DL  sgo"*  —  0^  et  la  seconde 
donne  y  avec  le  signe  convenable ,  l'angle  DLM  qui  détermine  la 
^position  de  Taxe  AM^  et  par  conséquent  celle  de  tout  le  corps  par 
rapport  à  Taxe  AL. 

37.  Cette  solution  doit  revenir  au  même  que  celles  qu^on  déduirait 
du  n""  1 3  ;  mais  comme  elles  paraissent  très-différentes  au  premier 
coup  d'œil  y  il  sera  bon  d'en  démontrer  rideutif é. 
Fig.  5.  Soit  BL'PDM''  le  méridien  primitif  où  se  trouvaient ,  lorsque  /=  o^ 
les  axes  AL,  AM,  et  Taxe  de  rotation  AI  aux  points  marqués  L%  M%  V. 
Supposons  qu'au  bout  dq  temps  ty  les  axes  AL,  AM  forment,  avec 
la  directrice  AD ,  le  triangle  spbérique  DLM;  la  position  des  point» 
L  et  M  sera  déterminée  par  ce  qui  précède,  au  moyen  des  élémens 
BX  =  (p,  XL  =8,  DLM  =  ûi,  LM=:90*. 

Dans  le  triangle  DLM,  où  le  côté  LM  est  de  go%  on  a  cos  DMs=:: 
cos  DLM  sin  DL  =  cos  où  cos  fl  =  cos  /e^;  donc  DM=)te.  Donc  Taxe 
principal  AM  (celui  qui  n'est  «point  semblable  aux  deux  autres)  esf 
toujours  également  incliné  à  la  directrice  AD* 
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Le  même  triangle  donne  sini  MDL  =  ■  .   ^^    =  ?5^  ;  mais  les 

°  sm  DM.  sin  /c  ' 

formules  tang  û^  =s  sin  4  ^^6  A^  f  ^°S  4  ^^  ^^^  /^  ^"8  ^  donnent 


sin  « 


fiin  Ç  =:  -: —  ;  donc  l'angle  ^  est  égal  à  Tangle  MDL  ^  ou  a  son 

supplément  MDx.  Or^  lorsque  ^  =:  o,  le  point  M  étant  en  M%  c'est 
le  supplément  MDjc  qui  détient  zéro;  donc  on  a  en  général 
Ç  =  MDx. 

Il  suit  de  là  que  Tangle  MDM"*^  parcouru  par  l'axe  AM  autour  du 
pèle  D  dans  le  temps  ^^ssf-f-^;  de  sorte  qu'on  aura 

^    •    ^       A«^B    cos/4        A+B       003/» 

Donc  Taxe  AM  se  meut  uniformément  autour  du  point  D  avec  la 

vitesse  angulaire    ,  .  ^  . j  et  parce  que  jxb  ^^  ^^^      ^     ^ 

^*       •*  *  •    »         •  W  cos  f 

=  cot  ^  cot  € ,  cette  vitesse  peut  aussi  s  exprimer  par  — r— — . 

Enfin  ^  le  même  triangle  DLM  donne  encore  sin  DML  = 
sin  DL  sin  MDL  =  cos  9  sin  Ç  =  ^^ .  ^^  =  ^^  =  sîn  4  î  et 

^         cos  m    sin  fi        tang/M  '  ^ 

puisque  l'angle  DML  est  zéro  en  même  temps  que  ^p»  ot^  ^  DMLs±4» 
Donc  le  corps  tourne  uniformément  autour  de  l'axe  mobile  AM^  dans 

le  sens  CB,  avec  une  vitesse  angulaire  y  =  /Tu  W  sin  €. 

Ces  mouvemeus  sont  précisément  ceux  cpie  nous  avons  indiqués 
n*  i3^  pourvu  qu'on  échange  entr'elles  les  lettres  A  et  B^  afin  que  la 
supposition  actuelle  C=A  revienne  à  celle  du  n^  i5^  C  =  B. 

*  * 

jipplication  des  formules  au  second  cas  du  problème ,  art.  a5. 

38.  Nous  avons  discuté  fort  au  long  le  premier  cas,  qui  est  celui 
où  l'axe  du  plus  grand  moment  AM  se  trouve  au  milieu  de  chaque 
oscillation,  dans  le  même  plan  avec  l'axe  moyen  AL  et  la  directrice  AD,. 
Venons  maintenant  au  second  cas,  où  l'axe  du  plus  petit  moment 
AN  est  celui  qui  se  trouve  périodiquement  dans  le  même  méridien 
que  l'axe  moyen  AL ,  tandis  que  Taxe  du  plus  ^rand  moment  reste 
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toujours  éloigné  de  ce  méridien  à  une  distance  qui  n'est  jamais 
moindre  que  go**  —  fx. 

Il  suffit  ^  pour  la  solution  de  ce  second  cas^  d'échanger  enlr*elles  les 

lettres  B  et  C;  et  comme  on  suppose  constamment  /7i=     ^,_^; — i 

afin  de  conserver  Tordre  de  grandeur  O  A  >  B ,  il  faudra  en  même 
temps  changer  le  signe  de  m.  Par  Teffet  de  cette  permutation^  la 
constante  i  deviendrait  négative;  ainsi  il  convient  de  changer  le  signe 
de  '4/^  ce  qui  change  en  même  temps  le  signe  de  ev  ^  comme  l'exige 
la  nature  de  la  question  (art.  23).  Cela  posé  y  voici  les  formules  par 
lesquelles  on  déterminera  la  situation  du  corps  et  les  vitesses  de  ses 
différens  mouvemens  au  bout  d'un  temps  quelconque. 

5g.  Connaissant  Q  par  l'équation  cot  ê  =g;^^  tange,  on  trouvera 

Tangle  ft<9o**  par  la  formule  sin>e==i-i^sin*€  ===  ^;^g;8iu*ff. 
Faisant  ensuite 

.  Wcosi     C— A 

"~    tang/*    *A-|-B' 

on  aura  l'équation 

qui  servira  à  déterminer  t  par  %|/^  ou  réciproquement  'sf/  par  t.  Soit  r 

le  temps  d'une  demi-oscillation  ^  on  aura  rz=:r-  F'c. 

Connaissant  T  avec  toute  l'exactitude  nécessaire  ^  on  pourra  sup- 
poser qu'un  temps  quelconque  ty  aussi  grand  qu'on  voudra^  soit 
représenté  par  la  formule 

t  =  akr  db  t\ 
h  étant  un  entier^  et  t*  un  temps  <[  r.  Soit  4'  ^^  valeur  de  4  ^^î 
répond  au  temps  t'^  ensorte  qu^on  ait  it'  z=:¥  (c,  4' )  >  ^^  ^^^^ ^^ 
général  y 

4  =  ^*-^  "^  =^  4'* 

4  étant  connu ,  on  déterminera  la  distance  go"* — 9  de  Taxe  moyen 
AL  à  la  directrice,  et  l'angle  û»  que  fait  l'arc  LN  avec  le  méridien 
DLy  par  les  formules  suivantes  : 

•     /i  sin  «  cos  "^l  .  .  *       I 
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où  l^on  a  c*  =     ~^  tang'^.  Ces  formules  détermineront  toujours 

0  et  û»  sans  ambiguïté ,  parce  qu'on  sait  que  0  est  compris  entre  les 
limites  4;  ^  et  —  € ,  de  même  que  m  entre  les  limites  -f-ft  et  — /jl; 
d'ailleurs  il  faut  se  rappeler  que  e»  négatif  suppose ,  comme  dans  la 
figure  2  ,  l'angle  DLN  formé  du  même  côté  de  DL  que  celui  où  se 
porte  l'axe  AL  par  son  mouvement  autour  du  point  D,  et  que  co  positif 
suppose  l'angle  DLN  formé  de  l'autre  côté  de  DL. 

4o.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  position  du  méridien  DL  ^ 
ce  qui  se  fera  par  l'arc  BX  =  f,  dont  la  valeur  est 

^  -  S^f^  [^  F  (c ,  4)  +  n (tang>,  c,  4)], 

^.      .  B  +  C+aA       ^n— .1         B+A 

en  supposant  toujours  n  =  — '  '  — ,  et  — —  =  q^^* 

Si  l'on  appelle  ^  la  valeur  de  ^  correspondante  à  4  =  90%  ou  au 
temps  d'une  demi-oscillation^  on  aura 


0  = 


8În  C 


8in/*C03fl 


[îL_lF'c-n«(tang>,c)]; 


etenprenantunangleauxiliaireXd'aprèsréquationtangA===i/r-^--^ 
on  aura 

—  F(*,A).(F'c— E'c). 

Soit^  comme  ci-dessus  y  tz=:  akr  d=  t^,  on  aura  (f  =  2k<t  db  (p', 
^'  étant  la  valeur  de  -^  qui  correspond  au  temps  t!,  ou  à  l'angle  '\f' 
déjà  déterminé. 

Formules  particulières  pour  le  cas  ou  Vaxe  de  rotation  primitif  est 

très-près  de  taxe  du  plus  grand  moment  AM. 

41.  Alors  il  faudra  supposer  crrr^*»-  —  J^^cf  étant  une  quantité 
très-petite  y  dont  on  pourra  négliger  les  puissances  supérieures  au 
second  ordre.  Appliquant  donc  les  formules  du  premier  cas^  on  aura 
d'abord  les  valeurs  suivantes  : 
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d'où,  il  suit  que  la  nutation  de  Taxe  AL^  et  les  oscillations  du  corps 
autour  de  cet  axe,  seront  très-petites  de  Tordre  cT. 
On  aura  ensuite 

A— B    Wsinl^ 


^^  V  \A+B  -  C+b;  •  V       (C+B)  (A+B)  f^  > 


A+C  *  tang  fi 

et  l'équation  U=:f  {cj  4)  =  4  (^  +  i  ^')  —  i  ^*  ^^^  ^4  donnera 
réciproquement 

4  =  (i  T-  T  ^* )  '^  +  ?  ^*sin  2ie. 

On  en  tire  le  temps  d'une  demi-oscillation 


f  ÎT 


et  ce  temps  étant  une  fois  calculé  jusqu'à  la  précision  des  quantités 
du  second  ordre  ^  on  aura  en  général 

L'angle  4  étant  connu  pour  un  temps  quelconque^  on  aura  les 
valeurs  de  cù  et  8,  sayoir: 

â»  =  /x  sin  4    et    6  =  é  cos  4* 

42.  Enfin  la  valeur  de  ^,  au  bout  du  temps  t,  sera  donnée  par 
la  formule 

ç>  =  WKi-^cr*+iffO+i^A*(4~ïSin24), 

où  l'on  pourra  substituer  la  valeur  4  ==  '^- 

Soit  ^  l'angle  décrit  par  l'axe  AL  autour  de  la  directrice^  pen- 
dant le  temps  r  d'une  demi-oscillation^  on  aura 

ou ,  en  substituant  la  valeur  /Jt^i  =  .~^  J^W > 

Ainsi  Taxe  AL  tourne  autour  de  la  directrice  AD  avec  une  vitesse 
très-peu  différente  de  la  vitesse  angulaire  initiale  W.  Cela  s'explique 
en  observant  que  l'axe  de  rotation  primitif  AI  est  très-rapproché  de 

A— B 

la  directrice   AD,  puisque  la  distance  DI  =  J^  —  S  =  jxc  ^^ 


:2T 
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quantité  quî  sera  très-petite ,  même  par  rapport  à  «T ,  si  Ton  suppose 
le  corps  peu  éloigné  de  la  figure  sphérique^  ou  A — B  très-petit 
par  rapport  à  A+C. 

Au  reste,  on  voit  que  dans  le  même  cas^  le  temps  d'une  oscillation 
représenté  par  2r  est  très-grand  y  puisqu'en  négligeant  les  quantités 
de  l'ordre  J^%  on  a 

■"  WV  \A-.B*C— B/' 

Ayant  déterminé  la  constante  ^  ayec  toute  la  précision  nécessaire  j 
on  pourra  mettre  la  valeur  générale  de  f  sous  cette  forme  ^ 

^  =  -  *  — «  :^  hfi  sin  — . 

Ainsi  Ton  voit  qu'il  ne  s'en  faut  que  d'une  très- petite  quantité 
jç  QfjL  sin  ^  j  que  le  mouvement  de  l'axe  AL  autour  de  la  directrice 
ne  soit  uniforme.  Lorsque  t  sera  un  multiple  de  r^  on  aura  exac-- 


tement  9  =  -  <p. 

T 


Cas  ou  le  mouvement  est  le  plus  complique. 

45.   La  valeur  de  c^  étant  exprimée  directement  par  l'angle 

donné  c^  on  a 

1  ,  C  — B    C+A  ,       . 

?=ï+cTB-c::^Â^°g^- 

De  là  on  voit  que  c  est  d'autant  plus  près  de  l'unité,  que  l'axe 
de  rotation  initial  est  plus  près  de  l'axe  moyen  ^  cas  où  la  distance  € 
est  très-petite  sans  être  nulle.  Comme  on  a  d'ailleurs  C  >>  A  >>  B^  il 
en  résulte  (C  — B)  (C-f- A)  >(C  +  B}  (C  — A)  ;  ainsi,  dans 
aucun  autre  cas^  on  ne  peut  avoir  c  très-peu  diflTérent  de  l'unité. 
Dans  ce  cas  donc  la  nutation  de  l'axe  moyen  est  de  près  de  iSo"",  et 
les  oscillations  autour  de  cet  axe  sont  les  plus  grandes  qu'il  est  pos- 
sible. Ainsi  le  mouvement  du  corps  sera  d'autant  plus  irrégulier  ^ 
que  l'axe  de  rotation  initial  sera  plus  près  de  l'axe  moyen. 

Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  l'axe  de  rotation  initial  est  fort 
près  de  l'un  des  deux  autres  axes  principaux.  On  a  déjà  vu^  dans 
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les  art.  4^  ^^  4^>  ^^  ^"  démontrera  plus  ea  détail  dans  la  suite , 
qu'alors  le  mouvement  du  corps  est  presqu'uniforme  ^  et  que  Taxe 
de  rotation  ne  varie  que  très-peu. 

11  y  a  cependant  un  cas  (n**  27)  où  Taxe  moyen  s'approche  con- 
tinuellement de  la  directrice^  et  se  confond  sensiblement  avec  elle  aa 
bout  d'un  temps  assez  court;  de  sorte  qu'après  la  réunion  de  ces 
deux  axes ,  le  mouvement  devient  uniforme.  Ce  cas  seul  excepté ,  et 
celui  où  l'axe  de  rotation  initial  serait  précisément  Taxe  moyen  ^  un 
corps  ne  peut  tourner  d'une  manière  sensiblement  uniforme  autour 
de  son  axe  moyen.  Si  donc  un  corps  parait  avoir  un  mouvement 
presqu'uniforme  autour  d'un  axe  sensiblement  fîxe^  cet  axe  ne  peut 
être  son  axe  moyen.  Les  planètes^  les  comètes,  et  en  général  tous  les 
corps  sujets  à  quelque  variation;  ne  tourneront  jamais  uniformément 
autour  de  leur  axe  moyen. 

Seconde  solution ,  AL  étant  Vaxe  du  plus  grand  moment. 

44*  Quoique  le  problème  soit  résolu  dans  toute  sa  généralité  ^  par 
les  formules  précédentes,  qui  supposent  m  <<  i  ,  il  ne  sera  cependant 
pas  inutile  d'examiner  aussi  le  cas  de  m  >>  i  :  les  formules  qu'on 
trouvera  dans  ce  cas  seront  plus  immédiatement  applicables  au 
mouvement  de  rotation  des  planètes.  Mais  pour  ne  pas  entrer  dans 
des  détails  superflus,  nous  supposerons  qu'on  a  C>>B>' A;  alors 
l'axe  AL  aura  le  plus  grand  moment  d'inertie  B  +  C;  l'axe  AM, 
dont  le  moment  d'inertie  est  A  +  C ,  sera  l'axe  moyen,  et  l'axe  AN 
aura  le  plus  petit  moment  A+B.  Dans  cette  supposition,  la  quantité 

371  =  — Qx_^^ —  sera  toujours  positive  et  plus  grande  que  l'unité. 

Cela  posé,  l'équation  (i)  donne 

•     A         m  sîn®  y  +  cos  si«  cos* y  —  coa  (  2#  +  a* ) 

sm  (1  =  — — — — —       ■ ,  ^ — ; V  • 

m  —  cos  (a«  -+-  2« )  ' 

« 

et  elle  offre  trois  cas  à  distinguer. 

Premier  cas  :  m  sîn'}^  +  cos  2a  cos*y  •<  i . 

45.  Comme  le  dénominateur  m  —  cos  (  2â)  +  2a)  est   toujours 

positif , 
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pofiiiif^  il  £iot  que  le  numéraieur  soit  positif  aussi,  ce  qui  exige  que 
€Ê  ne  s'ëtende  pas  de  o**  à  i8o^.  Donc,  dans  ce  cas,  le  corps  ne  peut 
fiiice  que  des  oscillations  autour  de  son  axe  principal  AL. 

Pour  en  déterminer  l'étendue^  on  prendra  un  angle  fi<^  90^, 
tel  qu'on  ait 

cos  â/tt  =  — -  m  sin*^'  —  cos  2et  cos^j^j 

cette  valeur  donne  cos  (i8o* — 2/x)  —  cos  22a=(/7i^-*-i)8in*>,  quantité 
positive;  donc  fe>>  9Q''— *^«  Maintenant  pour  que  sin*6  soit  positif^ 
îl  faut  que  cos  3/ti-f-cos  (2û>-|-2a)  ou  2  cos(â>-4^a+/^)  cos  (»+«&— ^) 
soit  négatif;  donc  cù  positif  a  pour  limite  +  (90*—  «  +/^) ,  et  û>  né- 
gatif a  pour  limite  —  C^+AC'— 90**)  ;  l'étendue  de  chaque  oscillation 
est  donc  lare  2/11  <  180"*. 

45.  On  peut  prendre  pour  époque  du  mouvement,  le  milieu 
d'une  oscillation,  ce  qui  revient  à  faire  «=90^  Soit  alors  0  =  f ,  et 
on  aura  les  équations 

COS'  6  =5  ^ — -7—^ •    sin'u  =  — ^—  sin*b. 

m  4-  cos  2m    ^  '^  a 

Ce  cas  suppose ,  comme  on  voit ,  sin  C  <  uyrr:^  <  V  (c^Âv' 
et  puisqu'au  commencement  du  mouvement  on  a  01  =  90^  =£  L  ^ 
cot  C = ^^  tang  ê ,  il  faut  qu'on  ait  aussi  tang€  >  ^(^^  .  c^)  • 

c^est  le  symptôme  qui  distingue  ce  premier  cas  des  deux  autres. 
De  l'équation  précédente  on  déduit 


sin'd 


8Ïn*fêf^  8in*« 


f  • 


"i(m4-i) — 8in'«^ 

et  réciproquement , 

.    .  m+i     «in*C — am*9 

sm'  û)  =  i—~  . TA — • 

•    a  co8*fl 

Soit  sin  0  =  sin  f  cos  4  *  et   c*  =  HlHl  tang*  ff  =  i  —  ^^, 

T  '  a  ^o  co8*C^ 

on  aura 

*  sin  ji*  ain  4  cosC^/(i  — c*8!n*4) 

1/(1  — 8in^c<wH)'     ^^^^~     t/(i— sin-Cco^H)    * 

On  a  mis  le  signe  — -  à  sin  a»,  parce  qu'en  faisant  f=:o  et  <i=:o,la 
première  valeur  de  ^  (n*  14)  est  négative. 

44 
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D'après  ces  formules  »  la  correspondance  entre  «^  0  «1-4/  4ans  1^» 
quatre  premières  deipi-oscillalions,  est  telle  q«'<m  le  voit  ici: 

4  =  o*,        90',        ï8o»,        370*,        56o% 
ô  =  ^,  o,      — € ,  o,  €  , 

«  =1  o,  .  ^f*  ,  .  .      o,      -è-^,  o. 

r  - 

',  464.  Maintenant T^i  dan»  réqualion  (3)  du  n''  14 >  on  fait  asr  goV 
6t  qu'on  substitue  la  valeur  de  -r— r  tirée  des  formules  précédentes  , 
On  aura 


""  m  +  i  *  MuTcoaC  *  ^/(i  —  c*sin"4)* 

DVUeurs. on  a  K  =  -^j^^,  cot  e=g:^tang€,  et;;^^  =  ^^j 
donc  si  Ton  fait 

WcosicosC    C— A       x«r    •  //C— A    C— 


i 


sin  /«  A+  B 

on  aura 

idt  =r   ^ 


^^^°V(^-§+C)^ 


cft  en  intégrant  y 

it  =  F  (ç,  4), 

Soit  r  le  temps  d'une  demi-oscillation  ou  4CeIui'  d'une  demi*nuta^ 
lion  y  on  aura  r  =s  -r  F*c;  en  général^  si  Ton  fait  <  ss^Ar  db^^  Ar  élan! 
un  entier^  et  ^'  <  r,  on  aura 

4'  étant  déterminé  par  l'équation  it' =zV  (c,  4')* 

Si  -  n'excède  pas'~^  on  aura  d'une  manière  suffisamment  ap- 
prochée^ 

cit!  =  log  tang  (45^  +  7  c^')  , 

ce  qui  servira  à  déterminer  fort  simplement  4'  P^i*  le  moyen  de  t'^ 
et  réciproquement. 

On  poarra  donc  connaître,  par  ces  formules^  aussi  exactement 
qu'on  voudra^  l'angle  4  qui  répond  à  un  temps  /  quelconque^  et  oo 


,,«*^.^^%«.-L«î  -iJ^J- 
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voit  que  cet  angle  augmente  proportionnellement  au  temps ,  toutes 
les  fois  que  t  est  un  multiple  de  r. 

L'angle4^1^"^^^"i^^2^^  connaîtra^  par  les  formules  précédentes^ 
les  quantités  â>  et  6  qui  déterminent  la  position  de  Taxe  principal  AL 
par  rapport  a  la  directrice  AD^  et  celle  du  corps  par  rapport  à  son 
axe  principal. 

47*  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  Taléur  de  ^^  qui  fix.e  k 
position  du  méridien  JDL  dans  l'espace.  On>a  pour  cet  effet  l'équa- 
tion (5),  savoir,  ,  .     :  . 

atÊ 
^  sin6  ^ 

qui  devient 

I 

^        iïnCcôsJVC^Â  •  |/(i— c*5in"4)  "*"  (i  -+- tang*«ân*4) V^(t— e'*inHy  ^ ' 

et  dont  rintégrale  est    > 

I 

Soit  (b  la  valeur  de  ^  lorsque  '^I^^QO^'^  on  aura 

Pour  avoîif  la  Valeur  de  II*  (  tang*  €,  c),  on  observera  que 
c*  =i tang*C;  ainsi  efa  procédant  comme  dans  l'art.  55,  et 


faisant 


tang  X  =  i  taDg  C=.  ^(~)  =  \/(^-^^  ,     . 


>        • 


x>n.aqra  , 

sin  ^ ^.        ^  J9       \         r*  c^côsC 


sin 


•  •  —  F(i,X).(F'c  — E'c). 

On  connaîtra  donc  aussi  exactement  qu'on  voudra  la  valeur  de  4>. 
Faisant  ensuite  t  =  2kr  db  i',  ou  >[/  =  :2Â:. ~  t  ± 4'^  ^^  ^^ra 

^'  étant  la  valeur  de  f  correspondante  à  4^« 
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Second  cas  :  m  sin*  y  -+-  cos  2A  cos*}/  >  i . 

48.  Dans  ce  cas  on  voit  par  Téquation  (i)^  que  ai  n'a  plus  de 
limites  y  et  que  le  corps  doit  tourner  sans  cesse  dans  le  même  sens 
autour  de  son  axe  principal  AL.  Si  l'on  prend  pour  époque  da 
mouvement  l'instant  d'une  révolution  où  l'on  a  «=90*  et  0=C, 
l'équation  (i)  donnera 

cos'a=^^+'^^-^. 

m  «4*  cos  2m 

Ainsi  on  ne  peut  avoir  6  =  0;  c'est-k-dire  que  Taxe  AL  qui  faic^ 
au  commencement  du  mouvement^  un  angle  aigu  go"*— -^  avec  la 
directrice  AD,  ne  pourra  jamais  faire  un  angle  droit  avec  cette  direc-* 
trice.  Soit  f  '  la  plus  petite  valeur  de  9  ;  cette  valeur  aura  lieu  lorsque 
cos  20)  s=  •—  X  ;  ainsi  on  aura 

cos*  ff'  =  mdll  cos'  €. 


m  — 1 


49.  Ayant  fait  a  =:  90^,  les  formules  de  l'état  initial  du  mouve* 

ment  donnent  cot  ^=  ^-7^-^  tang  g,  et  par  conséquent  DL*<PL*; 

Fig. /•  cet  état  est  représenté  par  la  fîg.  4>  ^^  ^'^^  voit  qu'à  cause  de 
a  =  go^'y  il  £iut  qu'on  ait  aussi  L  =  90%  et  qu'ainsi  Taxe  AN  da 
plus  petit  nK)ment  se  trouve  en  N*  sur  le  premier  méridien  DL\ 
.On  voit  en  même  temps  ^  par  la  formule  du  n"*  14  ^  que  la  première 

valeur  de  ^  est  négative^  et  qu'ainsi  c»  est  toujours  négatif;  c'est-à- 
dire  que  pendant  que  Taxe  AL  tourne  autour  du  point  D^  dans  le 
sens  BC  ^  le  corps  tourne  sans  cesse  autour  de  l'axe  AL  dans  le 
sens  opposé  CB. 

D'après  cette  observation ,  soît  tang  eo  =  —  h  tang  4  >  f^  étant  une 
constante  que  nous  déterminerons  de  manière  à  simplifier  les  for« 
roules  ;  en  faisant  cette  substitution  on  aura 


^A  ( m  +  1  )  cos* C  (co3*4  +  ^*  ^^^^ -^ ) 

^^^  ^  —  (m  +  O  cos»4+('»—  O  A'sîn»V 


m  +  1  '  1        cos  C 


SoJtA'=ill3-i,  ou  A  = 

7»  —  1  ' 


on  aura 


bosC  ^ 
cos»  fl  c=:  cos»  €  cos»  4  4^  ^^^*  ^'  ^^^^  4  i 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  I.  849 

et  si  Ton  fait  C=  (A*— 1)  cor^=-^  cofÇc=i  — ™,  on 

aura  aussi 

sîn'  9  =3=  sîn"ff  (  I  — .  c*  sîa*4). 

Ces  équations  déterminent  les  valeurs  de  ûi  et  de  0  en  fonctions  de  4; 
sur  quoi  il  faut  observer  que  6  est  toujours  compris  entre  les  limites 
C  et  Ç!y  mais  que  oi  négatif  croit  continuellement  avec  4  9  cnsorte 
que  la  différence  4H~û»>  déterminée  par  Téquation  tang(4  +  ^) 

=  —  ft  +  x-^(A-i)co8a4^  ^^^  toujours  plus  peUte  que  go*. 

5o.  Il  faut  maintenant  substituer  dans  Féquation  (a)  la  valeur  de 
€»  tirée  de  l'équation  tang  o»  =:  —  h  tang  \^ti  celle  de  sin  0  en 
fonction  de  4  >  ^^  ^^^  donnera 

Or  on  a  K  =  — r-y-  et  — r—  =  77-^  ;  soit  donc 

8in  w  m+ 1         C— A  ' 

et  on  aura  en  intégrant^ 

it  =  F  (c,  4). . 

Si  Ton  fait  4  ^=  9^%  ^  ^^^^  ^^  temps  d^une  nutation  dans  laquelle 
6  passe  de  la  valeur  f  à  la  valeur  ^\  ou  réciproquement;  soit  T 
ce  temps  y  on  aura 

i 

Lorsqu'il  y  aura  peu  de  différence  entre  les  quantités  G^B^  A^ 
ce  qui  a  lieu  lorsque  le  corps  est  composé  de  couches  peu  éloignées 
de  la  figure  sphérique,  la  quantité  i  sera  très-petite^  et  le  temps 
d'une  nutation  sera  fort  grand;  c'est-à-dire  que  le  mouvement  de 
nutation  sera  très-lent. 

Si -est  un  nombre  entier  ^  on  aura  exactement  4=s'^*~> 
cl  par  conséquent j  »=5— 4=  —  î^.-tOn  voit  par  conséquent 
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que  le  mon'venieQt  particulier  du  corps  autour  de  son  axe  AL  ^  dans 
le  cas  dont  nous  venons  de  parler^  sera  très-lenl^  puisqu'il  ne  décrit 
go"^  que  dans  le  temps  r^  qui  est  celui  d'une  iiutation  ;  mais  ce  mou- 
vement s'exécute  toujours  dans  le  même  sens ,  c'est-à-dire  en  sens 
contraire  au  mouvement  de  Taxe  AL  autour  du  point  D. 

5i.  Il  ne.  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  ce  dernier  mouvement 
mesuré  p^ar  l'angle  ^  ;  or  on  a 

donc 

-    A  +  B        h  dnj. h        d4(i— c»8ln'4)^* 

et  en  intégrant^ 

^  =  £?&:  [ïï^  P  ('^' 4)  +  n  (cnang-e,  c,  4)]. 

Soit  9  la  valeur  de  (p  lorsque  4.  =  90%  on  aura 

Maïs  par  la  formule  du  n**  33,  on  trouve 

—  F  (*,€). (F'c—E'c). 

Tw»   Ml  1  l'a'         cosC  A  +  B      ,     COS  C^  COS  ?  rj    •.     % 

D  ailleurs  la   quantité  -t-> ^  .  ^      .   ^ ^-5 —  se   réduit  a 

^  8in  b  C08  »      C  —  A     '  sin  C 

cos  ^'  cot  (^  +  €  —  7  ^  )  ;  donc 

*  =  [cose'cot(f+€— j'7r)  +  E(i,  C)]F'c 

'     5a.  Si  -  est  un  entier  ,  on  aura  ^  =  -  $;  ona  en  même  temps ^ 

^  z==:^  TT.-;  ainsi  la  situation  du  corps  sera  déterminée  exactement 

^u  bout  d'un  temps  quelconque  t ,  multiple  du  temps  r  d  une  nn- 
tation^  on  pourra   déterminer    exactement  cette,  même  situation 
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lorsque  -  sera  rationiielle  ,  par  les  propriétés  connues  des  fonctions 

elliptiques. 

En  général ,  soît  t = 2kr  dtt!^  k  étant  un  entier  ^  et  <'  <  ^^  on  aura 
•^  =  2k. ^  -Tf  ±  4',  et  ^  =  2k.<l>  =1=  ^',  n(/'  étant  la  même  fonction 
de  t'  que  4  ^^^  ^^  ^>  ^^  ^'  ^^  même  fonction  de  4'  que  ^  est  de  4- 

Au  reste ,  si  —  est  une  fraction  plus  petite  que  ^  ^  on  aura  ^  avec 

une  exactitude  sufEsante^ 

^  cit'  =:  /tang(45^+ic4')î 

4'  étant  connu  y  on  en  déduira 

tang  û>'  =  —  h  tang  4'^ 

sin»Ô'  =  sin*f  cos*4'  +  sin'ff'sin*4^ 
ce  qui  détermine  la  position  du  corps  au  bout  du  temps  i. 

Du  cas  où  l'axe  de  rotation  initial  est  très^près  de  taxe  du  plus 

grand  moment  AL. 

55.  Alors  Tare  c  est  très-petit;  et  si  on  rejette  les  puissances  de  fi 
supérieures  à  la  seconde ,  les  quantités  Q  et  Q^y  qui  déterminent  reten- 
due de  la  nutation  de  l'axe  AL ,  seront  ainsi  exprimées  : 

^  =  ^'^  — (bTc)'> 

de  là  on  tire 

Si  la  différence  C  —  B  est  beaucoup  plus  petite  que  B— •  A,  ainsi 
que  cela  doit  avoir  lieu  dans  le  sphéroïde  terrestre^  h  sera  très-peu 

différent  de  l'unité^  et  on  aura  f  —  ^'  =    ^     .  -  ;  de  sorte  que  Tare  ' 

de  nutation  6-^C  sera  beaucoup  plus  petit  que  €.  Dans  la  même 
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hypothèse,  on  aura 

_  sjn^  __  C—B    B+A  , 

*^  —  *  """sinf  ~"C  +  B'B-a'» 

•■  =  w(.-i.-)v/(ciï-lïx). 

4  s=  '^  r^  '"'  7}  +  q"  ^^'^  ^'^* 

54*  Désignons  toujours  par  r  le  temps  d*une  nutation^  ou  celui 
pendant  lequel  le  corps  fait  un  quart  de  révolution  autour  de  soa 
axe  AL ,  on  aura 

r  =  |j(.+-;o-+j^)v/(§±^.i-^. 

et  l'expression  de  4  pour  un  temps  quelconque  i  deviendra 

«4/étantconnu,onaura9parréquationsin*6=sin*Ccos*4*f*sî>^*^^sîa*4» 
et  comme  on  peut  négliger  le  carré  de  €«—  €^^  on  aura  avec  une 

exactitude  suffisante , 

Quant  k  l'angle  ûi  ^  il  est  donné  exactement  par  Féquation  tang  «i 
=  —  A  tang  4 ,  ou  d'une  manière  approchée  par  la  valeur 

^  =—  4  —  T(gërD  ^"^  ^'^^ 
si  toutefois  G  —  B  est  très-petit  par  rapport  à  B  — -•  A. 

55.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  ^.  Pour  cela^  nous  remar- 
querons que  la  formule  du  n"*  5i  peut  se  réduire  à 

^  '      tin  s  .1  H-  (n»—  i)  nn*4 

Or,  réquation  tang  «»  =s — A  tang  4  donne  <i«»=a  —  -  1  /;^»^,\g|n.  t  » 
et  par  conséquent,  (A* — \)  f doù wof'\ ^=s. — h\  —  a'y  donc 

Op 
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OtoiiâC=(A'-i)cofC;donc^.*^  =  i|^(A4+«); 

d  ailleurs  commecos'é  est  une  quanliié  très-petite  du  second  ordre^ 
cette  quantité  se  réduit  à  j  cos'f  (A%|/  +  ^)«  On  peut  semblablement 

réduire  -A^  à  «  (i  +  icos^C);  ainsi  l'intégrale  précédente  devient 

zsz'^cfi^^  hcos^C.it;  donc  enfin  on  a  - 

^4-as=(K+7  Aicos*C)  /. 

Ainsi  l'angle 9 +^<^roitpi'^po^(ioQ^^ll6™6nt  au  temps ^  sans  aucune 
inégalité  sensible  j  d'ailleurs  en  substituant  les  valeurs  de  K  et 
de  iy  on  a 

K+aA,cos*Ç=Wcos€(i+icos»^.^)=Wcos€(i  + 
donc  enfin  ^  ^  ^ 

ce  qui  fait  voir  que  l'arc  ^-|-a»  est  décrit  par  un  mouvement  uni- 
forme ,  dont  la  vitesse  difiere  très-peu  de  la  vhesse  initiale  W^  puis- 
qu'elle est  W  (i  —  1 6* .  çxb)- 

Si  l'on  appelle  ^  la  valeur  de  (f  lorsque  '^  =  90%  ou  pendant  le 
temps  d'une  nutation  y  on  aura 

56.  Voici  comment^  dans  Thypothèse  précédepte^  on  déterminera^  pig.  6. 
au  bout  du  temps  ty  la  position  d'un  point  quelconque  du  corps  situé 
au  commencement  du  mouvement ,  sur  le  rayon  AP**  déterminé  par 
les  deux  élémens  DLT*  =  il ,  LT'  =  P. 

Ayant  fait  l'arc  BX  =  ^  ^  on  aura  d'abord  la  position  du  méridien 
DX  ;  prenant  ensuite  LX  =  9  =  C  —  (€  —  6')  sin*  >[/ ,  on  aura  la 
.  position  de   l'axe  AL;  enfin  si  l'on  fait  l'angle  D.LPr=:il  —  », 
puis  l'arc  LP=  P,  on  aura  le  ïieu  cherché  du  rayon  AP. 

45 
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Supposons  ^  pour  plus  de  simplicité ,  que  -  soit  tiii   entier ,  on 
aura  4^==ï'^*->  to=:^— %[/:=  — î^.-,  ^==W£— ai,  en  supposant 

e:^±^c(i-f-i.g^^sinV4).  Connaissant  DL ,  LP  et  Tangle 

DLP  =  il  —  û),  la  résolution  du  triangle  DLP  donnera  les  formules 
suivantes  pour  déterminer  l'angle  BDPs=  x  et  k  dbtance  DP=^. 

Soit  /=:^  ji^^  6  Ct  +  ï-^ï^A*  ^'^*  '^y  '  ^^  ^'^"^  ^^S^^S^  ^^^  quan- 
tités de  Tordre  £%  on  aura 

LDP  =    TT    •—  n  —  4  — . /G0tPsin(n  +  4), 
a;ca=W'/+'»'  —  n  —  / cot  P  sÎQ  (iH- 4 ) > 

j'=  p  — /co8(a+4). 

« 

On  voit  qiïe^  varie  depuis  P— /jusqu'à  P  +fy  et  que  l'angle  BDP 
ne  croit  pas  tjout-à-fait  proportionnellement  au  temps^  puisqu'il  y  a 
^ans  son  expression  une  équation  ou  inégalité  y* cot/7sin  (n+4)9 
dont  rargument  est  II -f-^-  Cette  équation,  qui  ne  peut  monter  qua 
la  petite  quantité  /  coipy  dans  un  sens  ou  dans  Tautre,  et  qui 
d'ailleurs  ne  peut  que  varier  très-peu  pendant  une  révolution  autour 
de  l'axe  de  rotation  diurne^  sera  toujours  insensible  dans  le  mou-^ 
vement  de  la  Terre. 

Troisième  cas  :  m  sîn*j'  +  cos,2»cos*  j^  ==  i» 


Fig.  a.     57.  Ce  cas  où  l'on  a  sîn*  «  =  — ^  ^«^g*^'  9  r«vîefnt  k  celui  de 

l'art.  269  et  n'exige  aucun  nouveau  développement.  En  efTet^  la 
figure  2  représentant  l'état  des  choses  au  commencement  du  mou-' 
vement,  suppose  DLM  =  a,  LD  =  i  «^ —  y.  Prolongeons  l'arc  LD 
à  la  'distance  J3V  =  tt  —  DL ,  et  soit  DML^  =  a',  DM  =  i  'tt  —  y'^ 
afin  que  les  quantités  a!  et  y^  représentent,  pour  l'axe  AM  ,  des 
quantités  analogues  à  et  et  >  pour  Taxe  AL.  Dans  le  triangle  sphé*' 
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rique  DLMy'  où  le  càié  LM.  est  de  90%  on  aura 

/  «in  y  siny 

—  COS  a'  =:  j  ,      C05  «  ;:=?  — ^  : 

V  coi  y  '  coay' 

donc 

,  ,        aih'y                finV                        tan^  s 

COS'flt  = 


COS*  y  I  —  cos*y  C0S'«         tang^y  +  8m*#         TO+  1  * 


f        3  —  m 

et    COS  2cl'  =^ 


m+  1  ' 

substituant  la  valeur  m  sa  — c^Sn^  '  >  il  viendra 


C*  —  B' 

,         C*  +  A»  —  flB' 


COS  aa^ 


C»  — A*        *        -^ 
J'ai»'        *•  C*4-B*— aA»     ,  . 

c  est  ce  que  devieut  1  équation  cos  2A  =   ■   r«_B*    '  >  «>rsqu  oa 

échange  entr'elles  les  lettres  B  et  A,  afin  que  Taxe  ASf  désigiie*, 
dans  le  cas  présent^  le  même  axe  que  AL  dans  Tart.  ij. 

Recherche  de  Taxe  de  rotation  et  de  la  vitesse  angulaire  à  chaque 

instante 

58.  Quoique  le  mouvement  du  corps  soît  déterminé  par  ce  qui 
précède  y  d'une  manière  complète  ^  cependant  comme  les  trois  mou- 
vemens  de  rotation  y  continus  ou  alternatifs  y  que  nous  avons 
considérés^  peuvent^  pour  chaque  instant^  se  réduire  à  un  seul 
mouvement  de  rotation  autour  dun  axe  variable  ^  il  sera  utile  dç 
déterminer  la  position  de  cet  axe  et  la  vitesse  angulaire  a  l'instant 
•   donné. 

Supposons  qu'au  bout  du  temps  t  Taxe  de  rotation  rencontre  la  Fig.  7; 
sphère  au  point  I,  et  que  la  vhesse  angulaire  autour  de  cet  axe^ 
dans  le  sens  BC,  soit  w.  Faisons  Tangle  LDI  =5  A^  et  la  distance 
DI  =  r^  on  trouvera  comtm  au  n*  10  ^ 

T-  =  -F-  tv  sin  A  sin  v.. 


dm 

dt    -~ 

COS  A 

IV  sm  y  .  — s . 

COS  6' 

dp 

w  (  COS  p  —  si 

I 


sin  p  long  9  cos  A). 
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Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  différentielles  an  n^38^ 
on  aura  les  équations  suivantes  pour  déterminer  les  trois  quantités^ 
fv  y>^,y,  relatives  à  l'axe  instantané  de  rotation  r 

tanc  A  =      ^n(a^  +  g^)      ^     ^ 

.  (  cos  a#— m  )  cosV  tangO 

o      *^  »  —  m  —  (co«fl«  —  m)  cosV*   cos  A  ^ 

K.     f      I    /m— co8  2j»\         .  n 
TV  =  -— - 1   I  +  ( )  cos» V    . 

cos  P  t.  \      »■— 7»     /  '^J 

Sg.  Par  la  théorie  précédente  on  connaît ^  pour  un  temps  donnée 
les  quantités  cû  ^  8;  on  connaîtra  donc^  par  la  première  équation^ 
la  valeur  de  X;  par  la  seconde^  celle  de  v,  et  par  la  troisième^  celle 
de  la  vitesse  angulaire  w.  Ainsi  l'axe  de  rotation  et  la  vitesse  angu- 
laire sont  déterminés  à  chaque  instant. 

La  troisième  équation  offre  ce  théorème  remarquable ,  que  la 
vitesse  angulaire  est  toujours  réciproquement  proportionnelle  au  cosinus 
de  la  distance  de  Taxe  de  rotation  à  la  directrice.  Il  s'ensuit  que  ce 
cosinus  n'est  jamais  zéro^  et  qu'ainsi  l'axe  de  rotation  qui^  au  com- 
mencement du  mouvement  y  £ait  un  angle  aigu  avec  la  directrice  ^ 
fera  perpétuellement  un  angle  aigu  avec  elle^  et  ne  s'en  écar«- 
tera  plus  ou  moins  que  par  un  mouvement  de  nutation  qu'il  est 
facile  de  déterminer. 

Cette  propriété 9  au  reste,  confirme  ce  que  nous  avons  déjà  dit^ 
n"*  1 1 ,  sur  l'invariabilité  de  la  directrice,  quel  que  soit  celui  des 
trois  axes  principaux  dont  on  se  sert  pour  déterminer  le  mouvement 
du  corps. 

Nous  observerons  enfin  que  les  valeurs  de  ^  >  v  >  ^  sont  indépen^ 
dantes  de  ^,  et  peuvent  par  conséquent  se  déterminer  par  les  seules 
fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce. 

'  6o.  Si  du  point  I  on  mène  l'arc  IQ  perpendiculaire  au  méridiem 
mobile  DX,  la  position  du  point  I  pourra  être  déterminée  assez- 
simplement  par  les  coordonnées  DQ  =  ar,  Qt=:^;  or  on  a 

tang  a:=tang  y  cos  A,  sin7=sin  v  sin  X,  cos  j*=  — ^ ,  tang/s=sina:tangA; 


amsi  les  valeurs  de  a;  et^  seront  données  ixnmédiatemenl  par  les^ 
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éqaations 

tanc  X  =  f\zx%a  fl  /  =       (  cos  a^ — m  )  co8 y        \ 

— _  ^'"'^      sin  ( a#  +  a» ) 
S  J^  ""■  an  â'i^os(94v-4-  lui)  — m* 

Gomme  les  yaleurs  de  ûi  etde  d  reviennent  toujours  les  mêmes  après 
deux  nutations  de  Taxe  AL  ^  il  s'ensuit  que  dans  cet  intervalle  de 
temps  ^  le  point  I^  extrémité  de  Taxe  de  rotation ,  décrit^  relative- 
ment au  méridien  mobile  DL^  une  ovale  ^  ou  en  général  une  courbe 
rentrante,  et  revient  au  point  d'oii  il  est  parti.  Nous  examinerons  plus 
particulièrement  la  figure  de  cette  ovale  dans  les  différens  cas  géné- 
raux qui  ont  été  traités  jusqu'ici. 

6i.  Lorsque  le  mouvement  de  Taxe  AL  est  tel  que  les  valeurs 
de  6  sont  alternativement  positives  et  négatives,  la  nutation  de  cet 
axe  s'étendant  depuis  8  =  f  jusqu'à  d  r=  — -  ^,  alors  on  voit  par 
l'équation  tang  a:=y  tang  8,  oùy*  est  un  coefficient  constant,  que 
la  valeur  de  x  sera  aussi  alternativement  positive  et  négative;  de 
sorte  que  les  limites  de  x  seront  -\-  a'  ei  —  a'.  Dans  le  même  cas, 
on  verra  que  les  limites  de  jr  sont  +  *'  «^  —  i'  ;  d'où  il  suit  que 
le  point  I,  considéré  relativement  au  méridien  mobile  DL,  décrira 
une  espèce  d'ellipse  dont  Dest  le  centre,  et  qui  aura  deux  diamètres, 
l'un  2a' y  dirigé  suivant  le  méridien,  l'autre  2b\  perpendiculaire  au 
méridien. 

62.  Considérons ,  par  exemple ,  le  premier  des  deux  cas  qui  peuvent 
avoir  lieu  lorsque  AL  est  l'axe  moyen;  alors  on  a  (art.  19)^  =  0^ 

yz=z€y  sin*  ju  =  iZl^  sin»  Ç ,  ce  qui  donne 

^ (  I  —m)  cos'  g  (A— B)co8^C 

-f       .  n—  m  — (  1  —  m)  co8*C  "^  A  +  C  — (A— B)  co«*r 

Soit  a'  la  valeur  de  x  qui  répond  à  0  =  € ,  on  aura 

,  ^.         ^  (A  —  B)8inCco8C 

tang  «'  =/tang  g  =  a+C- (A~B)co>«e- 

Soit  V  la  valeur  de^  qui  répond  à  6  =  o  1  on  aura 

tane  b'  =    /^'"  ^f*     _  fj^^ëJ.  —  ^ang  a'  tang  C 
S  cos  12/»  — -  m  tang  ^  \  tang  ^       ^ 

«ÏO'ic  s?'  =  ?^;  or  on  a  ^  <  g;  donc  «'  <  b'. 


Fig.  8. 
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Dans  ce  premier  cas,  Taxe  de  rotation  AI,  considéré  toujours  par 
rappoft  au  méridien  DL,  comme  si  celui-ci  était  fixe,  décrit,  dans 
le  sensPr  ou  BC,  un  quart  de  son  orbite,  pendant  le  temps  rdune 
demi-oscillation,  ou  pendant  que  Taxe  AL  passe  de  L^'à  L'  ou  B. 
II  continue  son  ftiouvement  dans  le  même  sens  pendant  les  trois 
déitti-oscillâtiorts  suivantes;  de  sorte  qu'après  le  temps  4t,  qui  est 
o&ltii  de  deux  oscillations  ou  de  deuic  nutations ,  Taxe  a  parcouru 
sort  orbite  entière,  et  se  retrouve  au  point  1%  d'où  il  était  parti. 

t'endant  ce  mouvement,  la  vitesse  angulaire,  qui  est  toujours 
comme  — — ,  ne  varie  qu'entre  les  limites  W  et  — ~i?"î  ^^  première 

§t  lieu  auK  points  du  méridien  P,  P;  la  seconde  aux  points  P,  P, 
qui  en  sont  les  plus  éloignés;  d'ailleurs  puisqu'on  a  «'<^',  on  voit 
^ue  là  vtte»se  hors  du  méridien  est  toujours  plus  grande  que  la  vitesse 
dans  le  méridien. 

63.  Dans  le  second  cas  du  mouvement  de  Taxe  moyen  (art.  25),  on  a 


90%> 


€  ^  sin*ft  =s=  ■'    ^  sin'  ff  ,  ce  qui  doan« 


tango:  c=/ tango,    fsz 


sm  £      sm  Si» 


(C  — A)cos»C    ^ 
A  +  B  +  (€  — A)co««C> 

sin  X  €•— B*  tang  ^k  sin  •</    - 


o  «^        sin  6  '  7^1  +  cos  â«  sin  0  *  C* —  A**  i  —  c*  ain*4' 

DànS^<raS,  comme  dahs  te  précédant',  on  suppose  C>  A>B; 
eînsi/*  efet  négative  ^  ^  par  conséquent  la  première  valeur  de  jc, 
lorsque    £  =o,  est   aussi   négative  :  faisant  tilors  a:  =  —  a',  on  a 

tang  a'  =  —/tang  €  =  x^^p^  ^^^  j^)— s^f  En  effet,  nous  savions 

déjà  ,  par  ï'élat  initial  du  mouvement,  que  le  point  D  doit  se  trouver 
Fig.  9.  entre  P  et  L^  Ayant  Fait  d'ailleurs  L*^P  =  «,  DL^=f 'TT  — Ç,  et 

ayant  trouvé  cot  C  =  g-^-^  tang  g ,  on  a  Dï*  (M  à'  =  € — (  j  ^ — S)  , 

et  par  conséquent  tang  a'  =    ^g**^p        .  q^  q^j^  g„  substituant 

la  valeur  de  tang  €  «en  coli?^  revient  à  la  valeur  précédente. 

Les  valeurs  xc= — a'yj-zzzo  répondent  à  ^  =  0  ou  <^=o.  Soit 
maintenant  ^  =  r  ou  «n^  =  90%  on  aura  6  =  0  et  x  =  o  ;  ensuite 
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faisant  ^  =  b'^  on  aura 

Lf  /.C»— B»    tang/i*' r  C— B*    tang^os>  /tang*ff 

ce  qui  donne  encore  -^^  ,  =  ^^^^  ;  et  comme  on  a  f  >  u ,  îl 

is'ensuit  V'>  a^  i  de  aorte  que  l'ovale  décrite  par  le  point  I  autour  * 
du  centre  D ,  a  ^  comme  dans  Je  premier  cas  ^  son  grand  diamètrrç 
perpendiculaire  au  méridien. 

II  résulte  de  ces  formules  »  que  Taxe  de  rotation  passe  de  P  en  1% 
c'est-à-dire  décrit  le  quart  de  son  orbite  dans  le  temps  r  d'une  demi- 
oscillation  :  il  continue  ainsi  dans  les  trois  demi*oscillations  suivantes , 
et  son  orbite  entière  est  parcourue  dans  le  temps  /^Xy  qui  est  celui 
de  deux  oscillations  ou  de  deux  nutations.  Ce  mouvement ,  qui  a 
toujours  lieu  dans  le  même  senjs ,  c'est-à-dire  dans  le  sens  CB  ^  sie 
renouvelle  de  la  même  manière  dans  les  périodes  suivantes^  et  ainsi' 
à  l'infini. 

On  fera  d'ailleurs  la  même  remarque  que  dans  Fart,  précédent^  sur 
la  variation  de  la  vitesse  angulaire.  Elle  est  la  plus  petite  =  W  sur  le 
méridien  en  P  et  1%  et  la  plus  grande  en  P  et  1^^  lorsque  le  point  I 

est  le  plus  éloigné  du  méridien  ^  où  sa  valeur  est  W  »  "v/. 

Tels  sont  les  mouvemens  que  Taxe  de  rotation  AI  exécute  par 
rapport  au. méridien  où  se  trouve  l'axe  moyen  AL,  dans  les  deux 
cas  qui  peuvent  avoir  lieu  y  selon  que  Taxe  AM  ou  Taxe  AN  est  au 
commencement  du  mouvement  dans  le  même  méridien  que  l'axe  AL 
avec  J'axe  de  rotation  primitif  AP. 

64-  S^  ^  est  positif  et  plus  grand  que  l'unité ,  ce  qui  a  lieu^ 
comme  nous  Tavons  vu ,  dans  l'hypothèse  C  >  B  >  A ,  où  AL  est 
Taxe  du  plus  grand  moment^  et  AM  l'axe  moyen^  il  faut  distinguer, 
comme  ci-dessus^  deux  cas  qui  donnent  lieu  \  des  mouvemens 
Irès-différeas. 

Premier  cas.  Si  la  pasjtion  initiale  de  l'axe  de  rotation  est  telle 
que  le  corp3  ne  pui^e  faire  que  àe%  oscîUal^'ons  ai^tour  xle  l'ax^  AL  y 
alors  on  trouvera  des  résultats  analogues  aux  précédens^  mai^  avec 
des  difierences  qui  méritent  4'être  remarquées. 
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Il  faudra,  dans  ce  cas,  faire  «1=1  w,  y^C,  sm*fe=  "  -  sin'g , 
ce  qui  donnera 

tanga:=/tang9,    /=  -  a +  B^+iC-X)  cos' S> 

^^^  8În  X         sin  am       ^_^  /.  cos  x         sin  aiv 
8  y  -^  gin  9  *  m  +  cos  a*       •^  *  cosfi  *  m  +  cos  a#* 

Mais  par  les  formules  du  n"*  4^^  on  a 

doqc 

iang^=-  ^-^-^j^^ç.  ^3j^.sin^V(i-c'sm*4). 

Au  commencement  du  mouvement  où  /==o  et  «^  =  0^  on  aura 
j'  =  o  j  cl  si  Ton  fait  x  =  —  a',  on  aura 

.  f  y..  J9  (C— A)8ÎnC  cos  C 

ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  donnée  immédiatement  par  l'état  initial 

A     I    H 

du  mouvement  a'  =  «  —  (|  tt —  C) ,  où  Ton  a  col  Ç  =  g-xT  ^^  ^• 

Pour  avoir  la  position  de  Taxe  de  rotation  au  bout  du  temps  r,  qui 
est  celui  d'une  demi-oscillation^  on  fera^|/=  j^^  6  =  0^  ce  qui 
donnera  x=o;  et  si  l'on  faiijrz=:b'y  on  aufa 

^  (  m  + 1)  cos  C  cos  C  taag^    ' 

d'où  résulte  encore  /"^   ,  =  /"^   :  mais  comme  dans  ce  cas  ^<u, 

tang  ti  tang  /•  '  ^*^  r'^ 

il  s'ensuit  qu'on  a  £'  <  a'. 

On  voit  par  là  que  pendant  le  temps  r  d'une  demi-oscillation , 
F)g.  10.  l'axe  de  rotation  décrit  un  quart  de  son  orbite  en  passant  de  P  en  T; 
il  continue  ce  mouvement  dans  le  même  sens  pendant  les  trois  autres 
demi-oscillations;  de  sorte  que  dans  le  temps  4^^  qui  est  celui  de 
deux  oscillations  ou  de  deux  nutalions  y  l'axe  de  rotation  parcourt 
son  orbite  entière^  et  les  choses  sont  rétablies  dans  le  même  étit 
qu'au  commencement  du  mouvement. 
X4'ovale  décrite  par  Taxe  de  rotation  a  pour  centre  le  point  D^ 

comme 
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comme  cela  a  lieu  dans  les  mouvemens  rapportés  à  Taire  moyen  ; 
mais  il  y  à  cette  différence  dans  le  cas  présent^  que  Fovale  est 
along^ée  dans  le  sens  du  méridien  y  puisqu'on  a  trouvé  V  <  a\ 
tandis  que  dans  lés  deux  cas  qui  sont  relatifs  à  l'^oce  moyen  ^  on  a 

Dans  ce  cas  donc  la  plus  grande  vitesse  W  aura  lieu  dans  le 
méridien^  lorsque  Taxe  de  rotation  répondra  aux  points  P  et  P, 

et  la  plus  petite t/—  aura  lieu  aux  points  P  etF^  les  plus  éloignés 

du  méridien. 

65.  Second  cas.  Si  l'état  initial  du  corps  est  tel  qu'il  doive  tourner 
sans  cesse  autour  de  l'axe  AL ,  cet  axe  ne  peut  plus  s'éloigner  de  90* 
de  la  directrice  AD  y  et  sa  nutation  est  limitée  depuis  0  ss  6  jusqu'à 
fi  =  £'^  valeurs  entre  lesquelles  on  a  cette  relation  : 

cos^C  =  — ^—  cos*b  =  sr — nCOs*b; 

m — 1  B*  —  A*  ' 

»     •      • 

de  sorte  que  pour  que  ce  second  cas  ait  lieu^  il  &ut  qu'on  ait 

ou  c*  =  I  -^ — r-;?^  les  équations  qui  servent  à  déterminer  m  et  0 
par  le  moyen  de  la  variable  4  >  sont 

tang«=-Ateng4,        A==^=:^(^), 
sin  fl  =  sin  ff  {/(i  —  c*  sin'  4  )• 

Pour  avoir  maintenant  les  coordonnées  xetjr  qui  déterminent  la 
position  de  l'axe  de  rotation  à  un  instant  quelconque  y  on  fera,  comme 
dans  l'art.  49?  ^=î  "^y  >  ==^>  ^^  ^^^  formules  du  n"*  60^  combinées 
avec  les  précédentes  y  donneront 

tariga:=/tangfl,      /==  -  ^  +  B +lc  -  A^coa-^* 

sîn  o;  8În  s«  ah  sin  -1  cos  -X     sin  x 

tanff  r   =    -r—r  .  ; = ^V .  -7— X. 

Comme  6  est  toujours  positive  y  on  voit  que  a:  est  toujours  négative ^ 
et  qu'ainsi  l'ovale  décrite  par  l'axe  de  rotation  est  toute  entière 

46 
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d'oa  même  côlé  du  pôle  D;  ea  quoi  ce  cas  diffère  de  tons  îe$ 
pfécédens^  où  le  point  D  était  le  centre  dç  l'ovale  décrite  par  Taxe 
de  rotation. 

Les  limites  de  4 ,  savoir  ^  0  =  ^  et  fi  =  €V  ont  lien ,  la  première 
lorsque  i  =  o  et  4^  =  o,  la  seconde  lorsque  ^  =  t  et  4^=  i'»^. 
Soient  dans  ces  deux  mêmes  points^  xzss.^-al  et  j;  =  — a",  le» 
limites  de  or;  on  aura 

tang  a'  s=  < —  f  tang  ^     et    tang  <i"  =  —  f  tang  C; 

on  a  ^  >  Ç!^  on  aura  donc  aussi  d  >  (i\  Dans  ces   deux  points  , 

^-=o;  d'ailleurs  en  faisant  %[/  ^ï*^,  on  voit  que  tang^  est  positive* 

Donc,  pendant  le  temps  r  que  Taxe  AL  emploie  à  parcourir  son 

arc  de  ntitation  de  L""  en  L%  l'axe  de  rotation  parcourt  la  moitié  de 

Fig.  u.  «on  otale  Pnl*  dans  le  sens  CB. 

Lorsque  l'axe  AL  reviendra  de  L*  à  L*^,  l'axe  de  rotation  par- 
courra l'autre  moitié  de  son  ovale  ^  et  reviendra  au  point  P  en  même 
temps  que  l'axe  AL  au  peint  L%  et  ainsi  à  l'infîni. 

Ainsi,  pendant  que  Taxe ^ de  rotation  fait  une  révolution  entière 
dans  son  orbite  ^  l'axe  du  plus  grand  moment  AL  parcourt  deux 
arcs  de  nutation  qui  le  ramènent  au  point  d'où  il  était  parti  ^  et 
le  corps  fait  une  deipi-révolution  autour  de  l'axe  AL. 

La  vitesse  angulaire  la  plus  grande  sera  W  au  point  1%  et  la  plus 

W  cos  a!  •   *  Ti 

petite  sera  y-  au  point  r. 

66.  Si  Ton  suppose  €  infiniment  petit^  comme  dans  Tart.  55^  les 
points  P  et  1%  qui  sont  les  extrémités  du  diamètre  de  l'ovale  dans  le 
sens  du  méridien  ^  seront  déterminés  par  les  valeurs 

,  SI  l'op  suppose  C  —  É  beftac«ap  plus  petit  ^e  C — A ,  ensorte 

qu'on  ait  C*~B*  =  / (C*—  A*) ,  i  étant  très-petit,  on  aura 

fi        fil I  .  C—"  * 
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donoV— -  ^  est  encore  beaucoup  plas  petit  que  l'arc  de  xiutalioa 
€-^6',  puisqu'on  a 

a'-^d'  est  Taxe  de  Tovale  dirigée  dans  le  sens  .du  méridien.  Pour 
avoir  l'autre  axe  perpendiculaire  au  méridien,  il  faut  chercher  là 
valeur  de^  lorsque  4^  =  4^%  «t  on  aura 

Cette  valeur  de  jr  est  ^;ale  à  ^  — -  i/^  Donc,  dans  Fovale  décrite 
par  Taxe  de  rotation ,  Taxe  perpendiculaire  au  méridien  est  double 
'  de  Taxe  dirigé  dans  le  sens  du  méridien. 

La  vitesse  angulaire  est  la  plus  grande  au  point  1%  où  elle  est 
égale  à  la  vitesse  initiale  W  ;  elle  est  la  plus  petite  an  point  I',  où 

elle  est  W  ^^  =  W  [ i  —  i:  (a'*— «'•)] /c'est-à-dire 

C— B    C  — A* 


lis  la  différence  de  ces  deux  vitesses  est  un  infiniment  petit  qu'on 
peut  regarder  comme  fort  au-dessous  du  second  ordre. 

Remarque  sur  le  mouvement  de  Vaxe  de  la  Terre ^ 

67.  Comme  il  est  infiniment  probable  que  Taxe  de  rotation  pr!-- 
mitif  de  la  Terre  n*a  pas  coïncidé  exactement  avec  un  axe  prin- 
cipal, ou  du  moins  que  ces  deux  axes  se  sont  séparés  par  quelque 
variation  arrivée  à  la  surface  ou  dans  Tintérieur  du  globe ,  il  est  à 
présumer  que  les  inégalités  qu'on  vient  de  calculer  ont  lieu  effecti- 
vement dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre.  Mais  comme  elles 
sont  extrêmement  peu  sensibles  ,  et  que  la  quantité  €,  beaucoup  plus 
grande  que  cl^  ne  peut  monter  tout  au  plus  qu'à  quelques  secondes^ 
ce  n'est  que  par  une  longue  suite  d'observations  très-délicates  qu'on 
pourra  s'assurer  de  leur  existence. 

Soit  D  le  point  fixe  du  ciel,  très-voisin  du  pôle  mobile  autour  FIg.  ia« 
duquel  la  Terre  parait  tourner  à  peu  près  dans  un  jour ,  la  distance 
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de  ces  deux  points  étant  tellement  petite  qu'elle  ne  ponrrajamak 
devenir  sensible  pair  l'observation.  Soit  L  rextrëjnité  de  Taxe  prin- 
cipal de  la  Terre  ^  voisin  du  pôle^  de  manière  que  la  distance  DL  ^ 

A  -4-  C 

ou  -^7]  r  ^  ^'^^^  peut-être  pas  insensible  ;  on  peut  au  moins  la  re- 
garder comme  constante  ^  et  négliger  la  nutation  f  —  Q .  Soit  P  le 
zénith  d'un  lieu  de  la  Terre  qui  ne  soit  pas  fort  près  de  L  ;  soit 
la  constante  LP  =  /? ,  et  Tangle  variable  DLP  =  fl  —  û>  ,  on  aura 

A  -^  C 

DP  =  ;?  —  ^  .  ^  g  cos(n  — û)).  D'où  il.  suit  que  la  distance  du 

•  •  A  -4-  f 

zénith  au  pôle  variera  pour  un  lieu  quelconque,  depuis  p      p  T  ^  « 

jusqu'à  p  +  g-XT  ^"  ^^"^^  s*  >  P*''  ^®s  observations  exactes  de  la 

hauteur  du  pôle,  dégagées  de  la  réfraction,  de  l'aberration  et  des 
nutations  dues  aux  causes  externes,  on  trouve  que  cette  hauteur 
n'est  pas  constante ,  ce  sera  une  preuve  qu'il  y  a  un  mouvement 
naturel  dans  Taxe  terrestre  ;  mouvement  dont  la  cause  est  dans  la 
Terre  même,  et  qui  doit  être  distinguée  de  la  nutation  causée  par 
l'action  de  la  Lune  et  des  planètes.  C'est  peut-être  par  ce  mouve- 
ment qu'on  pourrait  expliquer  la  petite  différence  que  des  observa- 
teurs exacts  ont  trouvée  entre  l'obliquité  del'écliptique^  déduite  des 
solstices  d'hiver,  et  l'obliquité  déduite  des  solstices  d'été. 

On  peut  remarquer  que  depuis  la  plus  grande  jusqu'à  la  plus  petite 
hauteur  du  pôle  pour  un  lieu  quelconque^  la  Terre  fait  une  demi- 
révolution  autour  de  son  axe  principal.  Le  nombre  de  jours  écoulés 

dans  cet  intervalle  est  donc,  d'après  nos  formules ,  \  v/fgizT-  c^Ty* 


A, 

y 
C 


OU  7-^£t>  "  ^'^^  admet,  ce  qui  est  fort  vraisemblable,  que  Ç 

diffère  beaucoup  moins  de  B  que  de  A.  D'un  autre  côté,  il  parait 

par  le  phénomène  de  la  précession  des  équinoxes ,  que  la  valeur  de  -r 

est  comprise  entre  ^  et  ^  \  donc  te  temps  dont  il  s'agit  est  d'en- 
viron i5o  ou  i6o  jours.  Ces  résultats  auraient  encore  lieu ,  quandi 
même  on  aurait  exactement  B  s=  C ,  ce  qui  est  le  cas  de  l'art.  iS. 
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Bemarque  générale. 

68.  Quelles  que  soient  la  figure  et  la  constitution  intérieure  d'uii 
corps  solide  qui  peut  librement  tourner  dans  tous  les  sens  autour' 
d'un  point  fixe,  et  qui  n'est  soumis  à  Faction  d'aucune  force 
accélératrice ,  le  mouvetnent  de  ce  corps  peut  toujours  èlre  assimifé 
à  celui  d'un  ellipsoïde  homogène  de  même  masse  ^  dont  les  demi- 
axes  principaux  a\  b'y  d y  dirigés  dans  le  même  sens  que  les  axes 
principaux  du  corps  proposé  y  ont  les  mêmes  momens  d'inertie  y  et 
qui  aurait  reçu  la  même  vitesse  initiale,  dans  le  même  sens  et  autour 
du  même  axe  de  rotation. 

En  effet,  les  seuls  élémens  qui  y  dans  la  théorie  précédente  y  dé- 
pendent de  la  figure  du  corps  et  de  la  loi  que  suit  la  densité  de  sei$ 
différentes  molécules,  sont  les  quantités  A,  B,  C,  par  lesquelles  se 
forment  les  momens  d'inertie  du  corps  relativement  aux  trois  axes 
principaux.  Donc  si  ces  quantités  sont  égales  dans  deux  corps ,  et 
si  rimpulsion  primitive  est  la  même  y  ces  deux  corps  auront  né-« 
cessairement  la  même  position  et  les  mêmes  vitesses  au  bout  dua 
temps  quelconque. 
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Et         «  il 
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Du  mouvement  d!un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes. 

jSq.  il  ous  supposerons  d'abord  que  la  vitesse  initiale  du  corps  est 
dirigée  toute  entière  dans  un  plan  qui  passe  par  les  deux  centres 
fixes,  et  qu'ainsi  le  corps  est  assujétî  à  se  mouvoir  dans  ce  plan.  Cela 
posé,  nous  suivrons  Tanalj^se  quEuler  a  donnée  le  premier  d)e  ce 
problème,  dans  les  Mémoires  de  TAcadémie  de  Berlin,  ann.  1760* 
Nous  donnerons  ensuite  les  développemens  que  fournit  la  théorie 
^  des  fonctions  elliptiques  pour  en  compléter  la  solution. 

Analyse  du  problème. 

Fig.  i3.  70.  Soient  F  et  G  les  centres  vers  lesquels  sont  dirigées  les  deux 
forces  attractives  ;  soient  A  et  B  les  intensités  de  ces  forces ,  mesu-> 
rées  à  l'unité  de  distance^  M  le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  U 

'  Ayant  abaissé  MP  perpendiculaire  sur  l'axe  EFG,  nous  ferons    * 

FG  =  fl,  GP  =  x,  FM=j,  FM  =  r,  GM  =  5, 
l'angle  EFM  =  (p ,     l'angle  EGM  —  cù, 

ce  qui  donnera 

X  —  a  =  r  cos  ^,^  =  rsîn^=:^  sin  cù  y  x  ^=s,s  cos  «. 

Au  point  Mie  corps  est  sollicité  par  la  force  -r-  dirigée  suivant  MF , 

B 

et  par  la  force  -^  dirigée  suivant  MG  ;  donc ,  en  supposant  dt  con$« 

s 

tant,  les  équations  différentielles  du  mouvement  seront 

ddx   A  (  X  —  a)         Bx 

^,^x  ==  _  ^  _  2r 


r 
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MaUipliant  la  première  par  dx^  la  seconde  par  dy^  ajoutant  les 
produits^  et  intégrant^  on  aura 

f\  da^+dy^_K    ,    B         C 

VV  arft*      "■  r  "*■  5  "*"  a» 

équation  qui ^ après  avoir  déterminé  la  constante  Ordonnera  la  vitesse 
du  corps  en  chaque  point  de  son  orbite.  11  en  résulte  que  si  le  corps 
passe  deux  fois  par  le  même  point,  il  aura  la  même  vitesse  en  ce 
point,  mais  avec  une  direction  qui  pourra  être  difTérente  ou  même 
opposée.  On  yoit  aussi  que  la  vitesse  sera  la  même  dans  deux  points 
de  l'orbite  qui  seraient  semblablement  situés  au-dessus  et  au-dessous 
de  l'axe  FG. 

71.  Pour  obtenir  une  seccmde  intégrale,  considérons  les  aires 

élémentaires 

dct  7=1  (^x  —  ^)djr  —  jdx  =  r*t/(p  , 

d£  :;=  xdj  —^jdx  =  s^dcù  ^ 
dont  les  différentielles  sont 

ddx  =  (jtr  — a)  ddjr  —  jddx , 
ddC  =  xddjr  — jddx. 

Si  dans  ces  expressions  on  met  pour  ddx  et  ddj  leurs  valeurs  données 
par  les  équations  du  mouvement,  on  aura 

d A»  ^_  Boy       ddS^ Aay 

donc 

Mais  on  a  jdè  =  s^dcù  sin  ^  eijrdeù  =  r^d^  sin  ^  ;  donc 

g- =  B<M  sm  â»  —  Ad^  sm  ^. 

Cette  équation  est  intégrable  immédiatement,  et  son  intégrale  est 

•^j^  s=  A  cos  p  —  B  cos  di  +  C, 
ou,  en  substituant  les  valeurs  de  dct  et  d6, 

(3)  ■    ^^"  =:  A  cos  ^  —  B  cos  6)  +  C'^ 
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Au  moyen  de  ces  deux  intégrales^  le  problème  peut  être  réduit  aux 
quadratures. 

72.  En  effets  soient  p  ei  ç  deux  nouvelles  yarîables  y  telles  qu'on 

ait  tang  \(»^=z  p({y  tang  ^  ^  =  2,  ce  qui  donnera 

sin  (b  =     ^^    ,       cos  (b  s=  ^      ^  , 


sm  m  =  — r^V;>      cosdi  =      ,  v»; 


dans  le  triangle  FMG  on  aura 


asxnm 


a  (p*  +  g") _û a 


—  sin(^— )  —  (i  — p-)  (1  +9-)  —  1— p«         i  +9»  > 
csîn^      .  g  (  1  +  p*^  )       ^  g  g^* 

Par  ces  valeurs  on  trouve 

d.c  +djr^ar  ^la^  -  ^^_^^^. ^^_^__  ^^__ 4. __^ 

mais  par  les  équations  (i)  et  (a)  on  a 

r^s^dpdm  ja  (Acos^ — Bco3#  +  C) 

2?T^~  A       B       C^ 

r  ^^  *        g 

Donc  sî  Ton  exprime  toutes  ces  quantités  en  fonctions  de  p  et  ç,  on 
aura ,  entre  ces  deux  dernières  variables ,  l'équation 

(»  +<7*)"4p'  +  i^-p'ydq"  ""  .    (i-p')(i-H?')  (i-p')(i+,y')  » 

qui  se  réduit  a 

i/;;- [(i  A-i  B)  (i -^)  +  C7"+ i  C  (iH- y)'] 
=  ^-  [(i  A+i  B)  (i  -^p*)  +.  C^'-  i  C  (1  -p-yi 

Soit  donc 

P  =  (iA4-iB)(i~/,*)4-C;,«-iC'Ci-;;*)', 

Q=:(iA-iB)(i-^<)  +  C7*+iC'(i  +  ^*)', 

et 
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et  on  aura  Téqualioa  différentielle  séparée 

laquelle  suffit  pour  déterminer  la  courbe  décrite.  Quant  au  signe 
ambigu  dix  premier  membre^  on  verra  bientôt  comment  il  se  dé- 
termine d'après  l'état  initial  du  mouvement. 

75.  Il  reste  à  trouverla  valeur  de  J/.  Pour  cela  soit  M = 1 hC 

'  r    ^    s 

et  N  =  -^  A  cos  ^  —  ;^  B  cos  cû  ^^  G,  afin  qu'on  ait,  comme  dans 
l'article  précédent. 

Celte  équation ,  d'où  Ton  a  déduit  Qdp^=z  Tdg^y  do^ne 

P  =  M;?*— N  (!—;?•)% 

p^  —  9'p  =  N  (p^ +r)X^  +py)' 

Soit  ///?*=  Pi/R%  on  aura  ^•  =  QrfR%  et  par  conséquent, 

,  p^dq^—  q^dp^  =  (;7*Q  —  ^T)  d^*  ==  Nefll*  {p^  +  9')  (1  +pYy 

Or  on  a  par  l'équatioti  (2) , 

donc 

1 

et  par  conséquent. 

Mais  iR  =  ±  —£•  =  -^:  donc  on  a  enfin 

•M  <?f 1.        P*  rfp    .  «?'       -   «^<?  ■ 

W  Z7(5^  — ==  (1 -/>«)»  VP^  (»  +  ?*)••  VQ* 

Cette  formule,  ainsi  que  la  formule  (5),  est  écrite  dans  la  supposition 

47 


\ 
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que  ^  est  positif^  au  moins  dans  les  premiers  instans  du  motrve' 

ment;  car  il  faut  que  ses  deux  termes  soient  tous  deux  positife, 
puisqu'ils  résultent  du  produit  de  dR  ^  qu'on  doit  regarder  comme 

positif  par  la  somme  des  deux  quarrés  .^  JTp»-^»  "^  (  JT  A** 

On  voit  par  ce  résultat  que  là  valeur  de  ty  qui  correspond  a  deB 
valeurs  données  de  p  et  q,  dépend  en  général  des  fonctions  ellip- 
tiques de  la  troisième  espèce,  lesquelles  peuvent,  dans  beaucoup  de 
cas,  être  réduites  aux  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde 
espèce.  D'ailleurs  l'équation  (3),  qui  ne  dépend  que  des  fonctions 
elliptiques  de  la  première  espèce,  donne  la  relation  entre  p  et  q, 
nécessaire  pour  déterminer  la  courbe  décrite. 

Fig.  i3.      74.  Il  faut  maintenant  déterminer  les  constantes  C  et  C^  Pour 

'  cela  nous  supposerons  que  le  mouvement  commence  en  un  point  A 

de  l'axe ,  situé  sur  le  prolongement  de  FG  du  côté  de  F,  et  faisant 

TTT  =  'w%  OA  aura  FA  =    °^  ■  ,  G  A  =  — ^— .  Cda  posé,  soit  V  la 

vitesse  initiale  suivant  la  tangente  AH,  et  soit  l'angle  £AH=/Ei; 

il  faudra  qu'on  ait   à  la  fois  /  =  Ot^  =  o»étf=:o,  r  =: -^ —  ; 

S  =  ;-:^,  ^^^è^'= V%  î^=  ^=;  V  sin^;  de  plus,  en  vertu 

des  valeurs  de  r  et  de  ^,  on  aura  en  même  temps  p^^=m^  et  ^  =0^ 
Substituant  donc  toutçs  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  et  (3), 
on  en  déduira 

et  on  remarquera  que  la  supposition  faite  sur  la  situation  du  premier 
point  A  satisfait  à  la  condition  que  ^  soit  positif. 

75.  Pour  déterminer  le  signe  ambigu  des  équations  (3)  et  (4)  f 
j'observe  qu'on  a  en  général  (art.  72)  r+  s  =  ^  _^\  d'où  il  suit 
que  l'équation  p*  =  m"*  appartient  à  l'ellipse  dont  A  est  le  sommet^ 
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F  et  G  les  deux  foyers.  Or^  dans  le  temps  dt,  le  corps  décrit  j|  suivant 
la  tangente  AH^  l'espace  Ax  =  Ydt^  faisant  avec  Taxe  un  angle 
EAH  ==  /te  >  et  on  voit  que  )e  pmnt  jo  sera  situé  dans  Tellipse  ou 
bors  de  Tellipse  ^  selon  que  cos  fi  sera  négatif  ou  positif;  donc  en 

général  ^  aura  le  même  signe  que  cos  /jl  ;  c'est-à-dire  que  dans  les 

équations  (5)  et  (4)  on  devra  prendre  --^  avec  le  signe  -|-  si  cos  fc 

est  positif^  et  avec  le  signe  —  si  cos  /te  est  négatif. 

Pour  savoir  quel  est  le  signe  qui  doit  avoir  lieu,  lorsqu'on  a 
cos  fi=i  o  ou  ^5=:-^^y   il  faut   observer  qu'alors  P  aura  pour 

facteur  p* — 1»%  de  sorte  qu'en  disant ^  pour  abréger^  D=  '_  ^ 
on  aura 

p  =  (^.-«.)p^-(D+B);»-]. 

Soit,  dans  un  temps  très-petild,  /?*=  tn"*  (i  -f-Ç'),  pétant  une  quan- 
tité très-petite  de  Tordre 6 ,  on  aura  P  =  Ç[D(i  —  /n**)  —  A  — B/»**]. 
Ainsi,  en  général, 2f  sera  du  même  signe  que  D  (i — ^/z***) — A — B/ti"; 

or,  ^  est  aussi  du  même  signe  que  p^-^^m'^zzznfl^;  donc  lorsqu'on 

a  jM  =  -j  TT,  on  devra,  dans  les  équations  (5)  et  (4) ,  prendre  -^ 

signe  -f-,  SI  D>   ^_to«*  ^^  "  ^  >    ^o /«   »  et  avec  te 

•  •  xr*    ^  A-+-Bnx**  ••/•«!       I -^  Hi*        k  g^ 

signe  —,  SI  V'<  ^oy^  ;  on  suppose  ici/*=Ja.^-;;^^=AC, 
C  étant  le  milieu  de  FG. 

Si  l'on  a  exactement  V*  =        o/'o   9  ^^  ^^^^  ^^  ^*  quantité  p^ — rrC 

devra  être  zéro ,  au  moins  pendant  quelques  instans  ;  mais  il  est 
facile  de  s'assurer  qu'elle  sera  toujours  zéro,  et  qu'ainsi  la  courbe 
décrite  par  le  corps  sera  Tellipse  p^zzzm''  :  c'est  un  cas  que  nous 
examinerons  ci-après  avec  le  détail  nécessaire. 

76.  Avant  d'aller  plus  loin ,  il  sera  bon  de  faire  voir  quelles  sont 
les  limites  de  la  vitesse  initiale,  pour  que  l'orbite  s^étende  ou  ne 
s'étende  pas  à  l'infini.  Lorsque  r  et^  sont  infinis,  le  second  membre 


K 


t 
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C       •     • 
de  l'équation  (i)  se  réduit  à  —  ;  ainsi  pour  que  ce  cas  ail  lieu^  H 

£iut  que  C  soit  positif.  Or^  quel  qne  soit  le  point  A  où  commence  la 
mouvement^  soit  qu'on  le  prenne  sur  l'axe  EFG  ou  hors  de  cet  axe, 
si  l'on  appelle  Y  la  vitesse  initiale  y  heiV  les  ^distances  AF  ,  AG 

C  A         B 

du  point  A  aux  deux  centres  F  et  G,  on  aura  —  =  ^V* — ^  —  t?; 

donc  en  général  le  corps  s'éloignera  à  l'infini  si  l'on  *  V*>  -r-  +  -rr  ; 

au  contraire  y  l'orbite  sera  renfermée  dans  un  espacé  fini  ^  si  Ton  a 

.V  <  -T — h-rr:  eh  cas  d'égalité,  le  corps  s'éloignera  à  l'infini. 

Si  l'on  £BtitB=o,  on  aura  les  conditions  connues  pour  qu'un  corps 
soumis  à  l'attraction  de  la  force  A  décrive  telle  ou  telle  section 

conique.  En  efiet,  on  sait  que  l'orbite  sera  une  ellipse  siy*<-r-9 
une  parabole  si  V*=  -r-,  et  une  hyperbole  si  V*>  -r-» 

77.  Nous  allons  maintenant  procéder  au  développement  et  à 
l'intégration  des  formules  générales  du  problème  ;  mais  pour  ne  pas 
donner  trop  d'étendue  à  nos  recherches  j  nous  nous  bornerons  à 
considérer  les  cas  où  l'orbite  est  renfermée  dans  un  espace  fini. 
Ces  cas ,  dont  le  symptôme  vient  d'être  déterminé  par  la  limite  de 
la  vitesse  initiale,  sont  les  seuls  qui  aient  quelque  rapport  au  mouve- 
ment des  planètes  et  autres  astres  qui  ont  des  retours  périodiques. 
Nous  supposerons  donc  en  général  que  la  valeur  de  p^  ne  surpasse 
pas  une  certaine  limite  m  plus  petite  que  l'unité  ;  car  dès  qu'on 
a  /^^  =  I ,  les  valeurs  des  rayons  vecteurs  r  et  ^  deviennent 
infinies. 
*  Gela  posé ,  le  polynôme  P  ne  pourra  être  que  de  l'une  des  deux 

formes 

P  =  M  (m—p^)  (^p*^m')y 

P  =  M  (m-^p^)  (p*+m'). 

Dans  le  premier  système ,  p*  sera  toujours  compris  entre  les  limites" 
m  et  m'y  où  Ton  suppose  m!  <im;  dans  le  second,  p^  pourra  avoir 
toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  m.  11  s'agit  donc  de  développer 
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les  formules  générales  dans  ces  deux  systèmes  ^  qui  doiyent  coro-- 
prendre  tous  les  cas  possibles. 

Le  premier  système  se  développera  sans  difficulté  dans  la  suppo- 
sition que  nous  avons  faite  sur  la  situation  du  point  A^  où  commence 
le  mouvement  ;  mais  pour  développer  le  second  d'une  manière  com- 
plète y  il  conviendra  de  placer  le  point  A  entre  les  deux  centres 
F  et  G,  ce  qui  donnera  une  autre  forme  aux  constantes  G  et  C  ; 
sans  cette  précaution^  il  pourrait  y  avoir  des  cas  que  les  formules  ne 
représenteraient  pas,  savoir,  ceux  où  Torbitene  coupe  Taxe  qu'entre 
les  deux  centres  F  et  G. 

78.  Dans  le  premier  système  on  aura  d*abord  à  substituer  les 
valeurs  des  constantes  G  et  G'  de  l'art.  74  9  dans  Texpression  du 
polynôme  P,  savoir, 

et  pour  que  cette  expression  soit  aussi  représentée  par  M  (m—-;?*) 
(;i*— •  m')  y  il  faudra  qu'on  ait 

,  i  oVmOsîn y  ~  A  (  1  —  mTf 

'^^   —   AoVm«8inV  +  B(i— TO'»)»^ 

j  aV  (1  —  2m«cos>  +  m^)  —  (^—  ^'^*)  (*  *-  "*"*)* 
m  +  m  =z  ^  I  aV^m*  8iiï>  +  B  (i  — m*)*  ^ 


M 


(1  — m^y   "•  r^ 


A  +  B 


mm 


Ainsi  les  quantités  m,  m'  et  M,  par  lesquelles  on  exprime  le  poly-* 
nome  P  dans  le  premier  système ,  sont  faciles  à  déduire  des  données 
immédiates  du  problème  /7i%  Y,  jct. 

79.  De  même  puisqu'on  aQ  =  iA— ^B  +  i  G'+  (G  +  G')  y* 
•+•(7  G'  —  lA-f-ïB)^,  on  pourra  donner  au  polynôme  Q  la 
forme  correspondante 

Q  =  M  — B  +  M(/w4-/w')y*+(M— A)7^, 
d'où  résulte 
(i~m/?»0  Q=A  +  BTOn'+(A4-B)  (m+zn')  ^•  +  (B4-Aww7i')7^. 

Nous  allons  suspendre  un  moment  la  suite  de  ces  calculs^  pour 


\ 
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noos  occuper  d'une  remarque  sur  Femploi  des  variables  p  eX  q  ^  et 

de  la  considération  de  quelques  cas  particuliers. 

Remarque  sur  temploi  des  variables  p  et  q. 

80.  L'emploi  des  variables  p  eiq,  pour  exprimer  les  deux  rayons 
vecteurs  r  et  s ,  et  en  général  pour  construire  la  courbe  décrite  par 
le  mobile^  exige  quelques  développemens  qui  pourront  d'ailleurs 
être  utiles  dans  d'autres  recherches  d'analyse. 

Il  résulte  d'abord  des  valeurs  de  r  et  5  ^  données  dans  l'art.  72  y 
qu'on  a 

Donc 2   i*.  si  p  est  constant,  r^s  sera  constant^   et  la  courbe 
décrite  sera  une  ellipse  dont  F  et  G  sont  les  foyers^  et  le  grand  axe 

Fig.  14.  3**.  Si  q  est  constant,  s  —  r  sera  constant;  ce  qui  fait  voir  que  la 
courbe  décrite  sera  une  hyperbole  dont  F  et  G  sont  les  foyers.  Mais 
alors  le  point  A  ne  peut  se  trouver  sur  le  prolongement  de  FG  ;  il 

devra  être  situé  entre  les  points  F  et  G  ;  et  si  l'on  Êtit  -^  =  /n ,  on 

aura,  au  point  A,  q'^ssm,  p*z=  o,  et  5  —  rigs-      ~ — -  :  c'est  la 
valeur  de  Taxe  trans verse  AL  =  aCA. 

81.  Il  suit  de  là  que  lorsqu'on  veut  déterminer  un  point  de  la 
trajectoire  par  des  valeurs  données  de  p*  et  q^,  savoir,  ^•ziza,  y*=^, 
on  peut  regarder  ce  point  comme  étant  l'intersection  de  l'ellipse  où 
p*  =  ct  avec  l'hyperbole  où  q*=  6.  Mais  cette  construction  laisse- 
rait incertain  si  le  point  cherché  est  au-dessus  de  l'axe  ou  au-dessous. 
.  Pour  éviter  à  cet  égard  toute  ambiguité,  il  convient  de  déterminer 
chaque  point  de  la  courbe  par  des  coordonnées  rectangles,  telles 
Fig.  i3.  que  GP  =  j:,  VM^zj-  ,  dont  les  valeurs  sont 

-—       a(i  — p*q*) ggp<7 
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Sa.  Les  poixits  où  Im  courbe  rencontre  fion  axe  mentent  une 
•tteodon  particulière  :  Yoici  les  symptèmes  par  lesquels  ils  doivent 
être  disiin^és  suivant  les  diflerens  cas. 

1*.  Si  la  courbe  rencontre  Taxe  en  un  point  B  situé  au-delà  de  G  Fig.  i5« 
par  rapport  à  F^  on  aura  en  ce  point  r — szs=:a^  et  par  conséquent 
^  =  00  ;  c'est  le  symptôme  de  ce  premier  cas.  On  aura  en  même 

temps  /?■  =  '^jT^T^  =  fô  9  ainsi  la  valeur  connue  de/?*  sera  égale 

au  rapport  -^  ^}^^  détermine  la  position  du  point  B.  Cest  ce  qu'on 

trouverait  directement^  en  consideirant  un  point  M  infiniment  près 
de  B  ;  car  dans  ce  point  on  aura 

^ tang^iP tang \ MFB  _^  atînMFB GM GB 

P   —  tang i f  ~  tang i  MGB        amMGB  ""  FM         FB* 

Si  l'intersection  avait  lieu  en  G ,  on  aurait  toujours  9*  =  oo  ^  mais 
en  même  temps  p^  =  o. 

2^  Si  l'intersection  a  Heu  en  un  point  I  situé  entre  F  et  G  ^  Fig.  iS. 
on  aura  dans  ce  point  r  +  ^  =:  a  ^  et  par  conséquent  ;?  =  o;  c'est 
le  symptôme   de  ce  second  cas  :  on  aura  en  même  temps . .  • 

^*  =  ^  .  ^     ^  sr  -  =  rrr  :  ainsi  la  valeur  connue  de  q^  déterminera 

'  û+j — r       s       GI'  ' 

la  position  du  point  I. 

Si  l'intersection  avait  lieu  en  G,  on  aurait^  comme  ci-dessus^ 
^==0^^  =  00;  si  elle  a  lieu  en  F  ^  on  aura  à  la  fois  p  z=zo  ^ 
9  =  0. 

S"".  Enfin  si  l'intersection  a  lieu  en  un  point  A  situé  sur  le  pro-  Fig.  i3. 
longement  de  FG^  du  côté  de  F^  on  aura  en  ce  point  ^-^  r=;=:  a^ 
ce  qui  donne  ^  =  o  pour  le  symptôme  de  ce  troisième  cas.  On  aura 

en  même  temps  p*  =  ^T^T-"  =s  -  =  ttt-  2  ainsi  la  valeur  connue 

'     ^  r+s+a        s        GA 

de  p^  déterminera  la  position  du  point  A. 

^  85.  On  Toit,  par  ces  détails^  que  la  quantité  y,  relative  a  Ityper- 
bole,  peut  avoir^  suivant  les  difierens  cas ,  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  mais  que  la  quantité  p^ 
relative  à  l'ellipse^  est  toujours  comprise  entre  +  1  et  — - 1«  Lorsque 


•576  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

n^'si^onar-f-^soojet  par  conséquent  le  point  M  est  infini-^ 
ment  éloigné.  Dans  ce  cas,  si  Ton  appelle  6  Fangle  que  l'asymptote 
de  la  courbe  fait  avec  Taxe  GF,  cet  angle,  qui  est  alors  la  valeur 
de  ùùy  se  déterminera  par  l'équation  tang  ^6=/?^^  ce  qui  s  accorde 

d'ailleurs  avec  la  valeur  ^  =  tang  où  =  ^  J^L^a- 

84.  Il  est  important  de  remarquer  que  la  description  de  la  courbe 
serait  quelquefois  incomplète,  si  Ton  n^attribuait  à  ;?  et  à  ^  que  des 
valeurs  réelles;  car  il  y  a,  dans  certains  cas,  des  branches  qui  ne 
sont  représentées  qu'en  donnaut  à  /;  et  9^  des  valeurs  imaginaires. 
Ces  cas  se  rencontrent  dans  le  problème  des  deux  centres  d'attrac- 
tion  ;  c'est  pourquoi  il  convient  de  donber  d'avance  l'explication  de 
cette  diflictthé. 

Fig.  17.  Supposons  que  le  point  M,  qui  décrit  la  courbe,  soit  p<irvenu  de 
A  en  G  y  où  l'on  a  ^=00  et  ;7==o;  s'il  continue  sa  marche  au-delà 
de  G,  les  formules  ne  peuvent  plus  représenter  la  portion  GM' 
située  au-dessous  de  l'axe,  du  moins  en  donnant  à  ^  et  /^  des  va- 
leurs réelles. 

Car  puisqu'on  a  s  =  .  ^C' +/V)     _  JffiL  j ? on 

conçoit  que  s  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  p  devient  plu; 
petit  et  q  plus  grand.  Enfin  au  point  G,  où  l'on  fait  à  la  fois  ^  ==0 
et  q  =00  ,  on  a  ^  =  o;  mais  passé  ce  point,  comme  la  valeur  ^*=o 
ne  peut  être  suivie  d'une  valeur  /?*  >  i ,  il  n'y  a  aucunes  valeurs  réelles 
de  ;;  et  7  qui  rendent  s  négative,  comme  il  le  faudrait  pour  que  les 
formules  représentassent  la  portion  de  courbe  GlVr. 

85.  En  effet,  dans  le  cas  où  l'arc  GM'  et  l'arc  GM  sont  situés  du 
même  côté  de  la  tangente  commune  TGT',  les  valeurs  de  a»  et  de  (p 
varient  infiniment  peu  du  point  G  au  point  M',  que  nous  supposons 
infiniment  près  de  G.  On. a  au  point  G,  ^ss^tt,  û)  =  FGT,  et  au 
point  M',  (pzis-TT+GFM',  û)  =  FGT  +  TGV,  GV  étant  le  prolon- 
gement de  la  corde  M'G.  Il  faudrait  donc  que  la  valeur  de  ^,  qui 
ne  peut  plus  être  dirigée  suivant  GV,  devint  négative  pour  répondre 
à  sa  véritable  position  GM',  directement  opposée  à  GV.  Or,  on  vient 
de  Toir  que  la  yaleur  analytique  de  s  ne  peut  devenir  négative^  tant 

que 
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que  p  et  q  sont  réelles.  Le  calcul  se  refuse  donc^^  dans  ce  cas ,  à 
représenter  la  branche  GM';  car  puisque  s  ne  peut  pas  devenir 
négative^  après  avoir  fait  où  ==  FGT  au  point  G ,  il  faudrait  tout 
d'un  coup  augmenter  »  de  ^  +  T'GM',  pour  passer  du  point  G, 
an  point  infiniment  proche  M%  ce  qui  ne  s'accorde  point  avec 
la  loi  de  continuité  à  laquelle  doivent  être  assujéties  les  quantités 
algébriques. 

86.  Il  en  serait  de  même  si  la  courbe  avait  un  point  d'inflexion 
en  G  ^  et  qu'elle  se  continuât  dans  la  branche  GM''^  située  de  Tautre 
côté  de  la  tangente  GT^  Le  passage  du  point  G  au  point  M''  ne 
peut  plus  se  faire  en  augmentant  par  degrés  a»,  même  en  admettant 
que  s  devint  négatif;  car  si  Ton  fait  «=FGV,  FGV  différant  infi- 
niment peu  de  FGT,  la  droite  GV,  prolongée  au-dessous  de  FG , 
ne  rencontre  pas  la  branche  GM".  Ainsi  il  faut  admettre  que  l'angle  » 
passera  tout  d'un  coup  de  la  valeur  FGT  qu'il  a  au  point  G ,  à  la 
valeur  FGT  +  /tt  —  T'GM''  qu'il  a  au  point  M'';  supposition  qui 
«st  encore  contraire  à  la  loi  de  continuité^  et  qui  ne  peut  subsister  en 
donnant  à  ^  et  ^  des  valeurs  réelles^ 

87.  Voici  maintenant  la  seule  manière  de  passer  analy  tiquement  de 
la  branche  MG  à  la  branche  inférieure  GM'. 

Soit  FM'==  r',  GM'=/,  HGM'  =  ûi',  HFM'==:^',  Ung^  ^'=;^Vf 

tangj  (J  -==.%;  on  trouvera,  par  les  formules  du  n*  73  ^  en  accen*»* 
tuant  les  lettres  ,  et  changeant  r  en  .;  ^ 

Mais  si  Ton  étend  au  cas  présent  les  formules  qui  ont  lieu  pour 
la  branche  MG ,  il  faudra  changer  r  en  /  et  ^  en  -r-  s'^  ce  qui 
donnera 

Ces  valeurs  ne  peuvent  avoir  lieu,  à  moins  de  supposer  que;?*  et  ^*  ne 
deviennent  tout  à  coup  négatives  en  passant  du  point  G  aux  points 
BÎtnés  au-dessous  de  l'axe;  et  pour  qu'il  ^  ait  identité  entre  les  deux 

48 
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réfinltatS)  il  fiiat  supposer 

^•=:~<7'*    et    ^  =  -^.. 

D'aillenrs  les  premières  valeurs  de  jf  et  y',  au  point  G,  sont;?'=o^ 
^'  =  o  ^  ce  qui  s'accorde  avec  les  valeurs  de  /i  et  7  en  ce  même 
point ,  savoir,  ;?  s=  o,  y  =:  co . 

FIg.  18.  88.  Pour  confirmer  cette  théorie  par  un  exemple  très-simple, 
soit  FMG  un  arc  de  cercle  plus  petit  que  la  demi-circonférence, 
€t  soit  O  le  centre  de  ce  cercle.  Ayant  fait  FC  =  GGssj  a ,  CO=c, 
FO  =  *s=  ï/(c*+^ «•),  GP  =  ar ,  PM  =  j',  on  aura ,  suivant  les 
formules  générales , 

a  (i  — pV)  ^^^ fiapq 

• 

d'ailleurs,  par  la  nature  du  cercle,  on  a  (^+c)*4-  (^ii— a')*=i% 
eu  T"*  +  aç;^ -f- a?' — aa7  =  o.  Soit  M  un  point  infiniment  proche 
de  G ,  eosorte  que  x  tty  soient  infiniment  petits  et  positifs  ;  si  l'on 
appelle  6  l'angle  que  fait  la  tangente  en  G  avec  l'axe  GC,  on  aura 

» 

tang  9  =  — ,  et-^  aura  pour  limite  tang  8.  En  efiet,  soit  x^^^aS"^ 
S"  étant   infiniment  petit,  on  aura,  par   l'équation   du   cercle^ 

ce  qui  donne  ;[?^=:  langea  \\  —  3^/  ï*^«^  ^v^  séparément;?  et  7, 

il  faut  combiner  cette  équation  avec  Téquation  J^  s=:  7 — ^Tw^ — r* 

^  ^  (ï— P')(i-H/0 

Cette  dernière ,  où  l'on  voit  que  y*  doit  être   de  l'ordre  i, 

donne 

on  en  tire  lZl2l*~  jv(j^./),et  l  =  i^i±^|  snbstitasnt  k 
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Talear  de  pq  donnée  par  la  première  équation ,  on  aura 

Ces  valeurs  de  ;>*  et  -^  sont  positives  tant  que  ^  est  positif;  elles 

sont  nulles  lorsque  cT  =  o.  Mais  ai  on  fait  cT  négatif^  elles  deviennent 
négatives  y  et  par  conséquent  p  ei  ij  sont  imaginaires. 

Au  reste  ^  ces  valeurs  s'accordent  avec  les  formules  de  Tart.  87^ 
lesquelles,  en  supposant  ^^  et  -^  infiniment  petits,  donnent 

V 

et  conmie  en   changeant  le  signe  de  cT  >  on  a  ;>*  =  -— 1-  « 

-r  =  — r- 1  il  en  resuite 

fl*  cos  8    ' 

cos  S  \    c    /  ^ 

cosfl  "  \    c     / 

Ce  sont  en  effet  les  vraies  valeurs  de  /  +  ^'  et  r^'^s'  au  point  M', 
en  faisant  GF  =  J". 

Du  cas  particulier  ou  Fune  des  forces  est  nulle. 

89.  Soit  B  =  o;  alors  la  distance  FG  devient  arbitraire,  ainsi  Fig.  i3. 

que  /»%  et  il  n'y  a  de  déterminé  que  la  distance  AF  =    ^  ^ ,  que 

nous  nommerons  A.  Dans  ce  cas,  on  sait  que  la  courbe  décrite  doit 
être  une  ellipse,  ou  plus  généralement  une  section  conique,  dont 
F  est  Tun  des  foyers.  Il  faut  donc  voir  comment  ce  résultat  peut 
être  déduit  de  nos  formules,  en  les  considérant  dans  leur  plus  grande 
géaéralité,  et  sans  s'astreindre  k  rbypoihëse  de  l'art.  77*     ^ 

J'observe  d'abord  que  comme  la  direction  de  l'axe  FG  est  à  volonté, 
on  petit  prendre,  pour  origine  du  mouvement^  un  point  déterminé  A, 
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dans  lequel  AF  sera  perpendiculaire  à  la  courbe.  Ainsi ,  sansdimî-* 
nuer  la  généralité  de  la  solution,  on  pourra  supposer  /tess^Trj 
et  en  mettant  simplement  m  au  lieu  de  m"",  on  aura  (  art.  74  )  y 

C=  i  flV  —  -  (i  — /w)  ,  C  =  7 r;  —  A ,  valeurs  où  il  reste 

deux  indéterminées  a  e\  m;  mais  comme  on  a  entr'elles  la  relation 
tf/7?=:A  (i-— m),  on  peut  ne  conserver  que  l'indéterminée iti,  ce 

qui  donnera  C  =  (|  W  — A)  (i^^),  C'  =  ^  — A.  Soîl 

1  L'Y* 

D  =  ^ ;  les  valeurs  des  polynômes  P  et  Q  (art.  72)  pourront 

être  mises  sous  cette  forme 

et  l'équation  de  la  trajectoire  sera^  en  faisant  D-— Asm^D, 

±Ldp ^^^ dq 

V(p'-m).  \/(^-p')  ~  V/(i  +  m?-).  V/(i  +  kq-y 

Dans  cette  équation  on  peut  rendre  le  second  membre  semblable 

au  premier  en  faisant  mq^  ==  ,  ~  ,  y  et  on  aura  la  transformée 

dp  ^       ^     z^  dz , 

V/[(p*-m)(/t-p')]  —  {/l{z--m)  (ft -*»)]• 

go.  L'intégrale  complète  de  cette  équation  ,  comprenant  la  cons-^ 
tante  arbitraire  c,  est 

mk  (p* + s*  —  c)  —  cp^z*  =  =p  2pz  \/[mk  (m  —  c)  ( A:  —  c)J; 

et  comme  on  doit  avoir  simultanément  p*i=m,  ^  =  0,  z*z=zm, 
on  trouvera  c=o^  et  l'intégrale  deviendra  simplement  2  =  =p;7y 
d'où  résulte 

^*       P* — ^ 

'^'=fc^' 

Soit  r  +  ^  =  au.  s  —  r  =  «^ .  on  aura  u  s=  '  P  ,  «'ï^  —"r^  >  ce 
qui  donne  réciproquement  ;»•  =  "~^  >  7*  =  ""X^*  Substituant  ce» 
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valeurs  dans  rëquation  précédente  ^  et  faisant ,  ponr    abréger , 

mk  +  am  +  i      ^        mk  —  am  +  i  ^ 

«  = ^^jnk     '  >  ^  =       i^mh ^  ^^  *^^^  "~  ^=  *— Cw,  OU 

aar  s=  cw'  —  f  (^*  —  r*). 

Soient  AP=sar,  PM==y,  on  aura/''==y*+(A— a?)%  ^•— r"s=:^i»+2a(A— x)j 
donc r=7a(a—  C)  —  C(A  —  a:).  Cette  équation ,  qu'on  peut 
mettre  aussi  sous  la  forme 

appartient  en  général  à  une  section  conique ,  dont  A  est  un  sommet 
et  F  un  foyer  ;  elle  appartiendra  en  particulier  à  Tellipse  si  Ton  a 
f *  <  1  ^  à  la  parabole  si  f *=  i  ^  et  à  Tbyperbole  si  f "" >  i. 

gi  •  Dans  le  premier  cas  y  comme  le  point  G  peut  être  pris  à  volonté^ 
on  pourra  supposer  que  G  est  le  second  foyer  de  Tellipse*  Alors  on 

aura  r+  ^  =  <i»f-3A=:— (i  +  m),  ce  qui  donnera /?*=  171  ^ et  par 

suite  k=:m.  Substituant  cette  valeur  dans  TéquationD— *A=mA:D, 

on  en  tire  Ds=  ■  ^";>  c*  P*r  conséquent  V*=  j^^    r — y  C'est  le 

quarré  de  la  vitesse  nécessaire  pour  décrire  Fellipse  dont  le  grand 

h  FA 

axe  es\'-(i^m),e\ dans  laquelle  m  représente  le  rapport  j^. 

Si  l'on  a  msso^  le  grand  axe  devient  infini  ^  et  l'ellipse  se  cbange 
en  parabole;  ainsi  la  courbe  décrite  sera  une  parabole  si  l'on  a 

y*  s=:-^  ;  elle  serait  une  byperbole  si  m  était  négatif^  ou  si  l'on  avait 

V  >  — 

9i3.  Pour  avoir  le  temps  du  mouvement  dans  le  cas  de  l'orbite 
elliptique^  il  £iut  reprendre  Féquation 

et  y  substituer  les  valeurs  p*z=zm,  Q=:D  (i+wiy')',  ce  qui 
donnera 

dty/B  (m  <l\     \      dq      ^ 

a  v/(aa)  ^  VCi  —m)*  ^  (1  +  9')"/  i  +  rnq^^ 
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ott,  en  feisanl  le  demi-grand  axe  ï«''~i:^=/^ 

Soit  q  =  tang  Ç ,  et  on  aura  Tintégrale 

faisant  Ç  =  ^^^  et  doublant  la  valeur  de  ^^  on  aura  le  temps  d'une 
révolultoa,  savoir, 

ce  qui  s'acûorde  avec  les  formules  connues  du  mouvement  elliptique. 

Vu  cas  particulier  où  Van  a  mznrri ,  dans  le  premier  système  ^  art.  77* 

gS.  Alors  la  valeur  du  polynôme  P  se  réduit  à  la  forme 

P  s=  — .  M  (;>•  —  m)\ 

A  -4-  B 

Or,  M  est  essentiellement  positif,  puisqu'on  a  Mz=    _  ■^;  de  là  oa 

voit  que  fëqtiation  (5)  ne  peut  subsister^  ii  moins  qu'on  n'ait  dana 
toute  rétendue  de  la  courbe  décrite, 

p^  —  m  =  o  ; 

celte  courbe,  dans  laquelle  r+^  est  constant,  s«ra  donc  une  elUpse, 
dont  F  et  G  sont  les  deux  foyers. 

Cela  posé,  le  point  A,  intersection  do  la  courbe  avec  l'axe,  ne 
peut  être  que  le  sommet  de  Tellipse,  et  on  aura,  en  ce  point, 

ft  =  ï-9r,  m**  =  m,  ce  qui    donnera    T^=^'r-zz — ^ï^" 

et  par  conséquent  V  =  /   7"    ^'  •  ^T'^  î  o^»  >  ^^  substituant  la  va- 
leur 77ia=  A  (i m)  y 

flA  4-  am*B  ^ 

A(i  +m)  ^ 
donc  avec  une  vitesse  initiale  ainsi  déterminée,  le  corps  décrira  la 

même  ellipse  qu'avec  la  vitesse  i/u  .  ^  , — r  j,  si  la  force  A  agissait 


J_maV*_  _^  g  _  A  + B 


i— m*^ 
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•eulë^  ou  qu'avec  ht  tUcase  t/u  .^  !^^v\  «i  1^  force  A  était  nulle» 
On  peut  tirer  de  là  un  théorème  assez  remarquable. 

«  Soit  A  le  sommet  d  une  ellipse  dont  F  et  G  sont  les  deux  foyers  ; 
»  soit  Y'  la  vitesse  en  A  nécessaire  pour  que  cette  ellipse  soit  décrite 
»  en  vertu  de  la  force  A  placée  au  foyer  F  ;  soit  pareillement  V  la 
»  vitesse  en  A  nécessaire  pour  que  T^llipse  soit  décrite  en  vertu  de 
»  la  force  B  située  à  l'autre  foyer  G;  si  ces  deux  forces  agissent 
JD  à  la  fois  sur  le  mobile  ^  et  que  sa  vitesse  initiale  Y  soit  telle  ^  qu'on 
»  ait  V*  =  V*  +  V*,  il  décrira  encore  la  même  ellipse.  » 

94.  Pour  avoir  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quelconque 
de  cette  ellipse^  déterminé  par  la  variable  ^^  on  observera  que  dans 
ce  cas  particulier^  la  valeur  de  Q  se  réduit  à  cette  forme, 

ce  qui  donnera  la  formule  à  intégrer 

Soit  R=  v/[A  (i  +  mfY  4-  B  (/»  4-  9*)'] ,  oâ  aura ,  par  les  réduc- 
tions connues  y 

+(A-B)(.-»-)/jj^. 

On  Voit  que  la  valeur  de  t  ne  contiendra  pas  de  fonctions  elliptiques 
de  la  troisième  espèce  y  si  l'on  à  A  ==  B  ;  c'est  pourquoi  nous  nous 
bornerons  à  développer  ce  cas  particulier. 

95.  Soit,  donc  A=B^  ce  qui  donne  le  quarré  de  la  vitesse 
initiale  *  . 

A  (i  +  m)  mf        ' 

on  aura  immédiatement 


^  ^   «...    I  il  sm 


\ 

m 
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Soit  y  =  tangi4,  cosfls=Y^.,«  =  8m;ifl,  *5=c05ifl,  o« 
aura  la  transformée 

&<ftt/flA  _^  <f4'  C'  --  flc*  +  c*  8în*4  ) 

dont  l'intégrale  est 

Dans  le  mouvement  qae  nous  considérons ,  la  vitesse  est  la  même 
aux  deux  extrémités  du  grand  axe;  elle  est  aussi  la  même  aux  deux 
extrémités  du  petit  axe.  £n  appelant  celle-ci  \',  on  aura 

V«  =  A(i  +  m')        ^,^         flA 
mf         ^  J^ 

d'où  il  suit  que  la  vitesse  va  en  diminuant  de  l'extrémité  du  grand 
axe  à  l'extrémité  du  petit.   ' 

11  est  évident ,  d'ailleurs ,  que  chaque  quart  d'ellipse  est  parcouru 
dans  le  même  temps  qui  sera  le  quart  du  temps  d  une  révolution  ;  de 
sorte  qu'en  appelant  ce  dernier  temps  T^  on  aura 

T  =  j|^(aAT'c-E'c). 

96.  Les  deux  forces  A  et  B  sont  égales;  elles  agissent  aux  deux 
foyers  de  l'ellipse.  Si  l'on  voulait  que  la  même  courbe  fut  parcou**- 
rue  en  vertu  d'une  seule  force  attractive  2 A ,  placée  dans  Tun  des 
foyers ,  le  temps  de  la  révolution  serait ,  comme  nous  l'avons  vu 

n*  9a,  T'  =  -^ '.  ^;  donc  on  a 

T  :  T'  ::  aiF'^?  — xE'c  :  -• 

0  â 

Pour  savoir  lequel  de  ces  deux  temps  est  le  plus  grand,  j.'observe 
qu'on  a  en  général ,  Es=:  i*F  -f- 1  .^z£2fJ2 .  Jonc 

aiF'c  —  i  E'c  =  iF»c  —  y  Z% 

Z*  étant  rîntégrale  T-^-^?,  prise  depuis  ^=0  juscju'à  ^^{^, 

Mais 
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Mais  iF*^  représente  l'intégrale  f  ^^^'~^^^  prise  entre  les  mêmes 

limites;  et  puisque  i  —  c*  est  plus  petit  que  i— c*  sin*  ^ ,  cette  inté- 
grale est  plus  petite  que  fd(p  ou  jtt:  donc^  à  plus  forte  raison , 

aiF*c —  jE'£?  <  7  ^j  donc  on  a  T <T'.  Ainsi  la  masse  aA,  partagée 

également  dans  les  deux  foyers^  agit  plus  fortement  que  la  même 
masse  réunie  dans  un  seul  foyer  ^  c'est-à-dire  fait  circuler  le  corps 
dans  un  moindre  temps. 

97.  Pour  juger  de  la  différence  numérique  de  ces  temps  dans 
un  cas  particulier 9  soit  c  =  sin  So""^  on  aura  par  la  table  des  fonc- 
tions complètes  ^ 

/F'£?  =  0.226795  259758, 

/Ë'^  =  o.i66566  925942^ 
ce  qui  donnera 

T 

T^   =  0.780066  670225. 

Ainsi  les  deux  temps  dont  il  s'agit  seront  à  très-peu  près  dans  le 
rapport  de  78  à  100. 

Au  reste,  les  -vitesses  aux  extrémités  du  grand  axe,  ne  sont  pas 
les  mêmes  dans  les  deux  cas,  et  leur  différence  sert  à  expliquer  en 
grande  partie  la  différence  des  résultats.  Si  Ton  appelle  \'  et  V" 
les  vitesses  aux  absides  supérieure  et  inférieure,  dans  le  cas  dune 
seule  force  attractive  2A ,  concentrée  dans  l'un  des  foyers ,  on 
aura 

jet  dans  le  cas  âes  forces  séparées,  on  a  V*  =  —  ^  T  ^—}  donc 

V*  =  f  (  V'-h  V'*)  ,  c'est-à-dire  que  V*  lient  le  milieu  juste  entre 
V*  et  V*.  Quanta  l'effet  de  ces  vitesses  sur  le  temps  périodique, 
il  n'y  a  que  le  calcul  qui  puisse  l'apprécier ,  et  à  cet  égard  il  ne 
reste  rien  à  désirer. 

Solution  (Tune  difficulté  analytique, 

98.  Puisque  Tellipse  satisfait  dans  un  cas  fort  étendu  où  les  forces 
attractives  A  et  B  sont  situées  respectivement  dans  les  deux  foyers 

49 


r 
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F  et  G ,  on  peut  partir  de  la  courbe  connue  pour  faire  les  substî^ 
tutions  dans  les  équations  générales  (i)  et  (2) ,  afin  d^en  déduire  les 
conditions  nécessaires  pour  que  ce  mouvement  puisse  avoir  lieu. 

Ayant  donc  fait  CA  ^/,  CF^sCGrsg^ssifljm  =fe^  î  soit 
de  plus  7^:=  jT^x.  'i^  on  aura  par  les  propriétés  de  Tellipse^    * 

_     .r— g*  ^__    f*  —  g*    __ (/*  +f) (1  +  n eo»») 

/+ffCOSf'  f—g  cos  «  /-f-gco»f  » 

Ces  valeurs,  et  celles  des  constantes  C  et  G  (art.  74)  9  où  Ton  fera 

fji=i\nCy  et  pour  abréger ,  D  =-^  ~^  V%  étant  substituées  dans  les 

équaticM3S  (i)  et  (2)  ^  on  trouvera  que  ces  deux  équations  conduisent 
également^  et  sans  aucune  condition  ^  à  cette  valeur  de^b^ 

dans  laquelle 

N=2D(i-+-ncos^)— A(i — cos^)(i+/icos^)4-B(i— /2)(i— cos^)^ 

Ce  résultat 9  qui  n'impose  aucune  condition  à  la  vitesse  initiale  ^  a  de 
quoi  surprendre^  ou  doit  même  paraître  fautif,  puisque  s'fl  j  a  une  vl« 
tesse  initiale  propre  à  faire  décrire  Tellipse  donnée,  toute  vitesse  plo^ 
grande  ou  plus,  petite  fera  nécessairement  décrire  une  autre  courbe. 

9g.  Pour  reBtfre  raison  de  ce  paradoxe,  il  faut  considérer  que 
les  équations  (i)  et  (2)  ne  sont  pas  linéaires  par  rapport  aux  di^é« 
rences  t/(p ,  dcoy  dty  et  qu'un  facteur  qui  est  nul  dans  l'ellipse,  a 
pu  satisfaire  à  ces  équations ,  sans  qu'on  soit  en  droit  d'en  conclure 
que  ces  deux  équations  se  réduisent  absolument  à  une  sexde. 

Toute  jucertilude  à  cel  égard  disparaîtra,  si  Voo  remonte  aux 
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équations  difféifenlielles  du  second  ordre  y  et  qu'on  fasse  les  substi- 
tutions convenables  dans  ces"  équations.  On  devra  obtenir  ainsi  la 
condition  pour  que  l'ellipse  soit  décrite  en  vertu  des  deux  forces 
d'attraction  et  de  la  vitesse  initiale  Y^  dirigée  perpendiculairement 
à  la  ligne  des  centres  F6« 

Faisant  donc ,  comme  au  n**  70,  a:  =  a  +  r  cos  ^,  ^  =  r  sîn  ^, 
les  équations  différentielles  du  second  ordre  donneront  immédia- 
tement , 

ddf'^  rd^^  ^_^  A         Bco3  (^— <>) 

rdd^  +  îàdvdib        B     .     /^  % 

-Tï S=:_8,n(^-«.). 

Ces  équations  servent  en  général  à  déterminer  la  courbe  décrite  et 
le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t.  Maintenant  si  cette  courbe 
est  l'ellipse  qui  a  pour  équation  r^f-^  g  cos  (p)  =  y*  —  g'* , 
on  aura 

dt^ 

Au  moyen  de  ces  trois  équations  et  de  la  valeur  de  ^  ^  tirée  dtt 
résultat  de  l'article  précédent ,  on  trouve  l'équation  de  condition 

Substituant  les  valeurs  de  r^  s^  cos  ^^  cos (9— «a»)  en  fonctions 
de  ^^  on  aura  enfin  ^ 

N/i  5=  A(i4-iicos(py-f-B(^fc^Y. 

Comparant  cette  valeur  de  N  avec  celle  de  l'article  précédent^  on 
trouve  qu'elles  sont  identiques ,  si  l'on  a  a»D= A(i+/>)+B(*'~'*)  > 
c'est->à*dire  si  la  vitesse  initiale  Y  est  telle  qu'on  ait 

_  A(/+gy  +  B(/-ffy_^A  +  Bm'^ 

ce  qui  s'accorde  entièrement  avec  les  résultats  précédens. 
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Du  cas  particulier  où  B  =  — •  A. 

100.  Dans  ce  cas^  la  force  placée  au  second  foyer  G  est  répulsive, 
et  égale  en  intensité  à  la  force  attractive  placée  au  foyer  F.  Pour  que 
l'ellipse  soit  décrite  en  vertu  de  ces  deux  forces ,  il  faut  y  d  après  la 
formule  précédente  y  qu'on  ait 

_  JH     _A(i  — m^) 

Alors  la  vitesse  p  en  un  point  quelconque  est  donnée  par  Téqua* 
tion  (i) ,  savoir, 

,        2A        ûA   ,    ^j  uA      ,      aA 

Mais  on  a ,  par  hypothèse ,  V*  ?=  fi^  ,  =  -^ j3j—  ;  donc 

t  — .  2^        fiA 
*^    r  ^ 

On  voit^  par  cette  équation,  que  la  vitesse  diminue  de  plus  en  plusfy 
à  mesure  que  le  corps  s'éloigne  de  l'extrémité  du  grand  axe;  elle 
sera  nulle  à  l'extrémité  du  petit  axe,  où  l'on  a  r  =  ^.  Ainsi,  à  partit 
de  ce  point ,  le  corps  reviendra  sur  ses  pas ,  et  décrira  le  quart 
d'ellipse  dans  le  sens  contraire.  Arrivé  au  point  A  avec  une  vitesse  V 
égale  à  la  vitesse  initiale,  mais  dirigée  en  sens  contraire  ,  il  continuera 
son  mouvement  sur  l'ellipse ,  jusqu'à  ce  qu'il  parvienne  à  Tautre 
extrémité  du  petit  axe  ^  où  sa  vitesse  sera  nulle.  Ainsi ,  dans  le  cas  où 
les  deux  forces  situées  aux  deux  foyers  sont  égales,  mais  agissent 
en  sens  contraire  ^  le  mobile  ^  en  supposant  sa  vitesse  initiale  telle 
que  nous  l'avons  fixée,  parcourra  la  demi-ellipse^  d'une  extrémité 
à  Tautre  du  petit  axe,  par  un  mouvement  analogue  ^  celui  d'un 
pendule  qui  oscillerait  dans  une  demi-ellipse  dont  le  grand  axe 
serait  vertical.  Cet  exemple  d'un  mouvement  d'oscillation ,  que  des 
forces  accélératrices  produisent  sur  un  corps  parfaitement  libre, 
s'il  n'est  pas  le  premier  que  la  mécanique  ait  offert  jusqua  présent, 
est  au  moins  digne  de  remarque. 


Sixième  partie,  section  iï.  se^ 

loi .  t'our  trouver  le  temps  du  mouvement,  il  faut  faire  B  =-—  A 
dans  la  formule  du  n"  94 }  ce  qui  donnera 

Soit  c*  =  i,  y  =i:  p^^fiiji-—,  |/(,  — c»sin*  4)  =  A,  on  aura 

donc  le  second  membre  de  Téqualion  précédente  étant  nommé  dV^ 
on  aura 

ce  qui  donne  en  intégrant , 

V  =  c/wF  (c,4)  +  c  (i  —  ;»)•  E(c,  4)  —  c(i  ^myfL^d\^. 

Mais  on  a 

/A^tf^/ss^  c»Asin4cos>H-E(c,4)  — |c»F(c,  4)j 
donc 

V  =  ^  (i  +4'''  +  '»')  ^  (^^  4)  "^  3  (^  "^  m)»  A  sin  %j/  cos  4- 
Cette  intégrale  y  qui  ne  comprend  que  la  fonction  de  première  espèce 
F  (c,  4)>  est  la  valeur  de  ^^~r  (i  4*''»)  V^(ï  •--'  'w*)  j  et  en  faisant 
^  =  •4^^,  on  en  déduit 

'  =  -'^^[?^^('^'4)-Asin4cos4]. 

Si  l'on  Élit  ^=31,  ou  4=^t'^9  ^^  ^^^^  ''^  temps  employé  à  par* 
courir  le  quart  d'ellipse.  Ainsi  en  appelant  T  le  temps  d'une  oscilla- 
tion y  on  aura 

2?a  CA9  particulier  où,  Von  a  C  +  C  =  o. 
i02é  Dans  ce  cas,- les  polynômes  P  et  Q  se  réduisent  à  deux 
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termes^  savoir^ 

P  =3:  a  —  €p*. 

Dans  le  premier  y  les  coefficiens  a  et  6  sont  toujours  positifs  ;  dans 
l'autre  y  les  coefficiens  >  et  cT  peuvent  être  tous  deux  positifs ,  ou 
l'un  positif  et  l'autre  i^égatif. 

D'après  ces  valeurs ,  chaque  membre  de  l'équation  -^  ==  -^ 

pourra  toujours  se  réduire  à  la  forme  t^ —  »  *  à  \  y  où  Ton  a 
c*=;  i  ;  donc  réquaiion  dont  il  s'agit  peut  être  représentée  en  gé- 
néral par  k  777 — \> .  a-  ,^  =  —7 r^Tr^  s  et  son  intégrale  sera 

AF  (c,  4)  =  F  (c, C)  +  const., 

ou  simplement  A:F  (4)  =  F  (0  +  consl. ,  le  module  commun  à  ces 
fonctions  étant  c  =  y/^. 

On  pourra  toujours  supposer  que  dans  l'état  initial  du  mouvement  y 
l'une  des  variables  4,  Ç  est  nulle.  Soit  celte  variable  Ç',  et  soit  en 
même  temps  •>[/  =  £  ^  alors  l'équation  de  la  courbe  sera 

.*(F4  — F6)=FÇj 

et  si  Ton  prend  une  nouvelle  variable  ^,  telle  que  F^=:F4"^F6| 
on  aura  plus  simplement  AF^  =  F^. 

io3.  Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  simple  ^  l'équation  de  la 
trajectoire,  lorsque  la  vitesse  initiale  satisfera  à  la  condition  C+C'=o. 
Dans  celte  équation,  k  sera  en  général  une  fonction  donnée  des 
quantités  A^By  a,  et  de  celles  qui  sont  relatives  à  l'état  initial  du 

• 

corps;  si  l'on  suppose  que  k  est  égale  à  une  fraction  rationnelle  -, 

prise  à  volonté  entre  des  limites  convenables,  cette  condition  établira, 

entre  les  données  du  problème,  une  relation  au  moyen  de  laquelle 

la  courbe  décrite  par  le  corps  sera  une  courbe  algébrique,  puis-* 

qu'il  y  a  toujours  une  équation  algébrique  qui  représente  l'équation 

transcendante 

iFf  =  eF^. 

Il  y  a  dune  une  infinité  de  cas  où  la  courbe  décrite  par  un  corps 
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attiré  vers  deux  centres  fixes,  est  une  courbe  algébrique.  Cette 
courbe  sera  nécessairement  rentrante  sur  elle-méniey  lorsque  la 
-vitesse  initiale  sera  telle  ^  que  le  corps  ne  peut  s'éloigner  à  Finfîni; 
alors  il  y  aura  une  période  composée  d  une  ou  de  plusieurs  révo- 
lutions ^  laquelle  se  répétera  à  Tinfini;  de  sorte  qu'il  suffira  de  calculer 
le  mouvement  du  corps  dans  une  de  ces  périodes  ^  pour  pouvoir 
assigner  le  lieu  du  corps  et  toutes  les  circonstances  du  mouyement  au 
bout  d'un  temps  quelconque.  • 

Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d'indiquer ,  et  qui  seront 
déterminées  d'une  manière  plus  particulière  dans  Fexamen  que  nous 
ferons  des  di0érens  cas  principaux  du  problème,  sont  les  seules 
qu'Euler  ait  données  dans  les  Mémoires  de  Berlin ,  ann.  1760.  Mais 
nous  ferons  voir  qu'il  y  a  une  infinité  d'autres  systèmes  de  courbes 
algébriques  qui  peuvent  également  satisfaire  au  problème;  et  cette 
multitude  de  solutions  est  une  nouvelle  preuve  des  avantages 
que  peut  procurer^  dans  les  applications ,  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

Rechercha  des  cas  principaux  contenus  dans  le  premier  système. 

104.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  cas  particuliers; 
nous  allons  maintenant  procéder  à  l'intégration  de  l'équation  (3), 
Pour  cela,  il  faudra  distinguer  dans  chacun  des  deux  systèmes 
indiqués  art.  77  ,  les  diflerens  cas  principaux  qui  peuvent  y  être 
renfermés ,  et  qui  donnent  lieu  à  des  résultats  de  forme  différente. 

En  général,  on  sait  que  chaque  membre  de  l'équation  (5)  peut 

être  réduit  à  la  ibrme  ^7711^^73;  ^^1*^  équation  sera  donc  tou- 
jours de  la  forme 


et  son  intégrale  sera ,  par  conséquent , 

En  supposant  que  le  point  A,  origine  du  mouvement,  est  situé 
sur  Vaxe  £FG,  soit  dans  son  prolongement  du  côté  de  F,  soit  entre 


y 
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les  deux  centres  F  et  G,  on  pourra  toujours  faire  ensorte  qu'une  des 

variables  4  t  Ç  soit  nulle  au  point  A;  alors  on  devra  supposer  que 

—  et  -p  sont  tous  deux  positifs^  afin  que  les  angles  '^  elÇ  croissent 

continuellement  avec  le  temps  :  c'est  sur  ce  principe  que  seront 
dirigées  les  transformations  par  lesquelles  on  obtient ^  dans  les 
cjlffërens  cas ,  Féquatioa  de  la  courbe  décrite 

AF  {cy  4)  =  F(x,0  +  c^nst. 

Cette  équation,  de  même  forme  dans  tous  les  cas,  et  facile  à 
résoudre  pour  déterminer  tant  de  points  qu'on  voudra  deTorbite, 
est  remarquable  surtout  en  ce  que  le  coefficient  k  s'exprime  toujours 
très-simplement  par  les  deux  modules  c  et  x;  d'oùil  suit  que  les  cas 
les  plus  variés  du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres 
fixes,  sont  toujours  résolus  par  une  équation  finale,  où  il  n'y  a  que 
deux  constantes  arbitraires  pour  représenter  toutes  les  données  du 
problème. 

io5.  Dans  le  premier  système  que  nous  nous  proposons  maintenant 
de  développer ,  le  polynôme  P  est  de  la  forme 

où  Ton  suppose  m  et  m'  positifs,  et  m>  m!.  La  valeur  de  p^  est 
donc  toujours  comprise  entre  les  limites  m  et  nJ.  Or ,  le  lieu  de 
tous  les  points  où  l'on  a  p*z=:  niy  est  une  ellipse  décrite  des  foyers 

F  et  G ,  et  dont  le  sommet  E  est  placé  à  la  distance  EF  =  -^^  : 

de  même,  le  lieu  de  tous  les  points  où  Ton  sip*z=zm\  est  une  ellipse 
décrite  des  mêmes  foyers,  et  dont  le  sommet  J)  est  placé  à  la  dis- 
tance FD:;=-^-7.  Donc,  dans  tous  les  cas  qui  appartiennent  au 

premier  système ,  la  courbe  décrite  par  le  mobile  sera  toujours 
comprise  dans  l'espace  que  laissent  entr'eux  les  périmètres  des  deux 
ellipses  que  nous  venons  de  déterminer;  de  sorte  que  les  intersections 
de  cette  courbe  avec  l'axe  ne  pourront  se  faire  que  dans  les  parties 
de  cet  axe  ED ,  KL  comprises  entre  les  deux  ellipses, 

106,  Nous  appellerons  absides  supérieures^  les  points  de  Forbite 

S', 
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S',  S%  S%  etc.,  ou  Ton  ^  p^^=^m^  et  absides  inférieures  les  points 
r^  1%  1%  etc.  ^  où  l'oQ  a  p^  =  /Ti'.  La  raison  de  cette  dénomination 
est  que  la  somiïie  des  rayons  vecteurs  r+  *  est  un  maximum  dans 
les  premiers  points  ,  et  un  minimum  dans  les  autres;  mais  il  importe 
surtout  de  remarquer  une  propriété  générale  des  absides  ^  tant  supé-> 
rieures  qu'inférieures^  savoir^  que  dans  ces  points  Torbite  est  toujours 
tangente  à  Fellipse  terminatrice  p^  z=z  m  ou  p*^=:  m\ 

En  effet^  si  Torbite^  qui  a  un  point  S  commun  avec  l'ellipse  supé-* 
rieur  p^zzzm,  coupait  cette  ellipse^  il  y  aurait  des  points  de  l'orbite 
qui  appartiendraient  à  une  ellipse  plus  grande ,  et  pour  lesquels,  par 
conséquent,  on  aurait  p*^  m;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque 
772  est  la  plus  grande  valeur  de  p*.  De  même  si  Torbile,  qui  a  un 
point  I  commun  avec  l'ellipse  inférieure /?*  =  m',  entrait  dans  cette 
ellipse,  il  y  aurait  des  points  de  Torbite  qui  appartiendraient  à  une 
ellipse  plus  petite,  et  pour  lesquels  on  aurait ;?'•< m';  ce  qui  ne 
peut  encore  avoir  lieu,  puisque  m^  est  la  plus  petite  valeur  de^V 

Il  ne  peut  y  avoir  d'exception  à  celte  propriété  générale,  que  dans 
le  cas  où  l'orbite  aurait  un  point  de  rebroussement  qui  aboutirait  à 
l'une  des  ellipses  terminatrices ,  ou  bien  dans  le  cas  où  la  vitesse  du 
corps  serait  zéro  au  point  S  ;  car  alors  il  reviendrait  sur  ses  pas ,  en 
suivant  le  nfiême  arc  de  courbe. 

107.  Pour  procéder  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  (5), 
il  faut  transformer  convenablement  les  deux  membres.  Et  d'abor4 


puisqu'on  a  P=  M(m — p*)  (/?*  —  ^')  9  si  l'on  fait  c*  =  1 

el  p*  =  m(i  —  c*  sin^-^/) ,  on  aura  la  transformée 

dp  1  d^ 

On  a  ensuite,  d après  les  formules  de  l'art.  79, 

(,  — TOw')  Q = A  +  B/ira'4- ('»+  ^')  (A+  B)7*+  (A/wn'+B)  ç^ ; 

mais  il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  les  facteurs  du  second 
membre  sont  réels  ou  imaginaires. 

108.  Premier  cas.  Si  ces  facteurs  sont  imaginaires,  ou  si  l'on  a 

m  —  m  ay/AB 

5o 
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on  pourra  supposer 

Q  =  (M  — B)(iH-a*cosÔ.9*+ay), 
A  et  0  étant  délermiaés  par  les  équations 

A  +  Bm/Ti'  *  |/(Amm'  +  B) .  i/(A  -f  Bm/zi')  ' 

d'ailleurs  on  a,  comme  dansl'arL  78,  M=  ^^^ ,.  M— B=^i^i5^' 

Cela  posé,  si  l'on  fait  x  =  sin  ^  G,  q=:~  tang  ^  Ç",  on  aura  la 
transformée 

dq i_ dZ 

V/Q  ~  QV/(M«  — B*)  •  v/(i  —  *'sin-Ç)' 

Soi.  ."8;^*^=  V(=^)= V(=^^)=v/(^^) 

=  t/(;  __^ >  et  l'équation  (5)  deviendra 

mais  j'observe  qu'on  peut  mettre  -tt— 4  à  la  place  de  4,  san» 
changer  la  valeur  supposée /?•  =  771(1 —c*sin»4  );  ainsi  on  peut 
supprimer  le  double  signe  de  celte  équation ,  et  écrire  simplement 

j^  d4'  , dÇ_ 

V(  ï  —  c»8m»4'  )        Vil—  »»«in»  0  * 

ce  qui  donnera ,  en  intégrant , 

109.  11  s'agit  maintenant  de  déterminer  la  constante  C.  Or,  d'après 
l'élat  initial  du  mouvement,  tel  qu'il  est  supposé  dans  l'art.  74,  on 
doit  avoir  au  point  A,  ^  =  0  et  ;?•=/w^  Faisant  donc  Ç=o  et  4=€, 
ce  qui  donnera  nfz=z.m  (i  —  c*sin* «) ,  ou 

sin*€  =  Tti  —  m-_m  —  m- 


md"  m  —  m'^ 

on  aura  C"s= —  A:F  (c,  g)  ;  ainsi  l'équation  de  la  courbe  sera 

AFC^,4)  —  A:F  (£?,£)  =  F  (x,^). 
Mais  il  importe  de  savoir  si  l'angle  € ,  déterminé  par  la  valeur  de 


i« 


^  SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  IL  SgS^ 

8in*€,  est  aigQ  ou  obtus;  car  l'équation  de  la  courbe  ne  serait  plus, 
la  même  si  l'on  mettait  ir  —  6  à  la  place  de  «. 

Pour  cela  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit^  faire  ensorte  que 

les  coefficiens  jj»  jr  soient  tous  deux  positifs  au  commencement 

du  mouvement.  Or  on  a ^  au  point  A,  ç=o,  az=o,  ye=so, 
p=:  \/m%  drs=:\dt  cosfc ,  rdf  =  Voisin  /jl;  d'un  autre  côté  les 

équations r=  ^_^      ^  ,    ^  9  ^^^Si>?  =  -étant  différenciées^  donnent 

an  même  point  A   où   y  =  o,  dr=z    °^  ^  ^^  ij(p=:^;  donc 

:^=  ^  .^  =  ^  V  sm)i6=:  i^ ^^ — Vsmtt:  mais  on  a    en 

général  ç=  -^  tang  ^  Ç»  ce  qui  donne  au  point  A,  ^^~^  •  §; 
4onc 

cette  valeur  est  toujours  positive.  Pour  avoir  celle  de  ^  ^  j'observe 


qu'ona  J/=VJ^cos;^=~^.j  doncau  point  A,^=^^^^^.Vcos;tj 

d'ailleursréquation/?*=:m(i— c*sin*'>{/)  donne/?  J/7        mc^sin^cos^^^» 
donc  au  point  A^  où  >[/  =  £,  on  a 

d^  |/m*  dp (i — 7n?y\cosfê 

dt  me*  ;jin  i  cos  i  *  dt  "^  aamc^sia  i  cos  t  * 

•  « 

De  là  on  voit  que  pour  rendre  ^  positif^  il  faut  toujours  prendre 

cosé  de  signe  contraire  à  cosfc,  c'est-à-dire  que  les  angles  £  etyte 
seront  toujours  y  Tun  aigu  y  l'autre  obtus. 

Par  cette  condition ,  l'angle  €  sera  entièrement  déterminé  y  et  la 
courbe  décrite  parle  mobile  se  construira  au  moyen  de  l'équation 

À-F(c,4)-A:F(c,6)  =  F(*,Ç), 

qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations  ;?*  =  m  (i  —  c*  sin*  *>!.  )  , 

ç  =  —  tang  l  ^.  On  voit  par  ces  dernières ,  que  p  restera  toujours 

positive^  mais  que  q  prendra  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives , 


^ 
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depuis  zéro  jusqu'à  rindui.  On  déterminera  d'aiHeurs  les  coordon-^ 
nées  a:  ei  j^  par  les  formules  de  l'art.  8î  ,  où  l'on  voit  que  l'or- 
donnée j^  change  de  signe  en  même  temps  que  la  variable  y. 

110.  L'équation  qu'on  vient  de  trouver  pour  la  courbe  décrite^ 
peut  en  général  se  réduire  à  deux  termes;  car  en  faisant  F  (4)  — F(é) 
=  F  (^) ,  c  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions^  on  aura 

mais  alors  il  faudrait  exprimer  p  en  fonction  de  0.  Or,  d'après 
réqualionsupposée,ona(n**i8,p.i),  en  faisant  v/(i — c'sin'0)=A(n 
et  {/(i — c*8in*6)=  A(€), 

AiAî  —  c*  sin  i  cos  i  sin  {  cos  i 


p  =  \/m. 


1  —  c*sm*i8in*{ 


Mais  cette  expression  étant  assez  compliquée ,  il  est  préférable  Je 
laisser  Téquation  de  la  courbe  dans  sa  forme  à  trois  termes  ^  laquelle, 
d'ailleurs ,  n'est  pas  moins  facile  à  résoudre ,  lorsqu'il  s'agît  de  déter- 
miner >[/  par  le  moyen  de  Ç",  ou  réciproquement. 

Cette  équation  se  simplifie  d'elle-même  dans  les  deux  cas  parti- 
culiers où  le  point  A,  origine  du  mouvement,  est  une  abside  supé- 
rieure ou  inférieure. 

III.  Si  le  point  A  est  une  abside  supérieure  ^  ce  point  ne  pourra 
être  qu'un  des  sommets  de  l'ellipse /?*  =  m;  on  aura  par  conséquent^ 
dans  ce  point,  /«•  =  m  et  )x  =  7  «^^  ce  qui  donnera  ezsso,  et 
Téquation  de  la  courbe  sera  simplement 

AF(c,4)  =  F(*,0. 

Si  le  point  A  est  une  abside  inférieure ,  ce  point  sera  un  sommet  de 
Tellipse  p""  =  m',  et  on  aura  ne:=zwl^  M  =  r  "^^  ce  qui  donnera 
€  =  ^  TT.  Dans  ce  cas ,  l'équation  de  la  courbe  contient  encore  trois 
termes,  savoir,  iF  (c,  4)  —  A:F'c=  F  ()t,  C);  niais  en  faisant  la 
même  transformation  que  dansTarticle  précédent,  et  substituant  dans 

la  formule  la  valeur  €=i  nCyOn  trouve  »=  -77 — ^^.  ^^=    .       .— ^  • 

^E(c,Ç)=F(x,Ç);  et  comme  rien  n'empêche  de  mettre  ^  aa 
lieu  de  %  dans  ce  résultat,  l'équation  de  la  courbe  sera  toujours  de 
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la  forme 

mais  on  aura p  =  7^7 —    .  ^  ^.^  et  ûf  =  -7-  lang \ t. 

Il 2.  Second  cas.  Si  les  facteurs  du  polynotne  Q  sont  réels ^  ou 
si  Ton  a 

m  —  mf         fly/AB 
1  —Tnm!^  A+B^ 

on  pourra  supposer 

Q  =  (M— B)(i+«t7-)(iH-ay)> 

A  et  ct^  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  Ué 

équations 

^^^f^  (m+mO(A  +  B)  ,  _^  Amm'+B 

*"*""*—         A  +  Bmmf        '     ^  —  A  +  Bmm'- 

«'  1 

Soit  *  >  a',  si  l'on  fait  x*=±i— —  et  fj  z=z—  tang  Ç  >  on  aura  la 
transformée 

dq   ^ 1^ rfÇ     ^ 

V/Q7^  V/(«M  — «B)  •  1/(1— »*8in*Çy 

Soit  enfin  A:  =  1/  (^ — W~j  =  i/(^~^a)>  et  on  aura  lequatiOQ 
de  la  courbe 

ÀFCc,4)-AF(c,0  =  F(x,O* 
£  étant  la  valeur  de  •>{/  au  point  A  y  donnée  par  Téqûalion 

sin*<  = 


m  —  m° 


TU  ^—  m 


On  trouvera 9  comme  ci-dessus^  que  Tangîe  €  est  toujours  de  même 
espèce  que<7— «yct^  ce  qui  achèvera  de  déterminer  cet  angle^  Ensuite^ 
pour  construire  la  courbe ,  il  faudra  joindre  à  Téquation  précé-* 
dente  les  équation^ 

ii3.  Sî  le  point  A  est  une  abside  supérieure^  on  aura  €=  ô^  et 
Téquation  de  la  courbe  sera  simplement 

AF(c,4)  =  FC»,C). 
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Si  le  point  A  est  une  abside  inférieure,  on  aura  e=z{7ti  alors' 
l'équation  de  la  courbé  sera  encore  de  la  même  forme,  mais  on  aura 

Les  deux  cas  principaux  que  nous  venons  de  développer  sont 
les  seuls  qui  soient  compris  dans  le  premier  système.  Nous  allons 
donc  passer  à  l'examen  des  cas  qui  appartiennent  au  second  système; 
mais  pour  cet  effet  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  déterminer 
les  constantes  C  et  C  dans  l'hypothèse  que  le  point  A,  origine' 
du  mouvement ,  est  situé  sur  Taxe  entre  les  deux  centres  des 
forces  F  et  G. 

Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  second  système. 

,  114.  On  a  déjà  vu  que,  dans  le  second  système,  la  valeur  deP 
doit  toujours  être  de  la  forme 

P  =  M(m—p^)  (^p^J^m'), 

dans  laquelle  m  est  positif  et  <i  i,  /t»'  étant  positif  aussi,  mais  d'une 
grandeur  non  limitée. 

Dans  ce  système,  la  valeur  de  ^*  varie  entre  les  limites  zéro  et  m.^ 
tous  les  points  où  p*=:m  sont  les  absides  supérieures  S',  S*,  S^,  etc. , 
dans  lesquelles  Torbile  est  tangente  à  l'ellipse  terminatrice  p*=:  m; 
tous  les  points  où  p'^z^o  peuvent  être  regardés  comme  des  absides 
inférieures  I',  P,  P,  etc.,  puisque  la  somme  des  rayons  vecteurs 
FI  +  IG,  égale  à  FG,  est  un  minimum;  ces  points  sont  en  même 
temps  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  entre  les  deux 
centres  F  et  G, 

Flg.  ig.  ii5.  Soit  A  le  point  de  l'axe  situé  entre  F  et  G,  qu'on  prend 
pour  origine  du  mouvement;  soit  Y  la  vitesse  initiale,  et  fc  l'angle^ 
EAH  que  fait  la  direction  de  cette  vitesse  avec  l'axe  :  les  angles 
fc,  (p ,  0)  sont  ouverts  d'un  même  côté;  ils  prennent  naissance  lors-* 
que  leurs  côtés  sont  confondus  avec  la  partie  de  l'axe  dirigée  dans 
le  sens  GFE. 

Cela  posé,  on  aura,  au  point  A,  les  valeurs  ^=0, 9=  tt,  tv=o. 
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Subslitaant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  et  (2)^  afin  de  déter- 
miner les  constantes  C  et  C'^  on  en  déduira 

C'=A+B-f^. 
Mais  puisqu'on  a  en  général 

P  =  iA-iB+iC'+(C+C0;^'-(iA4-iB4.iC');^S 

et  que  cette  même  quantité  est  représentée  ^  dans  le  second  sys^ 
tème>  par  la  formule 

on  aura  pour  déterminer  M^  m^m',  les  équations 


mm 


m^-^wl 


(A+B)  (1  +m«)»  — iaV*m°sin>^ 

(A  +  B)  (1  +  m*»)»  —  i  aV*m^sin>  > 


ensuite  la  valeur  de  Q  sera  donnée  par  la  formule 

(i+mm')Q  =  A— B/w/»'+ ( A  +  B)  (m— m')y»H-(B— A/wwOt*. 
ii6.  Procédons  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  (5)^  et 
soit  d'abgrd  Z7=  i/mcos? ,  c*  :s= — i — ?,  on  aura  la  transformée 

dp   c  d\  ^ 

\r?  V/(Mm)  "  V/(i  —  c*  sin*  J)  '' 

mais  il  convient  d'obtenir  un  résultat  positif^  parce  que  la  première 
valeur  de  p  étant  zéro  y  celle  de  ^  doit  être  positive*  Or^  en  faisant 

F'^?  — F  (c ,  ^  )  =  F  (  c,>(/),  ou  algébriquement  tang  Ç  tang  4=â* 

on  aura -77; — J  .  ^  , .  =  —    :>  ■  '    >  •  >>.  ;  et   comme  l'équation 
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supposée  donne  cos  ^  =     .  __^'"aT^>  ,v ,  il  s'ensuit  que  si  Ton  fait 

■,.        .  .  ci/m'  sin  ^J/ 

directement  ;>  =  -ç^fzr^r^^y  on  aura 

Celte  valeur  restera  toujours  la  même  dans  tous  les  cas  du  second 

système;  mais  celle  de  — ^  sera  d'une  forme  différente  ,  suivant  le« 

différents  cas,  c*est-à-dire  suivant  les  différentes  formes  que  peuvent 
prendre  les  facteurs  dont  le  polynôme  Q  est  composé.  Nous  allons 
examiner  successivement  ces  différens  cas^  mais  nous  nous  bornerons 
toujours  à  ceux  qui  supposent  les  quantités  A  etB  positives. 

iiy.  Premier  cas.   Supposons  qu'on  ait  à  la  fois  A^B/w/w'   et 
B  >-  Amm\  ensorte  que  mm'  soit  non-seulement  moindre  que  Tunité, 

mais  moindre  que  le  plus  petit  des  rapports  t-  »  b~*  ^^^^  ^^  P^^^ 

(A  +  B)'(/?i — /»')*<4(A— B/wm')(Bi — Amm')  ^  ou ^  ce  qui  revient 

au  même  ^ 

m  +  m'         ay/AB 
I  -f-mm'  ^  A4-B' 

Ces  conditions  ayant  lieu^  on  pourra  faire 

Q  =  (M~B)(i  +aacosG,y*+ay), 
«  et  â  étant  déterminés  par  les  équations 

Cela  posé 9  soit  y  s=  —  tang  |  Ç^  x  =  sin  ^  8^  on  aura  la  transformée 

V^Q         av/(M4i— B*)'  v^(i— »*sin*Ç)' 

Soit  enfin 

}'e'quation  (3)  deviendra 


u ^ ^ 

**|/(i-T-ff»»iV4)  —  1/(1— •'"•»' O' 


et 
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et  son  intégrale  sera 

AFC^,4)  =  F(x,Ç)-F(x,6), 

<  étant  la  Yaleur  de  Ç  lorsque  <  =  o  :  alors  on  a  ^  ss  ^vt\  ainsi  t  est 
donné  par  Téquation  tang  76=  ^{<ufit). 

118.  Cherchons  maintenant  les  valeurs  ^«  -^  ^^^r  lorsque  i;ss,o. 
Puisqu^on  a  rs=s  ^  ^  —  7371  >  to^^g  •  û>  ss;?^,  ces  équations  étant 
différenciées^  donnent  pour  le  point  A  où;7=o  etc»=o^£fr=s  ^^  %z^ 
jdùêzszqcU);  donc  :^==  —  •  tt  ==r47^-Vsin  u.  Cette  valeur  est 
positive  ;  donc  -^^  qui  est  du  même  signe  que  ^,  est  aussi  positif. 
Il  reste  à  faire  ensorte  que  ^  soit  aussi  positif. 

Or,onai?r=-.Vrf^cos^=^-2^^;donc  ^=:ild^Tycos(^-,i); 

^'un  autre  côté,  Téquatiôn  y  =  ^  ^°g  î  C  donne  dq  =  jp^  .  j;^  î 
donc  au  point  A,  on  aura 

Ainsi  la  valeur  de  ^  ne  sera  positive  que  lorsque  l'angle  jtt  sera 

plus  grand  qu'un  droit.  Dans  cette  hypothèse,  l'équation  de  l'article 
précédent  est  exacte,  et  il  n'y  a  aucune  ambiguïté  sur  la  valeur  de 
l'angle  s  déduit  de  l'équation  tang  -î  6  =  v/(o(/7t*)« 

1 19.  Mais  si  l'angle  /«  est  moindre  qu'un  droit ,  alors  le  coefli'- 
cient  ^  deviendra  négatif,  et  l'équation  (5),  dans  laquelle  nous 
avions  négligé  le  double  signe  ,  devra  être  écrite  ainsi , 

kd4^ dZ_ 

Pour  la  ramener  k  la  forme  ordinaire,  nous  prendrons  une  lïouvelle 
yariable Ç ,  telle  que  tang  Ç  tang  Ç  =  j  =  ^,^^_^^ ,  ce  qui  donnera 

5i 
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,„  -— — °\.  ^^  =  —7 T-^TK  ;  alors  Q  devra  être  expriméeeii  fonc- 

tîon  de  Ç,  et  on  aura  y  =  ^ .  ^^„,^3r>t)^^aip|-  Par  le  moyen 
de  cette  valeur  substituée  directement  dan«  U   quantité  p»-  »  on 

aurait  ti^Hiv^  ~  "^  ^  1»?^=^  '  V'Ji -«^a&i- ^j  »  *'»**  *'^^*- 
tion  (5) ,  qui  est  alQfg  -^  =5  ^  -^ ,  a  pofi?  trapsformea 


\/(i  -«•  c»  âja*4)  ■"  1/(1  — f  »"  »iii»l  )  * 

et  son  intégrale  est 

€  étant  déterminé  par  l'équation  l/fom'^sss  777 ;  .  W  ,  >  .    s 

d'où  l'en  tire 

120.  Il  résulte  de  celte  analyse^  que^  dans  tous  les  cas,  Téqnation 
de  la  courbe  sera  représentée  par  la  méno^  fonnide 

*F(c,4)  =  F(»,o-F(x,0; 

que ,  dans  tous  les  cas ,  la  valeur  de  p  sera  p  =  '^r  _  A^*  «  ^  f 

m^Is  que  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  la  variable  q  et  de 
la  constante  ty  seront  différentes^  selon  que  l'angle fç  qui  détermine 
la  direction  de  la  vitesse  initiale  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu'uo 
«igle  droit. 

,    Si  l'on  a  i^>  T'Tr^  Iss  formules  doot  il  s'agit  seront 

si  Ton  a  /E«  <  ^  TT  >  ces  formules  safont 

* 

« 

121.  On  pourra  évit^  la  .distinction  de  ces  deux  cas^  et  s'es 


«IXIÉME  PAATlÉ.  SECTION  It.  4^5 

Mttif  ait  llrAtxier^  qni  est  le  pintf  simple,  ai  Ton  désigne  consomment 
par  F  celui  des  deux  centres  où  l'angle  FAH^  formé  par  la  tan- 
gente AH  avec  Taxe  du  côté  d^F^  est  ua  angle  obtus.  Cette  byp<»tbese 
ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution^  puisque  d'ailleurs 

nt",  qui  représente  le  rapport  ^q»  peut  avoir  une  yaîeur  quelconque 

depuis  zéro  jusqu^à  Tinfini^  et  qu'il  n'y  a  aucun  avantage  à  supposer 
le  point  A  plus  près  de  F  que  de  G^  oe  qui  rendrai^  m''  <  i. 

Pour  éviter  une  éubdivisioâ  inutile  ^  nous  choisiront  de  même  ^ 
dans  les  autres  cas  généraux  qui  nous  restent  à  examiner  ^  le  centre 
rdaiivement  auquel  la  Solution  se  présente  sous  la  fdrme  la  plus 
simple^  lorsque  cette  tokilioii ^ra susceptible  de  de«x  fermes. 

123.  Nous  pourrions  passer  sous  siléftcfe  le  cas  de  /jt=ij^y  parce 
que  ce  cas  paftimfier  ne^  peut  avcvr  liiiu  dans  le  cas  général  dont 

nous. nous  occtipons.  En  effet ^  conune  eii  aiHpait  alort  ^:^»o^ï 

faudrait  qu'on  eût  en  même  temps  Q  =  o ,  et  qu'aiuM  ^  «-^  m^  £te 
facteur  du  polynôme  Q  ;  ce  qui  n'a  pae  lieu  ,  puisque  les  facteurs  de  Q 
sont  imaginaires^  éxCepté  dans  le  seul  cas  cte  9=0,  où  ils  deviennent 
égmt  el  êe  la  imne  1 4*^^^  non  s«mMabfe  k  ^^—  M^. 

Au  reste  9  si^  dans  la  supposition  de  ^xs^^r^  6n  clierd^ait  à 
vérifier  la  condition  (  A-f»)»(/ii— m')«  <  4  ( A— B/7iw')(B— Awww')  , 
d'après  les  valeurs  de  mm'  et  m  *^vnlj  données  tfriL  i  i^y  «ft  troÉh*- 
verait  que  cette  condition  n'a  pas  lieu;  car  elle  donnerait  pour 
téstdiat, 

[i  «Vr(i  -  m^)  — (^^ -^  Bin')  (  I  Hri»i^)]r  <  o. 

Amsi  lorsqa^bn  a  ^^^  ^  ^  yL_  ^Torbite  ne  coupera  jamais  Taxe 

à  atig^si  droits  entre  les  dèoac  cciUfes  F  et  G# 

125.  Second  cas.  Soit  encore  A  >  B/wii'  et'S>  h^lknlf,  et  sxt^ 
peeena  de  plds  qu'on  ak 

ces  conditions  ayant  lieu^  les  £3icteurs  dif  polymome  Q'  ieront  feels  ; 
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mais  il  y  aura  deux  cas  à  distinguer  ^  selon  que  m^^rn!  est  positif 
ou  négatif. 

124*  '^^^^  ^**  m! <^myOn  pourra  £aire 

a  et  tf'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les 
équations 

, jm^m')  (A-4-B)  ; B_--Amm' 

*  +  "*—  A  — B/iim'         >     ^  — A  — BmiSr- 

Soit  et  >  a';  si  Von  fait  x*=i  —  —  et  y==— r-  tang  Ç  >  on   aura 

réquation  (5)  deviendra  k—z j,  .  ^.^  =  —7 —  ,  .  ,^i>  et  son 

intégrale  sera 

s  étant  la  valeur  de  Ç  au  commencement  du  mouvenoent^  valeur 
connue  par  l'équation 

tang  €  s::^  ^{(BLnf), 
Mais  pour  que  Téquation  générale ,  dans  laquelle  nous  avons  sup-^ 
primé  le  signe  ambigu  ^  soit  exacte  ^  il  faut  que  ^  soit  positif.  Or  on  a^ 

au  point  A ,  comme  dans  l'art.  118,^=        J^  ^  W  cos  {Tr-^fi)^ 
D'ailleurs   l'équation   ^  =  —  tang  Ç^  donne   au  même    point*  ^ 

~  =  |/a.cos'€.^  ;  donc  tj  sera  positif  si  cos  (tt  — /u)  est  positif  ^ 

ou  si  Ton  a  ^  >  i^* 

Dans  le  cas  contraire  ^  il  faudra  transformer  la  variable  ^  eomm^ 
on  l'a  fait  dans  l'art.  119;  mais  on  peut  se  dispenser  de  ce  calcul^  ea 
choisissant 9  pour  le  centre  F^  celui  des  deux  pour  lequel  l'angle  ft  est 
plus  grand  qu'un  angle  drait» 


■«. 


-_....^>rf^ 
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^    1^5.  Soit  y  2*.  i7i'>  m,  les  autres  conditions  étant  les  mêmes  que 
dans  TarL  i25,  on  pourra  faire 

a  et  €l'  étant  des   quantités  réelles  et  positives  données  par  les 
équations 

,       (m'— m)(A  +  B)        ^   ,       A  — Bmm' 
*  +  *— B-Ami5^ >     **=B-Am7i»'- 

Soit  a  >  a';  si  l'on  fait  3t*  =  ^  et  y  =  4^ ,  on  aura  —  -^  =b 

-_L.  «^^^.        Soitdonc  ifc=cy(i .  î*=^\        7/^-^ 

et  l'équation  (  5  )  deviendra  ^  en  supprimant  le  signe  ambigu  et 
intégrant. 

c'est  l'équation  de  la  courbe  qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations 

,  P  =*   1/(1— c*8Ï?7}Ô«*      ^  ^  B^* 

1^.  Pour  déterminer  la  constante  c,  on  aura  d'abord  Féquation 
sin  €  =  \/(~o)  i  ™^^^  ^^^^  équation  laisse  incertain  si  l'angle  €  est 
aigu  ou  obtus.  Il  faut  fixer  cette  incertitude  en  satisfaisant  à  la  con^ 
dition  que  ^r  soit  positif  au  commencement  du  mouvement. 

Or  on  a ,  comme  dans  Fart.  1 18 ,  ^  =  '^J^l  «V  cos  (tt— fi)  ; 
d'ailleurs  l'équation  ç  =  4-j  donne  au  point  A ,  ^  =—    "°*  ^  •  ^, 


ou 


i  =  4b^-VcosA*tangs; 


donc  ^  sera  toujours  positif^  si  Ton  prend  e  de  même  espèce  que  /i. 

Cette  condition ,  jointe  à  la  valeur  sin  i  =3  4/-^ 9  détermine  com- 
plètement l'angle  i,  qui ,  dans  ce  cas  comme  dans  tous  les  autres , 
lest  toujours  moindre  que  deux  angles  droits. 

Si  langle  fc  est  droit ^  c'est-à-dire  si  la  tangenle  en  A  est  perpen-» 
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dicukîre  k  Vsxe^  on  atrrâ  aussi  €  =£  ^  ^ ,  et  rëqnation  tfîû  i  :=s:  i/^ 

donnera  az=im''}  alors  Q  aura  pour  facteur  y'— m';  c*est  un  cas 
dont  nous  ayons  déjà  rencontré  «n  exemple^  art.  \12. 

Dans  ce  cas  I  Téquition  de  la  coiirï>e  deviendra  i(F(e?,%(/)as 
^{^yK)  — F'x>  et  on  peut  réduire  le  second  membre  à  nm 
seul  terme,  en  fixant  F  ()t,  Ç^)  —  F'*  =:F  (x^Ç')  ,  ce  qui  don- 
nera sin  Ç"  =  -"..  ^^«  vry  Supprimant  ensuite  les  accens  dans 

le  résultat,  on  V(Ht  que  pour  k  cas  de  /ti=:|  'tt,  on  aura  les 
équations 

127.  7Voi5/è/7iecâ5.  Supposons  maintenant  A<Bjw7i'  etB>A??vn^, 

OU, en  d'autres  termes,  A  <  B,  etmm^  tout-à-larfois  >  g-  et  <Cxî 
alors  on  devra  faire 

Q=(M--A)(^«-«)(^-h«'), 

A  et  a'  étaal  d«f^  (fuaatiu's  r«eU«»  et  poii^ve»  d^tstanwéos  pur  les 
équations. 

-/  —  (m'— in)(A+B)        ^   ,  _  Bwm^— A 

.  «  —  »  —  — k.~A»Mt. — *  9^  —  g:rxs5-'' 

dra ,  en.  suhstiUwmt  et  fotéjpraat,.  < 

AF(c,4)=:F(x,Ç)-F(»,0: 
c'est  l'équation  de  la  cirarbe  qu^fl  faudra  combiner  avec  les  équations 

ut     »^»*      I.  r  I   ,1    I      I '  -      —  JS     *^*     .^  ^^ 

*  ^^  V/(i  —  c*8iii»4 )  '^    ^         cos Ç 

Qttant  à  la  vttïeur  de  €,  elfe  dèvrti  satîsftîre kl'equatîoircos  r=î=  t/ (;^y» 

otr  Ton  voif  que  t  sera  toujours  <C  3  ****?  ûiaîs  21  faut  en  outre  que  ïe 

dt  •  '  * 

coe£Eicieat  ^  soit  positif  à  l'origine  du  mouvexaeuU 
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Or^  TëquaiioD  q  cos^  =  t/«  dottne  «a  point  A ,  Tt™^dt  ^<^^f  ^^ 
ftitttant  la  yaleur  de  ^  de  Tart  1 18,  il  viendra 

^  ;:;:::  ■         . — ^  V  COU  COS/tt— *U^  : 

ainsi  la  yalear  de  ^  ne  sera  positive  qne  lorsqu'on  atira/t>^'nv 

Si  Ton  a  /Et  =  77r,  il  Êiudra,  d'après  l'équation  précédente  ^  qu'on 
ait  €  =  0^  et  par  conséquent  «ssm*;  c'est  aussi  ce  quon  peut  vé^ 
rifîer,  d'après  les  équatioua  de  l'art.  ii5^  en  y  faisant  fji,zss^\nt^  et 
combinant  ces  équations  avec  celles  qui^  dans  le  cas  présent ,  Servent 
k  détermiBer  a  et  é. 

Dans  ce  cas  donc^  Téquation  de  la  courbe  se  sîmpliOe  et  devient 
V!{€^  \)  TBi'f  {%^X.\  On  peut  d'aiHeu»  s'assurer  que  la  valeur  de 

-^y  qui  reste  indéterminée  dans  la  formule  précédente^  devra  élr« 

positive.  Ëa  efet>  puisq^^ona  avsiwfy  la  valeur  de  Q  devient 

d^Ott  Ton  voit  que  m''  est  la  plus  petite  valeur  de  m  donc  ^  est  po- 
iitif^  et  par  conséquent  auasi  ^. 

138.  Si  l'angle /tt  est  <^\nCy  on  ne  pourra  plus^  comme  dans  Tes 
cas  précédeus  ^  obtenir  la  solution  en  chobissant  pour  le  centre  F 
celui  qui  est  placé  du  côté  de  l'angle  ft>^^;  car  l'écbange  qu'on 
ferait  entre  A  et  B^  substituerait  anx  conditions  A  <Bm/7i'^  B>  A^wn'^ 
des  conditions  différentes  'RK^Amm'y  A>  Bmm!y  inconvénient  qui 
ne  s'est  pas  rencontré  dans  les  cas  précédens.  Mais  il  jr  a  un  moyej;^ 

très-simple  de  changer  la  variable  Ç  ,  pour  laquelle  ^  sera  négatif^ 

en  une  autre  Ç'^  pour  laquelle  ^  sera  positif;  il  consiste,  comme 
nous  l'avons  déjà  vu,  à  faire  F^  +  FÇ'=F'x,  x  étant  le  module 
commun,  ce  qui  donnera  -77 —  ,  .  ,y-N=T77 —    »  ■  «pr.  Et  comme 


^> 
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par  cette  supposition  on  a  tang(tang{;'=:^9  il  en  re'sullc .  • . . .  ,> 

cos;— ^^ç^_^.^.^ç.j,  ecy—   ^  ..       ^.^ç,        _-— .^ —^ 

Soit  d'ailleurs  e'  la  valeur  de  Ç'  lorsque  t;s^o^  ou  lorsque  q*^zm\ 
on  aura  cos  «' =  y^(g^). 

Cela  pose^  on  peut  supprimer  les  accens  qui  affectent  ^'  et  /^ 
et  la  solution^  pour  le  cas  de/A<a^,  sera  donnée  par  les  formules 

lag.  Ici  se  termine  Texamen  que  nous  voulions  £ure  des  cas 
principaux  du  problème.  Car  si  on  avait  à  la  fois  B<Amm'  et 
A  >  Bm/Ti'^  ce  cas  ^  qui  suppose  A  >B^  est  entièrement  semblable 
au  troisième  cas  y  où  Ton  a  A  <  B/7tm'  et  B  >  Amn/j  qui  suppose 
B>À.  Ces  deux  cas  se  réduiront  à  un  seul^  en  désignant  constam- 
znent  par  F  celui  des  deux  centres  où  réside  la  moindre  force.  Enfin 
si  Ton  supposait  pour  dernière  combinaisoxi  A  <Bi?^'et  B  <  Amm'^ 
ce  qui  rendrait  négatifs  le  premier  et  le  troisième  terme  du  poly- 
nôme Q,  il  faudrait  qu'au  moins  le  second  terme  fût  positif^  çt 
qu'ainsi  on  eût  m' </7i;  mais  les  conditions  A<^Bmm\  BK.Amm^ 

supposent  mm'^iy  ou  m'^-'y  ce  qui, ne  peut  s'acebrder  avec  la 

condition  m'  </it.  Ainsi  ce  cas  ne  peut  avoir  lieu. 

i5o.  Pour  plus  de  clarté^  nous  joignons  ici  un  tableau  général 
qui  contient  le  résultat  de  tous  les  calculs  précédens.  On  y  trou-^ 
verà  les  formules  qui  servent  à  distinguer  et  à  résoudre  les  dlffé-^ 
rens  cas  principaux  dans  lesquels  se  divise  le  problème  général  dt^ 
inouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes. 


T(^bleaH 
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Tableau  général  des  cas  principaux  du  Problème. 

Nota.  Dans  les  deux  premiers  cas ,  les  yalears  de  m  et  m'  se  déduisent  des 
données  immédiates  du  problème  mP,  Yi  f*,  par  les  formules  de  Fart.  78;  ces 
deux  cas  composent  le  premier  système ,  dans  lequel  la  courbe  décrite  ne  peut 
jamais  rencontrer  son  axe  entre  les  centres  F  et  G. 

Dans  les  quatre  autres  cas ,  les  valeurs  de  m  et  mf  sont  déduites  des  dofinées 
^»  y>  f*j  P^  ^^  formules  de  Tart.  ii5;  ces  cas  composent  le  second  système^ 
dans  lequel  il  y  a  toujours  ^  entre  les  centres  F  et  G  ^  un  on  plusieurs  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  Taxe;  le  point  A^  origine  du  mouvement,  au- 
quel se  rapportent  les  données   m^,  Y,  fê,   est  un  de  ces  points  d'intersection* 


Conditions  et  dénominations. 


m' 
m 


CASI. 


>< 


i/ab 


Équations  de  la  courbe. 


mm    - A+B ' 


-,  ^    COSi 


A+Bm/ii'  '  ï/CAmm'+B) .  \/(A+Bmm') 


sm*! 


m^^m' 


7> 


i  de  même  espèce  que  r— -^« 


Corollaire  /.  Si  l'on  a  m'^rrzm, 


Corollaire  IL  Si  Ton  a  m^  s=  m\ 


feF(c,4')-AF(c,0=F(»,0, 
p»  =  m  (i  — c*  aiii'4'). 


1  * 


p*  =  7n  (i  —  C*  sin*4/) ,' 


feF(c,4')=F(*,0, 


m 


'^         1— c^sin*^'' 


5a 


N 


<io 
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Conditions  et  dénominations* 


miÊmm 


!■■       Ilill 


tm^t^irvi^'^f^t^^' 


w^-^m^-^rm 


m 


CASU. 


vw^pn 


1  •^  mm  "     A^fi*  * 

■  ^  __  (m4"nÔ(  A+B)       .  _  Amm'^f  B 
*+*  ~     A+Bm/itT     '  ^  ^  A^-Bm»^  * 


sm"  f  = 


m — m* 


I  dt  nêiaB  0ipèo0  quQ  ^ — ^. 


^■«iii* 


Équations  de  la  couibe. 


mm>     iiKii 


;»»  as  wC» — c»âw*4)  I 


Corollaire  /•  Si  Ton  a  m*  =  m , 


ftF(c.,4')==F(,,a* 


tançÇ. 


AF(c,4')==n»,Ç>, 


Corollaire  II.  Si  Ton  4  m*  =  m'^ 


'^  1  — 


71>' 


c»sin«i^' 


^/ct 


•tangÇ. 


A>Biîjni',  B>Am7n', 


CAS  m. 


i  +  m/i:^  A+D  * 


c*  = 


m 


m-|-  m' 


/  f 


.      B— Awm'  ,  i(ni— mO(A  +  B) 

■~A— Bro^'  cosf  _  y(A— Bmro')V'(B~AJiwn'/ 

.=.1.4.,      *=v/(^), 

f  tang  i .  =  i/C-m"). 

\    -Ob  d«tr4  pruxiif  pour  F  celui  des  denx  centres  ver» 

(lequel  rang1e>  ss  F.AH  est  plus  grand  qu'un  droit.  { 


AF(c,^')=F(.,0-F(«,.), 

cV/ni'^sin^J' 
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Conditioni  et  dénominatioiif* 

A>Bmwi',  B>Amm',  m'<ni, 
m+mf  ^  û1/AB  m 


CAS  IV. 


r»> 


.èï 

A— BniTw! 


c*  = 


Équatioi 


AF(c,4')=F(«,0-F(-.0. 


B— . 
A— Bmm 

J     On  prendra  pour  F  tdtA  det  d6«>  onitres  ten  1^ 
(quel  l'angle  ^  =  F  AS  «st  plM  gnud  {{tt'lâi  ^iC 


9  =  ^7i-*"sÇ- 


Mt^M 


rfrfh*4tfdM 


A>Bmm',    B>»Anun't    m'^/n. 


CAS  V. 


■  »»    *i 


,.lll  Hfllitfc   ^  I     /■■■■II» 

i  +  m/n''^  A+B  ' 


tm^mtummmmmti*0mmm0>f^ 


B  —  Amm' 


B^Atïmh 


>-'.  -=7.  *=VCTi^- 


ci/m'.ainJ/ 

Vf    ♦♦-     Il  I  I  *^     III -^'i       K 

^        âinÇ 


^IfcMk^^vdha» 


Le  cas  de  /i  =7ir  doniié  i  =±  ^ sr ,  et  les  mêmes 


t(ro<A)^T^M). 


Le  casde/*=i«-  domie  •  =  j»,  et  les  mêmes  y              cl/m'  èini^ 
fcrtnitW   iômt  at>pllcàWet.  Mais  VtqùaAaù  de  U  )/>^|^fe 
courbe  jse  téduira  à  deux  termes^  au  moyen  des  for-  \           ^        ,.  .*-.AIh*ri 
nltfles  CMointes.  r    0  =  \/^^^ r 


A<Brom',  B>Amm',  ç*= 


771 


m-+-«' 


/  » 


CAS  Vt. 


Il  I     ■  r 


,  _  ^ï^-^^AHMB)  ,  _  BTnn/-^ A 

•""•  —       B— A7n«'      *      ••  —  B— ArnîTiT  ' 


i/a 
^         cos^ 
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*  i 


Conditions  et  dénominations. 


CAS  VI. 


Équations  de  la  courbe. 


f^<i^ 


coss 


v/(£+^)' 


•ftF(c,,^)=F(«,O-P(».0, 

. tt r 

sinÇ 


iVbte.  Si  l'on  avait  les  conditions  B  <  Amm', 
A  >»  Bmm',  il  faudrait  faire  la  peroautation  entre 
A  et  B  ^  ainsi  qu'entre  F  .et  G  ^  et  les  formules  du 
cas  YI  deviendrai^fit  applicables  au  cas  proposé.  - 

Nous  allons  maintenant  développer  les  solulions  indiquées  dan^ 
ce  tableau  général,  en  nous  bornapt  à  celles  qui  offrent  les  résultats 
les  plus  remarquables.  Nous  donnerons  aussi,  dans  les  cas  principaux^ 
les  formules  qui  servent  à  déterminer  le  temps* 

Développement  du  cas  i. 

i3i.  Si  la  vitesse  initiale  et  sa  direction  satisfont  aux  conditions' 
du  cas  I,  on  connaîtra^  par  les  formules  du  iableau^les*  modales  cet  x,: 

^"ZZ^p  au  moyen  de  toute»- 
ces  données,  Téquation  de  Torbite  sera  AF(c,%|/) — ^^F(c,€)=5=F(3t,f),^ 
et  on  aura  en  même  temps  ;?•  =  /w  (i—  c'  sin*^  )>  7  ===  "T"  *3ngf  Ç;* 

on  pourra  donc  trouver  tant  de  points  qu'on  voudra  de  l'orbite.  Eor 
effet,  prenant  à  volonté  l'un  des  arcs  4",  ^,  qui  peut  comprendre* 
plusieurs  circonférences,  Tautre  se  trouvera  par  la  résolution  de* 

réqualion  ^F(c^4')==^^(^^0+^('^>Ç)>  ^^  ^^  ^^^^  terme  deviendra 
inconnu.  On  connaîtra  donc  les  valeurs  de  ;?  et  ^;  quant  aux  signes* 
de  ces  quantités,  on  observera  que  p  reste  toujours  posftif,  parce 
qu'il  ne  devient  jamais  zéro,  ses  limites  étant  y^m  et  ^n^;  mais  que 
q  prendra  le  signe  qui  convient  à  tang^Ç,  suivant  lès  valeurs  iti^ 
définiment  grandes  de  l'arc  ^.  Ensuite  le  point  correspondant  de  1» 
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couilie  se  trouvera  ^  soit  .par  les  valeurs  de  r  et  «  exprimées  en  fooc-. 
tions  ût  p  elq  (art.  72)  >  soit  plutôt^  pour  ne  laisser  aucune  indé-* 
termination ,  par  les  valeurs  ded  coordonnées  GPsa:^  PMss^^  les- 
quelles soiit 

i3a.  Puisque  TorBitedont  il's^agit  est  renfermée  touie  entière  dans 
l'espace  que  laissent  entr*eux  les  périmètres  des  deux  ellipses  p*z=zm^  ' 
p^=in/y  décrites  des  mêmes  foyers  F  et  G;  soient  £  et  D  les  som-  Fîg.flo/ 

mets  voisins  de  ces  ellipses^  cnsorte  qu'on  ait  in:=i~  eim'zstf^^ 

les  deux  autres  sommets  étant  L  et  K;  il  est  visible  que  Torbite  qui 
commence  au  point  A  ne  pourra^  dans  ses  circonvolutions,  couper 
l'axe  que  dans  les  intervalles  KL  et  DE.  Voyons  d'abord  comment 
on  détermine  ces  intersections,  qui  sont  des  points  d'autant  plus  re- 
marquables, qu'ils  servent  à  compter  les  révolutions  et  demi-révo« 
lulions  du  corps  dans  son  orbite. 

A  partir. du  point  A,  le  premier  point  B'^  où  la  courbe  rencontre 
son  axe,  se  trouvera,  d'après  le  n*  82 ,  en  faisant  ^  =  00  ou  ^  =  tt^ 
Soit  y  la  valeur  correspondante  de  4>  <le  sorte  qu'on  ait 

supposons  qu'on  ait  déterminé  /'  par  l'équation  F(c,  J')tiii  £  ^'^^ 

ce  qui  peut  se  faire  par  la  méthode  du  n^  67, 1.  p. ,  il  restera  à  ré« 
coudre  l'e'quatiou  F(c,  y')  =»F(c,  6)+F(c,  J?'),  ou  simplement  F>'= 
F€  +  F^9  c  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions  ;  or,  celle-ci 
se  résont  par  les  formules  du  n*  18^  qui  donnent 

de  là,  p*  =:  m(i  '^^c^sm^y'):t=^  r=^}  ainsi  le  point  B^  est  déterminé. 

i55.  A  partir  du  point  fi^'^  Tînlcfrsection  suivante,  qui  doit  avoir 
lien  en  un  point  A'  ftitu^  sur  la  partto  de  l'ajce  £D,  et  déterminera 
en  faisant  9  =  o  ou  2^  =;  2'?t.  Appelant  donc  y'  la  valeur  correspoo^ 


I 
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datite  de  4,  ôtt  iront «râ  /  {Mr  là  rëdolttlion  dt  YéqùÊLÛùû  T(^,  '/)tm 

Soit  <r'  Pampliludc  qui  donne  F  (c,  J")  =  2F  (c,  cT'),  J'  pourra  se 
déduire  trigonométriquement  de,  cT'^  par  les  formules  de  la  dupli- 
cation des  fondions;  ensuite  il  faudra  résoudre  Téquatiôn  ¥y':=s 
Fé  -f-  F J^',  et  on  en  déduira  une  valeur  de  v/(  i  —  c*  sin*  j^')  pareille 
à  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  rariîcle  précédent 
'  1 S4.  En  général ,  soient  B^> B%B%  etc. ,  les  intersections  successives 
qui  ont  lieu  du  côté  du  centre  G;  soient  A'^  A%  A^^  etc. ,  celles  qui  ont 
lîeudu  c6té  de  F;  les  valeurs  de  (;  et  4  correspondantes  ii  ces  diffé^ 
ren3  pointai  suivant  Tordre  avec  lequel  ils  se  succèdent  dans  le  taou-^ 
vement  du  corps^  pourront  se  désigner  cQmmc  il  suit,  en  y  joignant 
les  auxUiaires  J^' ,  J  %  /'"i  etc. 

Intersections B*,  A»^  B*,  A%  B%  A%  B*,  ele. , 

îf ^,3^,39r,4^,5*,69r,7'ir,etc.. 

Auxiliaires cT',  r,  J^'\  cr%  ^S  ^%  cTS  etc., 

4 • y>  >%  y^  y  %  y*,  y,  >%  ele.  . 

Ayant  donc  déterminé  la  première  auxiliaire  cT'  avec  toute  rexac- 

titude  nécessaire^  par  Téquation  ¥(c,  <r')=:  r  F'x^  on  déterminera  les 

Suivantes )  J',  J ''',  J^'%  etc.,  pstr  lei  formtiles  connues  pour  la  mul-* 
tipUcâtion  de  la  fonction  E{cy  J^')  ou  FJ^'^  de  manière  qu'on  ait 

F/"=«  iPr^  FcT'"» iV^'y  F J^"»«4F/'|  etc. 

Cela  posé,  chaque  valeur  de  y  se  déduira  dn  ^  correspondant >  en 
résolvant  Féquâtion  P)/  s;=F/-f-Fi^,  dans  laquelle  5^  et  /  pfendroM 
un  même  nombre  d'accens^  tandis  que  é  reste  toujours  le  méitte;  or^ 
la  résolution  de  cette  équation  donàe  en  général 

« 

//           «    •   •    \       V^fi  — e*  sin^J")  .1/(1 — c*sîn*0 — c*sini  sîn/cosi  C03^ 
1/(1  — c*  sm*>  j=  J^-^ ^-t— ^ .   .  ,     .  .  j, . 

» 

On  connaîtra  ainsi  la  valeur  de  p*zs:^m(i — c^sia^.y)^  laquelle  étant 

^^le  à  -f^  ou  à  -Qjn^f  détemliffiera  le  poii^f  d'intersection  corres- 
pondant B"ou  A*.       .  .     * 
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Les  poiols  B^^  B%  B%  etc.^  sont  ceux  où  le  corpi  termina  la 
t^,  la  y,  la  5%  etc. ,  demi-révcfcitioo  ;  Us  pcint$  A*,  A*,  A%  etc. ,  sont 
çenx  où  U  termine  la  V%  h  3%  la  5*,  eïç. ,  réyjoluLiQn.  Ce$  poipis 
seront  tous  dlfférens  les  nM  des  autres^  dauh  cliai|ua  férié  ^  h  1% 

quantité  -^  est  irrationnelle j  mais  si  cette  quantité  est  ration- 
nelle, le  corps  reviendra^  après  un  certain  nombre  de  révolutions, 
au  point  A ,  d'où  il  ^tait  parâ^  «tia  même  période  de  mouvement 
se  renouvellera  k  riofini. 

Eo  effel^  le  corps  reviendra  au  point  A^  si  Ton  peut  fkire  à  la  fois 
^2=21^  ct-4/ts=3^^-f-€,  iét  «  étant  des  nombres  entiers.  Ces  valeurs 
«tant  substituées  dans  Téquation  *F(c,4)— ./fF(c,«)=F(x,Ç),  on  en 

tire  2fcF*c  =  4/7 'x,  ou-^^z=-.  Donc  si  la  quanUlé  —■  esl  na 

jtombre  ralionnel  -,  le  corps  reviendra  au  point  de  départ  A»  après 

ime  période  composée  de  i  révolutions,  ce  qui  résulta  da  la  valeur 
f^  2VJT.  En  revenant  ainsi  au  même  points  on  voit,  par  l'équation  (i)^ 
que  le  corps  aura  la  mèxn^  vUesse  qua  Torigine  du  mouyemeol; 
mais  celte  vUesse  sera-t^elle  dirigée  dans  le  mémo  seps?  ç'e$l  ce 
qu'il  fiiut  ejcaminert 

i35.  En  général,  quel  que  soit  l'état  initial  du  mouvement,  si  le  Yia.  iS, 
corps  passe  deux  fois  par  un  même  point  M  de  spn  orbite,  sa  vUesse 
en  ce  point  sera  égale  dans  les  deux  cas,  et  la  direction  de  cette 
.'vitesse  devra  faire  un  angle  égal,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre ,  avetî 
la  droite  MQ»  qui  divise  en  deux  parties  égales  Tangle  FMG. 

En  effet,  il  résulte  des  équations  (i)  et  (s)  y  que  si  on  désigne  par 

Vfe  Vêlement  de  la  courbe,  la  valeur  de  —  fet  celle  de  ^  •  ^,  seront 

les  mêmes  dans  les  deux  passages  du  corps  par  le  point  Af.  La 
.première  quantité  est  le  carré  de  h  vitesse;  doue  la  Titesse  est  égale 
dans  les  deux  cas  ;  la  seconde  représente  le  produit  sin  TMF  .sinTMG, 
ou  ^  cos  FMG  —  j  cos  aTMQ,  MQ  étaul  la  droite  qui  divise  en  deux 
également  l'angle  FMG.  Donc  ^TM  est  la  tangente  de  l'orbite  aa 
premier  passage ^  la  tangente  de  Torbite,  au  secoi^d  passage,  sera 
nécessairement  Tune  des  deux  droites  TM.T'M,  également  inclinées 
surMQ- 
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Le  point  M  devient  un  point  double,  lorsque  Torbite  a  deut  tan- 
gentes dîfTérentes  TM,  T'M;  jamais  il  n'y  aura  de  point  triple,  car 
il  est  impossible  que  troi$  tangentes  difi^rentés  donnent  une  même 
▼alcup  pour  le  produit  sin  TMF.  sin TMG. 

i56.  Onyoit.maintenantquesi  ^=7-  est  rationnelle,  et  qu*en consé- 

.  »     ,  •  •  .  * ^  -  .      ,  •  '  ''      .  •        *   > 

quence  ou  •  puisse  .faire  4==^'^H*'.^  ot  f =3r^,.  ce  qui  l*amèae  le 
corps,  après  un  nombre  i  de  révolutions,  au  point  A  d*où  il  était 
parti,  il  aura  en  ce  point  la  qiépie  vllfsSfs  Y  qu'au. point  de  départ, 
et  la  direction  de  cette  v.Ù^se  devra  étrp)  également  indînée,  dans 
un  sens  ou  dans  lautrcj^  avec  Taxe  fQ}  c'est-à-dire  que  Tangle  EAH, 
qui  est  ^c  au  point  A  dans  Télat  initial  du  mouvement,  ne  pourra 
étire  que  fd,  ou  tt — fJi^,  lorsque  le  corps  sera  revenu  au  point  A.  Mais 

par  la  valeur  de  ^  (art.  109),  on  voit  que  ^  ne  pourrait  conti- 
nuer d'être  positive ^  si  à  la  place  de  ;ic  on  mettait  'TT— ;ic,  puisque 
d'ailleurs  l'angle  €  reste  toujours  le  même.  Donc  le  corps  A  revenu 
au  point  A  après  un  nombre  i  de  révolutions,  aura  en  ce  point 
la  même  vitesse  et  la  même  direction  qu'au  commencement  du 
mouvement  j  ainsi  cette  période  de  i  révolutions  dev^  se  répéter  à 
.l'infini, 

1 37.  Si  au  contraire  la  quantité  -pp-  est  irrationnelle,  l'orbite,  com- 
posée d'une  infinité  de  circonvolutions  toutes  difierentes  les  mes 
des  autres,  devra  remplir  tout  l'espace  renfermé  entre  les  périmètres 
des  deux  ellipses  ^*=/7i,  ^*=rm;  de  sorte  *  qu'il  n'y  aura  aucun 
point  de  cet  espace  qui  ne  soit  un  point  de  Torbite,  ou  qui  n'en  soit 
infiniment  peu  distant.  Il  faut  excepter  seulement  le  cas  de  m'  =  o, 
qui  donne  lieu  à  une  figure  particulière. 

Cette  propriété  n'est  qu'une  conséquence  fort  simple  des  consi- 
dérations précédentes  i  mais  on  peut  la  démontrer  directement  au 

moyen  de  l'équation  A-F(c,  4) — ^E(^j  0=^^(*>O*  9^^  ^^^^  satîsÊiîre 
à  tous  les  points  de  l'orbite.  En  effet,  supposons  que  pour  un  point 
déterminé  M,  compris  entre  les  deux  ellipses  qui  limitent  l'orbite, 

on  ait  /?*s=  /w  (  I  —  c'  sin*  4*)  ^'^=77"  ^*°S  •  Ci  si  l'on  satisfait  à 

l'équation 
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réqnation  KF(cy  4)  —  *F(^,  0  =F(*>  0  >  ^^  faisant  4  =4*  ^*  ?  ==  f *> 
il  s'ensuivra  que  le  poiat  M  est  un  point  de  l'orbite.  Supposons  donc 
qu'il  existe  une  différence  quelconque  entre  les  quantités  ArF(c,  40 
—  k'F(cyi)  et  F(x,Ç*);  je  dis  qu'on  pourra  néanmoins  satisfaire  à 

l'équation  A:F(c,4) — *F(^^0==^(^>0)  ^*°^  ^^  point  de  l'orbite  dont 
la  dijitance  au  point  M  sera  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 

Pour  cet  effet,  soit  4=  7''^^-+- 4*^  ^'  C=2'7r;^-f-Ç'*  (x  et  j^  étant 
des  entiers  quelconques)  ;  le  point  déterminé  par  ces  valeurs  sera 
toujours  le  point  M,  quels  que  soient  les  entiers  x  et^.  Pour  qu'il 
soit  en  même  temps  un  point  de  l'orbite,  il  faut  qu'on  ait 

A[!MrF'c  +  F(c,40  — F(c^6)]  =  47F'x  +  F(x,Ç0» 

ce  qui  donne  Lx  — M;^  =  N,  en  faisant,  pour  abréger,  L=;AF'o,' 
M  =  2F'x,  N  =  iAF(c, i)  —  \kY(c,  4^  +  îF(x,r)«  Or ,  en  prenant 
les  entiers  x  eijr  suffisamment  grands,  il  sera  toujours  possible  de 
satisfaire  à  l'équation  hx  —  M;'=N,  de  manière  que  la  différence 
des  deux  membres  soit  plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Car 

soit  pris  à  volonté/  =  i',  U  étant  un  entier,  et  soit  — £^  =  ^'+ «T, 

a^  étant  un  entier,  et  S"  tin  reste  plus  petit  que  l'unité  ;  si  l'on  fait  x^=icly 
on  aura  \^x  •—  My  =  N  —  LcT.  Supposons  qu'en  réduisant  la  quanr 

tité  irrationnelle  ^  en  fraction  continue,  et  prolongeant  le  calcul  jus- 

-    L' 
qu'à  un  terme  assez  éloigné,  on  ait  rp  pour  la  dernière  fraction  con- 
vergente vers  •^,  on  aura,  par  les  propriétés  connues  de  ces  fractions, 

^  —  Ijr7=«7rf  J^  élant  une  quantité  positive  ou  négative  plus  petite 
que  l'unité,  d'où  résultera  LM'-— L'M=  tst*  Soit  maintenant  Jtrstï 
a'  +  M'z,  j  =  i'4-L'z,  on  aura  La:  — Mr=N  —  LcT+^ss 

rî  -4-  ijrr  (2 — T^r  *^  ^wlc  -j^Tjjj- =  c' 4- «J^j  ^  étant  un  entier^ 
et  S^  un  reste  plus  petit  que  l'unité  ;  si  l'on  fait  zz=i€\  ce  qui  donne 
jc  =  a'  +  c'M',/  =  i'  +  c'L',  on  aura  Lor  —  M/  =  N  —  ^^. 

Ainsi ^  réquation  proposée  La:— •M;^=c=N  sera  résolue;  de  manière 

55 
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que  Ferreur  ou  la  différence  entre  les  deux  membresr  ne  sera  quxf 

i^î^,  qnanlité  moindre  qne  ^.  Or,  le  dénominateur  M' donné  par 
le  développement  d'une  quantité  irralionnelle  ^  en  firaction  continue^ 

sera  aussi  grand-  qn^on  voudra  j  donc  Terreur  dont  il  s'agit  pourra 
être  rendue  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

1 3&  Après  avoir  déterminé  les  difierens  points  dlntersection  de 
la  courbe  avec  l'axe^  il  importe  de  déterminer  avec  la  même  précis- 
sion  les  absides  tant  supérieures  qu'inférieures ,,  c'est-k-«dire  les^ 
points  où  Torbite  est  tangente  aux  ellipses  terminatrices  p*=im, 
p^z=m'  ;  car  la  connaissance  de  ces  points ,  jointe  a  celte  des  inter- 
sections de  la  courbe  avec  Taxe  ^contribuera  beaucoup  à  donner  une 
idée  exacte  de  la  figure  de  cette  courbe. 

Puisqu'on  a,  au  commencement  du  mouvement ,  '^^^e^  e,  étant 
moindre  que  180%  on  voit,  d'après  réquation;7*=/7ï(i  —  c'sin*4)f 
que  la  première  abside  rencontrée  par  le  corps  sera  une  abside  in- 
férieure si  Ton  a  £  <  yTT,  et  une  abside  supérieure  si  Ton  a  6  >  7^7^ 
Un  général,  si  Ton  désigne  par  S',  S^,  S^,  etc., les  absides  supérieures, 
et  par  T,  1%  P,  l*^,.  etc. ,  les  absides  inférieures ,  auxquelles  le  corps 
parvient  successivement  à  partir  du  point  A^  ces  points  se  détermv* 
seront  en  donnant  à  4  l^s  valeurs  successives,  savoir: 

Pour  le  point V,  S',  1%  S%  P,  S%  P,  S^,  etc., 

4 ^=  i'^y  '^9  •'"^J ^^>  ^'^9 5^> l'^y4'^>  ^^^\ 

Il  faudra  donc  calculer  les  valeurs  correspondantes  de  Çj  en  obser^ 
vaut  que  le  premier  point  I'  doit  être  omis,  comme  se  rapportant 
à  une  époque  antérieure  à  l'origine  du  mouvement,  si  l'on  a  £  >  ^Tt* 
11  n'en  est  pas  moins  nécessaire  de  calculer  dans  tous  les  as  la  va^' 
leur  de  Ç  qui  répond  au  point  I,  parce  que  cette  valeur,  ime  fois 
connue  avec  toute  la  précision  nécessaire ,  sert  à  calculer  trigono-' 
métriquement  les  valeurs  de  Ç  qui  répondent  aux  autre»  p<rints  I  et  S* 

En  faisant  4  =  ï'''^>  ^^  ^^^^  ^  résoudre  Féquation  kf'c  — ir 
XF  (c,  «)  ===  F(x,  Ç) ;  en  faisant  4  ='''>  on  aurait  k  résoudre  l'équa^ 
tion  aAF'c  —  À:F(c,  «)5=F(x,  Ç),  ainsi  des  autres.  Pour  obtenir 


SIXIEME  PARTIE.  SECTION  IL  419 

une  plus  grande  uniformité  dans  la  résolution  dé  ces  équations , 
supposons  qu'on  ait  déterminé  n  et  cT'  par  les  équations  F(xy  >})=: 
AF(c,  €),F(x,  J^)=:k¥'c;  connaissant  l'auxiliaire  cr',on  détermi* 
nera  les  auxiliaires  suivantes  J^%  J'^^'y  J^^^,  etc.  ^.de  manier^  qu'on  ait 

¥J^=:2F<r,  F/^''=:5Fcr',  F<f"==4Fcr',  etc., 

X  étant  le  modale  commun  à  ces  fonctions. 

Cela  posé)  ^  Ton  appelle  A',  A%  X%  X'%  etc.^  les  valeurs  de  ^  qui 
répondent  aux  valeurs  successives  '^zzz^rir^  tt,  \7r^  2ir^  elc.^  ces 
quantités  seront  déterminées  par  les  équations  suivantes,  où  x  est  le 
module  commua  des  fonctions  : 

FA'  =  F/'— Fn^ 

FX'=:  FcT"—  F>!, 

FX'=FJ^"  — F>i,  etc. 

Ces  équations  étant  toutes  de  la  même  forme,  il  suffira  de  résoudr^e 
l'équation  générale  FA=F<r  —  F)î,  d'où  Ton  tire,  par  les  formules 
de  l'art.  191  T*  p.) 

<«»g7  ^•—  i  +  cos^cosif --«»sm*ï^sm»if  +sinJ^8iniiV/(i— *^sinN)  V(»— **s»*f)' 

Par  cette  formule,  où  Ton  donnera  ii  cT  et  A  un  même  nonibre  d'ac*- 
cens,  on  connaîtra  les  iT^alenrS  successives  A',  A%  A'",  A*%  A%  A%  etc.j 
ensuite  les  abâdes  nferieanc6l'9l%I%I^9 etc.,  seront  déteraûnées par 

la  valeur  ooosiante  jp^sr/n'-eoHdiîiiée  avecles  vaIeuFssttccessiyes;<7=:  -y^ 

tangi  A%  9  =  -jt;  tang^  AT,  ^  =  pi  ^"gf  ^%  «te. ;  et  les  absides 
supérieures  S',S%  S^,  S%  etc.,  seront  déterminées  par  la  valeur  cons- 
tante /?•=/?!  combinée  avec  les  valeurs  successives  y=--rj  tang^  A% 

q^~  tangi A-,  f  =  -^Jr;  tangi A-,  etc. 

Aioai,  la  «érie  finie  ou  infiiûe  des  absides,  tant  supécieures  qu'in- 
féneums,  peat  être  déterminée  p»r  <de  simples  foi^nales  trigonomé- 
triques ,  dès  qu'une  fois  on  a  calculé  avec  la  précision  nécessaire , 
les  deux  quantités  n  et  ^^  Au  reste,  oelte  série  sera  £nie  si  la 
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quantité  -=;^  est  rationnelle^  et  elle  sera  infinie  dans  le  cas  contraire. 

Dans  le  premier  cas  sont  compris  tous  ceux  où  l'orbite  est  une 
courbe  algébrique. 

iSg.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  chfhrcber  dans  quels  cas  Torbile  peut 
avoir  une  abside  supérieure  ou  inférieure  située  sur  Taxe  EFGL  ; 
car  dans  ces  cas^  Téquation  de  la  courbe  se  réduira  à  deux  termes, 
en  prenant  cette  abside  pour  Forigine  du  mouvement;  et  alors  on  a 
les  formules  qui  répondent  à  Tun  des  corollaires  I  et  II  du  cas  I  y 
dans  le  tableau  général. 

Lorsque  la  quantité  -^^  est  irrationnelle,  la  courbe  passe  exacte-- 

ment,  ou  k  un  infiniment  petit  près,  par  tous  les  points  de  Taxe 
EL  non  situés  entre  F  et  G;  ainsi  on  peut  placer  indifféremment 
l'origine  du  mouvement ,  soit  dans  une  abside  supérieure  au  point  E 
où  au  point  L,  soit  dans  une  abside  inférieure  au  point  D  ou  K;  et 
on  remplira  également  des  deux  manières  le  but  qu'on  peut  avoir 
de  réduire  1  équation  de  la  courbe  à  la  forme  la  plus  simple,  telle 
que  la  donnent  les  corollaires  I  et  II  du  cas  I. 

Il  n'en  est  pas  de  même  si  la  quantité  -j^  est  rationnelle  et  re« 

présentée  par  -^  ;  car  ce  n'est  que  dans  un  petit  nombre  de  cas  que 

l'orbite  pourra  avoir  une  abside  située  sur  l'axe. 

En  effet,  s'il  y  a  une  abside  supérieure  ou  inférieure  située  sur 

l'axe,  il  faut  qu'on  puisse  avoir  à  la  fois  4=*'» ^  et  f  =  ^/j',  n  t\pl 

étant  des  entiers.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ^F  {c^  4) 
—  AF  (cy  é)  =  F  (x,  ^) ,  il  en  résulte  la  condition 

F»(r,i)  en' 

F'c  * 

Ainsi,  il  n*y   aura  d'abside  sur  Taxe  qu'autant  que    ^^^^  sersi  une 

fraction  rationnelle,  qui  a  pour  dénominateur  i  ou  un  diviseur  de  i. 
Si  cette  condition  a  lieu,  on  pourra  prendre  pour  équations  du  mou- 
vement celles  qui  appartiennent  à  l'un  des  corollaires  I  et  II;  dans 
le  cas  contraire,  cette  rédaction  ne  pourra  avoir  lieu. 
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•  On  yoit^  par  là^  que  la  solution  du  problème  donnée  par  les  for- 
mules du  cas  I  aurait  perdu  beaucoup  de  sa  généralité ,  si  l'on 
avait  supposé  qu'au  point  A^  origine  du  mouvement,  l'angle  /u  est 
droit,  ce  qui  revient  à  supposer  que  le  point  A  est  une  abside  su- 
périeure ou  inférieure. 

i4o.  n  reste  à  trouver  Fexpression  générale  du  temps  employé  à 
parcourir  un  arc  quelconque  de  l'orbite.  Pour  cela,  il  faut  recourir 
à  la  formule  (4)>  où  Ton  voit  que  le  temps  est  composé  de  deux 
parties  toujours  additives,  l'une,  fonction  de  p  ou  de  4  ;  Tautre,  fonc- 
tion de  q  ou  de  ^.  Nous  allons  chercher  successivement  ces  deux 
parties. 

Désignant  la  première  par  /,  il  faudra,  dans  l'équation  ■  asa 
—  .  ^  ,^,  •  --^,  substituer  les  valeurs  trouvées /7*=m  (i— c*  sin'4)» 

intégrer 

^  —  "'        (i  +.B  sm»  iY      » 

oiïlonafiut,pourabreger,«=j3:;;j=:-^-.D=^;;^3^.y^^jp5-^ 
Soit  Z  (4)  =ryi_p^^L_  ,  A  élant  mis  pour  /(i  ~  C  sin»4),  oa 
aura,  par  les  rédactions  connues, 

.(,+„)  z(4)==^|^  +  e(c,4)-(,+9f(c,4) 

+  (a+»+0  n  (»,  c,  4), 

Lorsque  4  =  t'»"j  l'intégrale  Z(4)  devenant  Z',  on  aura 
a(i+»)Z'=E»c— (i4-7)F'c+(24-»+0  n*  (il,  e). 


Soit  nss:  cot'A,  on  aura,  par  la  formule  de  l'art.  g6, 1"  p. , 
^^^Cn'(«,<0-"8in*XF'c]=i*+(F'c-E'f)F(*,X)-F'cE(A,;i> 


iUlACOtA 
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Donc  en  £ûsaiat,  pour  abréger,  K=:ï7r'4-(F'<; — E'c)F(i,  X)1— 
F '<;E  (*,  X) ,  «n  aura 

Z*  =  i  sm«  A  f E'c  H- *•  sîif  X  P  «c  + -^•— K\ 

i4i*  Il  résulte  de  ces  calculs^  que  pour  une  valeur  quelconque 
de  4^'^^  ^^^^  ^'  ou 

'' (4)  = '^^ /(xTr) .  z  (4) = »z  (4)  f 

el  pour  la  valeur  déterminée  ^j/  =  ^cr,  /  devenant  T',  oh  aura 


rp,_  aV/(agm)     //i  — 


771771  \ 


^Donc,  si  Ton  a  en  général  >j/=I^+4'i  I  étant  un  entier  quelconque^ 
et  4^  un  arc  poekif  qu  négatif  «noindre  qae  -^^^  la  valeur  corres- 
pondante de  tf  ou  r'  (4)  sera. 

;«'(4)  =  aiT'+<'(4'), 

t'  (40  désignant  la  valeur  de  t'  qui  répond  à  l'amplitude  4^  ^^  qui 
est  du  même  signe  que  4'»  cette  quantité  sera  toujours  moindre 
que  T'^  et  pourra. être  évaluée  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on 
voudra,  par  les  formules  que  nous  avens  données  pour  cet  objet. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  t\  pour  une  amplitude  4  composée 
de  tant  de  circonférences  qu'on  voudra,  «e  détermine  en  supposant 
connue  la  valeur  de  cette  quantité  pour  toule  amplitude  i^on  plus 
grande  que  |7r.  Si  la  quantité  c  sin  4^  est  assez  petite  pour  qu'on  puisse 
prendre  1  —  ^  c*  sîn*4'  pour  \/{i  —e^  sin*4')>  ^  Taleur  de  ^(4') 
se  tnouvera  irès-^simplement  par  la  formule  suivante,  où  Ton  a  pris 

un  angle  auxiliaire  £1  tel  que  tang  SI  =  ^°^    ; 


smA 


«'(4')=iD  sinA  [il+TS>Q3^  +  (i— ic*)sin«A(Xl— isinafl)]. 

Ces  formules  supposent  le  temps  compté  depuis  4^=e  ;  mais  comme 
au  commencement  du  mouvement  on  a  4=^  ^  il  faut  regarder  Tépoque 
où  4  =  0  comme  antérieure  à  cette  où4=<>'ett  en  conséquence  re- 
trancher du  temps  trouvé  pour  une  valeur  quelconque  de  4^  1^ 
qi^anlité  constante  t\s)^  qu'on  déterminera  par  les  mêmes  formules, 


I 
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i4^.  Pour  avoir  l'autre  partie  du  temps,  il  dut,  dans  la  formule 

5^=  Ô+W  ••^'  ««l'stil^er  les  valeurs  ^=  ;^  tangK,  ^= 

Pour  obtenir  cette  intégrale^  il  faut  la  partager  en  deux  parties  t'^^t'"^ 
dont  les  valeurs  seront^  en  faisant  cl:=  col* {n,  vz=:coi*ii, 

\ 


sin»0»V(i— «•»m*0' 


Soit  Ç  un  arc  moindre  que  ^"^9  tel  qu'on  ait  tang^sa  ^/^  ^\  7^'^ 


V/(i— »*sm*0' 


ou  sin  ^'sss  ,  .^  ^^.^^ — rrr  i  OU  aufa,  en  faisant  ^■=  i  —  x% 


sm  9  CO8  n 


W  (0 «     ""^^^°''  ^  (0 -sin Ç  cosÇ). 

Cette  quantité  est  nulle  ^  lorsque  Ç  est  un  multiple  de  'X;  elle  est  k 
son  maximum  positif  ou  négatif ,  lorsque  Ç  est  un  multiple  impair 
de  xTT.  En  général^  il  suffira  de  connaître  la  fonction  W(0  depuis 

Ç=o  jusqu'àÇ=:s:f -TT,  car  on  a  W(0=W('7r— Ç)  et  W(ir+0=' 

143.  Quant  à  la  valeur  de  l'intégrale  U  ou  U(Ç)^  on  trouvera^  par 
les  formules  connues^  en  fisûsant  A  =  v^(i — x*  sin*^), 

(i-g-sin..)U(Ç)=:-^^^^^^p-"a-),E(x,0+n(r,x,Ç> 

Soit  U'  la  valeur  de  U(Ç)  lorsque  Ç=  5^,  on  aura 

(  1  —  €•  sin»»»)U'  s=  —  8in»)i  E'x-j-  n'(r,  »). 
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D'ailleurs,  par  la  formule  du  n^  96, 1"  p.,  on  trouve 

ôin  9  cos  »      •"      ^  •,      •,  ^^      V 

—  F'xE(e,)»). 

Donc,  si  l'on  fait  pour  abréger,  H=i^+ (F'x— E'x)  F(e,  »») — 
F'xE(^,  >»),  ouaura 

(I  -  g-  sin> »)  U-  =  slnm  (F'x  -  E'x)  +  ^^^ZlZln)  '  ^^        • 

144.  Cela  posé,  soit  Ç  =  L9rH-Ç',  L  étant  un  nombre  entier,  er 
Ç'  un  arc  positif  ou  négatif  moindre  que  -tt,  on  aura  le  temps  cor- 
respondant f  +  t"',  par  les  formules 

.   ^'  =  D'[2LU»  +  U(r)3, 
<'"=  — iycosL7r.W(Ç'). 

Soit  T' la  valeur  de  t'  qui  répond  a  Ç=^7r,  savoir,  T'sssD'U', 
on  aura  plus  simplement 

r''=2LT'''+D'U(0. 

145.  Etant  donnée  la  valeur  Ç=L^+Ç^,  comme  dans  Tarticle 
précédent,  si  l'on  veut  avoir  le  temps  total  du  mouvement,  il  faudra 
chercher  la  valeur  de  4  correspondante,  afin  d'en  déduire  la  pre- 
mière partie  du  temps  désignée  par  t\  Soit  donc,  comme  ci-dessus, 
•4/^:l7r  +  '4/',  I  étant  un  entier,  et  4'  un  arc  <  {^tC;  substituant  ces 
valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe  kV  (c,  4)  —  ^F  (c,  e)  s=  F  (x,  Ç), 
on  aura 

.       "*"      F'c      ~  kF'c     "'  • 

Le  second  membre  étant  un  nombre  connu ^  on  connaîtra  Venlier 
pair  2I,  qui  en  approche  le  plus;  on  connaîtra  en  même  temps  la 

valeur*  et  le  signe  de  la  partie      Z,\      ;  ainsi,  il  ne  restera  à  résoudre 

que  l'équation  F(c,  40  =  ^'^'^>  ^^^^  laquelle  A' sera  un  nombre 
donné  plus  petit  que  l'unité.  Or,  cette  équation  peut  être  résolue  avec 
tel  degré  de. précision  qu'on  voudra,  par  la  méthode  du  joH*  67 ,  r*"  p. 

146, 


i:i 
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i46.  Ayant  donc  à  la  fois  ^=:hr+'^\  ÇsisL^tT  +  Ç',  on  trou- 
Tera,  par  les  formules  précédentes^  les  différentes  parties  du  temps  ^ 
savoir  : 

/'=2ir+/'C40> 

r  =  —  D'  cos L^  .  W(0, 

où  il  faut  observer  que  les  fonctions  ^(sj/O^  <'(D>  ^(Oj  prennent 
le  même  signe  que  les  variables  >]/  et  ^\  dont  elles  dépendent.  De  là 
résulte  le  temps  cherché 

t  =  2ir+  aLT'+  ^'(+0  +  «'(O — D' cos  L^ .  W(0 — r'Ce). 

147.  Si  Ton  fait  ^soNt^  ou  si  Ton  suppose  que  le  corps  a  achevé 
un  nombre  N  de  révolutions,  on  aura  L = aN,  ^ =0,  cq  qui  donnera 

r=2rr+4NT"+«'*(40— «'W- 

Mais  dans  ce  lùâme  cas  oti  a  al  -I — ^f.'       =  -71, — ^-^  ;  donc 

.=4N(r'+2^)+T'f^-î%i2)+,(+o-^(o.  ; 

Désignons  par  r  la  durée  moyenne  d'une  révolution  =^,  nous  aurons 

or,  les  quantilés  -^^,  jp  sont  plus  petites  que  deux  unités,,  et 

presqu'égales  entr'elles;  de  même  les  quantités  -~^~,     t\       sont 

plus  petites  que  Tunité,  et  presqu'égales  entr'elles;  donc  le  temps 
moyen  d'une  révolution  approchera  de  plus  en  plus  d'être  égal  à  la 

limite  4T"  +  4T'  •  rpr  •  I^  sera  exactement  égal  à  cette  limite,  lorsque 

•~  sera  rationnel,  et  que  le  temps  comprendra  une  ou  plusieurs 
périodes  entières. 

i48.  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  résoudre  le  problème 
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inverse  9  qui  consiste  à  délermmer  la  positioa  du  corps  au  bout  d*an 

temps  donné  S  apssi  grand;  qu  oo^  voudra*  On  preodra,  comme  dan» 

rarticle  précédenl,  la  limite  iî=.4T'-+-4T'.  j^;  et  parce  que  le 

quotient  —  doit  indiquer  à  ttès-peu  près  le  nombre  de  révolutions 

faites  dans  le  temps  CT^  on  pourra  prendre  pour  première  hypothèse 

Ç=  2^.  —,  et  on  calculera  la  valeur  correspondante  de  t. 

Soit  cette  valeur  «=&  +  ^>  la  diSerence  d  fiera  coanaUre  pair 
son  signe  le  sens  dans  lequel  la  première  valeur  de  Ç  doit  être  rec- 

tifîée;  et  comme  un  temps  (f  répond  à  peu  près  à  une  partie  -^  de 

révolution,  ii  est  clair  qu'on  d^vra^pce^dre  pour  seconde  faypQlhèse 

^  T 

Avec  cette  valeur ,  on  calculera^  le,  temps  correspondant ,  lequel 
sera  exprimé  par  E  +  dyd  étant  une  quantité  beaucoup  plus  petite 

que  cL  Désignant  donc  par  Ç.  la  valeur  prise  pour  Ç  dans  la  seconde 

hypothèse,  on  aura  la  valeur  çorrig^ée  ^"  =  ^1— ^a^TT.  —,  laquelle 

devra  suffire  pour  la  soltitîon  du  probïème,  à  moins  qu'on  ne  veuille 
obtenir  une  approximation  encQre  plus  grande^  en  ayant  recours  }^ 
une  troisième  hypothèse. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  auge  formules  du  ca^  jL 

i49-  Si  l'on  fait  F(r,  4)  — P(^>  ^)==F(<?> 2),  ou  simplement 
F4 — Fé=Fz^réquation  de  Torbite  se  réduit^  en  général,  à  la  forme 

et  pour  construire  la  courbe,  on  aura  toujours  les  équations... 
^*  =  /7i(i — c*  sin*4)^  7=  "7"  *^"8»?i  mais.il  faudra  exprimer  ^ 
en  fonction  de  z,  ce  qui  se  fera  en  tirant  de  Téquation  F4 — Ve^Fz, 

h  valeui;  de  \/(l — c^sin^4)>  ^^  ^  (4') 9  P^  ^^^  fi>rmuliBS.dtt  a""  i^, 
r^  p.,  on  aura  ainsi 

p     ^^^  A (i)  A (z)  —  c*  sini  cos  1  sinz  COBZ 

'  ".■"   ■    , r— r-r — r-i =-r— i — rr-" 


|/m  ^  1 — cî  «inH  sin^^ 
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i56.  Nous  allons  faire  voir  mai&tenàûrt  comment  on  "peut  trouver 
tant  de  courbés  algébriques  qu'on  Voudra  qui  satisfassent  à  Téquation 
k¥ (cy  z) n=z¥ (x, Ç).  Ces  courbes  auront  géuéralctaient  la  |yroprié!é 
de  rentrer  sur  elles-mêmes^  après  une  période  composée  d*un  certain 
nombre  de  révolutions;  de  sorte  qu'il  suffira  de 'calculer  le  mouve- 
ment du  corps  pendant  une  seule  période^  pour  connaître  et  déter- 
miner le  mouvement  au  bout  du  temps  quelconque. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  si  l'orbite  refaire  sttr  ellenoiènra 

après  un  certain  nombre  de  révolutions ,  la  ^quantité  -^f-  doit  être 

rationnelle.  Cette  condition  aura  donc  lieu  généralement  dans  toutes 
les  courbes  algébriques  que  nous  allons  déterminer  ;  mais  elle 
pourrait  avoir  lien  aussi  dans  une  infinité  d'autres  courioes  qui  ne 
seraient  pas  algébriques. 

'Ce  n^est  que  par  des  suppositions  particulières  sur  la  valeur  de  la 
vitesse  initiale  9  ou  sur  celle  de  quelques-unes  des  autres  données 
du  problème 9  qu'on  parvient  à  obtenir  des  courbes  algébriques  ; 
mais  les  résultats  de  ce  genre  ont  encore  une  telle  généralité  y  que 
non-seulement  ie  nomfbre  des  courbes  algébriques  qui  peuvent  satis- 
faire au  problème  dans  le  seul  cas  I  est  infini ,  mais  que  Ton  peut 
former  une  infinité  de  systèmes  difierens  qui  y  satisferont  également , 
et  dont  chacun  comprendra  un  nombre  infini  de  courbes  algé- 
briques des  formes  les  plus  variées  et  les  plus  bizarres. 

i5i.  Soit  d'abord  x  =  c^  et  A:  ou  \/(^-~^j^=  -»  -  étant  une 
fraction  ratioiinÈille  ;  on  aura  ^  en  supposant  />>  2^^ 

i*  —  4e^ 


c*  = 


ai* — fle** 


et  l'équation  kF  (c,  z)  =  F  (z,  ^)  deviendra  iF  (cj  z)  =r  éE(cy  0/<*tt 
simplement  iSz  =  eF^,  c  étant  le  module  commun  à  ces  deux 
fonctions. 

Par  les  propriétés  connues  des  fonctions  F,  on  pourra  toujours 
remplacer  Féqualion  transcendante  iF(c,z)  =eF(x,^),  par  une 
équation  algébrique  équivalente  ;  et  si  Ton  combine  cette  équation 
avec  les  valeurs  de  x  e\.jr  exprimées  en  fonctions  Aep  e\qy  qui  elles- 
mêmes  s'expriment  trigonométriquement  au  moyen  des  arcs  2;  et  Ç  ^ 
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on  aura  Téqualioa  cherchée  de  la  trajectoire.  Mais  il  sera  toujours 
plus  simple  de  ne  point  faire  d*élinainalion ,  et  de  construire  la  courbe 
par  le  moyen  de  Téqualion  â:F  (c,  z)  =  F  (x,  Ç) ,  qui  fera  connaître 
tant  de  valeurs  correspondantes  qu'on  voudra  des  variables  z  et  Ç^ 
et  par  conséquent  tant  de  points  qu'on  voudra  de  cette  courbe. 

i5a.  En  donnant  à  >  une  valeur  rationnelle  quelconque,  plus  grande 
que  deux  unités^  on  connaîtra  la  valeur  du  module  c  qui  détermine 
entièrement  l'équation  <Fz=eF^;  et  comme  la  quantité  -yt?^  réduit, 

dans  ce  cas^  à  —,  il  s'ensuit  que  Torbite  rentrera  sur  elle-même  après 

un  nombre  i  de  révolutions^  ou  -,  selon  que  i  est  impair  ou  pair. 

Etant  donnée  la  fraction  rationnelle  -  >  a,  d'où  l'on  déduit  la  va- 

leur  du  module  c  ;  étant  données  également  les  forces  A  et  B ,  ou 

seulement  leur  rapport  g-,  les  valeurs  de  m  et  m!  ne  sont  plus  arbi-- 

trairas.  En  effet,  les  formules  du  cas  I  donnent  m'=zm(i — c*)=:mb% 
sin^9  =  x  =  ^>  cos8=i— -2£^;  substituant  ces  valeurs  dans  les 

\         .  •       Amm'  +  B     ^       ^    a         (m+m')  (A+B)      »  yi-     • 

équations  a-=  jt^t^zW'  ^*  ^^^^  f=  a+bW  >  ^^  ^Iin^^^ant 
a^  on  aura^  pour  déterminer  m,  l'équation 

m 1— ac*  ay^ÂB 

1  -  6»/ji*        c\/(c*+  i6*0  •   A+B  • 

Connaissant  m  et  m',  les  équations  du  n""  78  donneront  cette  relation 
entre  les  données  /ti''  et  fc,  à  l'origine  du  mouvement^ 

Cette  équation  détermine  l'angle  jll,  d'après  la  valeur  connue  de  m*, 
comprise  entre  m  et  m\  ou  d'après  la  position  donnée  du  point  A^ 
entre  les  points  E  et  D,  connus  par  les  valeurs  de  m  et  de  m\  Elle 
servirait  également  à  déterminer  m''  par  le  moyen  de  /i,  ce  qu'oa 
ferait  par  les  formules 


m 


sin  QV  ~  flcot^  V/C(i  —m)  (i  — mQ  (A  +  Bmm')-\ 
Dtu  ^^  —  (S^m')  1/(A+B) 
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X  élant  une  auxiliaire  qui  exige  que  coifj^  ne  passe  pas  la  limite 
d'où  résulte  sin  3x  =  i  ^  et  tang  %  =  i . 

Dans  les  deux  cas,  la  vitesse  initiale  nécessaire  pour  que  la  courbe 
dont  il  s'agit  soit  décrite,  est  donnée  par  Téquation 


1  — m/n' 


t55.  Soit,  par  exemple,  i=4>  ^=  ^  9  on  aura  c*=|,  i*=|,  et 
la  courbe  qui  a  pour  équation  4^C^)=^(0  rentrera  sur  elle-même 
après  deux  révolutions  ;  dans  ce  cas,  m  devra  satis£ure  à  l'équation 

m  i/(585)  _  V/(AB) 
5_3to»  "^  A  +  B' 

Pour  avoir  une  idée  de  la  figure  de  celte  courbe  dans  le  cas  le  plus  Fig.  ai; 
simple,  supposons  m'^sm,  afin  qu'on  aitâ=o,etZ2='\|.;  le  point  E 
sera  Torigine  du  mouvement,  et  sera  en  même  temps  une  apside 
supérieure.  Pour  avoir  le  premier  point  B'  où  la  courbe  rencontre 
son  axe^  il  faudra  faire  Ç='t,  ce  qui  donne  F4=tF'^>  sin4=s 

:ç^^^^  résulte  GB'=^^^. 

La  seconde  intersection  A*  se  trouvera  en  faisant  ^zis^^r,  ce  qui 
donne  -^zzzj^y  p^:=zmb^z=:m' ;  ainsi  le  point  A',  qui  se  confond 
avec  le  point  D,  est  en  même  temps  une  apside  inférieure.  De  là  le 
corps  retourne  au  nœud  B,  puis  au  point  E,  où  s'achève  la  période 
entière  de  deux  révolutions.  Au  reste,  le  point  D  ou  A'  partageant 
l'orbite  en  deux  parties  égales  et  semblables ,  il  est  visible  que  toutes 
les  révolutions  du  corps  seront  d'une  égale  durée. 

154.  Prenons  encore  pour  exemple  les  valeurs  1=3: 3,  e=:i,  d'où 
résulte  <?*=-^,  i'zr:^;  la  courbe  aura  pour  équalion  3F(z)=F(Q, 
et  elle  rentrera  sur  elle-même  après  trois  révolutions.  Dans  ce  cas^^ 
la  valeur  de  m  devra  satisfaire  à  l'équation^ 


16— iim»         A  +  B 


Par  exemple^  si  Ton  ùii  4  =  V^,  on  aura  /»=rr>  et  /»'=/»*•— |. 


i 
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Fig.  aa«  Supposons,  pour  plus  de  simpllcilé,  m*=s:my  afin  que  E  soit  en- 
core le  premier  point  de  la  courbe ,  et  qu'on  ait  2  =  -^z , 
^*=/iî(i  —  c*sin*4)*  ^^  premier  point  d'intersectidn  B*  delà 
courbe  avec  Taxe  se  trouvera  en  &isant  .l^=z^y  •>{,  =.>',  et  déter- 
minant y'  par  l'e'quation  Fy  =  |  F'c,   ce   qui  donnera 

p«=m(i— c-sinV)  =  pg;. 

Le  second  point  d'intersection  A'  se  trouvera  en  faisant  ^=:27r, 
^},  i=  y,  ce  qui  donnera  iPy  ==  |F'c  =  aF^,   ensuite • 

;,•  =  m  (i  —  c-  sin-y)  =  ^^. 

Enfin  soit  Ç  =  5^,  4^=y^  on  aura  F/'  =  2F'c,  y"  =  '7r, 
et  par  conséquent  p^i=zm;  ainsi  le  troisième  point  d'intersection  B* 
se  confond  avec  le  point  L,  autre  extrémité  du  grand  axe  EL  de 
Fellipse  terminalrice,  et  ce  point  sera  par  conséquent  une  apside 
supérieure. 

Le  point  L  où  le  corps  achève  sa  troisième  demi-révolution  est 
visiblement  le  milieu  de  Torbite  entière  y  composée  de  trois  révo- 
lutions^ après  lesquelles  le  corps  ,  revenu  au  point  £,  commence 
une  nouvelle  période  de  trois  révolutions^  et  ainsi  à  l'infini. 

On  voit  que  la  courbe  aura  deux  ne&uds  ou  ppints  doubles  situés 
en  B^  et  A\  et  deux  apsides  supérieures  situées  aux  extrémités 
1ë,  L  du  grand 'axe  de  l'ellipse  terminatrice;  quant  aux  apsides 
inférieures^  il  y  en  a  également  deux,  T  et  1%  qu'on  déterminera, 
en  faisant  successivement  «4/ =  7 tt  et  ^|/  =  |^;  soient  X'  et  K'" 
les  valeurs  correspondantes  de  ^,  on  aura^  pour  déterminer  X'  et  A'"^ 
les  équations  Fa'=3F'^,  Fa'"  =  gF'c,  d'où  résultent  K^  =  l^, 
A'"=f  TT  ;  ainsi  le  point  P,  situé  au-dessous  de  l'axe  EFG,  sera  dé- 
terminé pat  les  valeurs  p^  z=,m\  y= -— iang|7r  =  — -^,  et  le 
point  I^  sera  placé  semblablement  au-dessus  du  même  axe. 

i55.  La  supposition  de  3c=:cnous  a  fait  connaître  un  système 
de  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du,  cas  I;  on 
trouvera  également  d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques^  en 
tel  nombre  qu'on  voudra ,  par  les  suppositions  x  =  c**,  c"***,  c*****,  etc. , 
celte  suite  étant  formée  suivant  la  loi  connue  des  modules  décroissans. 
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Soîl  d'abord  xa=5C%  oa  aura  F  (c,  z)  = -^3I_  F  (c»^  a»)  ^    et  par 

conséquent  A(i^')F(c»,a»)=F(x,  0=F(«*,0-   Mais    on   a 


tite  s=  -  ;  on  aura 


C**5=X» 


et  Téqualion  de  la  courbe  deviendra  zF  (2"")  =  eF  (Ç) ,  le  module 
commun  à  ces  fonctions  étant  c^. 

Les  nombres  i  çt  e^ étant  entiers,  et  i>e,  il  y  aura  toujours 
une  équation  algébrique  qui  représentera  cette  équation  transcen- 
4anle.   D'ailleurs.,  çntre  2?  et  z  on  a  réqmation 

sin  (aa  —  a*)  =  c*  sinz"*. 

Ainsi  en  y  joignant  les  valeurs  de  ;?  et  ^  de  Tart.  i4g>  oa  aura 
tous  les  moyens  pour  construire  la  courbe  et  pour  en  trouver,  si 
Ton  veut  ^  l'équation  rapportée  aux  coordonnées  x  tl  y. 

£t  comme  la  quantité  -~  se  réduit,  dans  ce  cas,  à    ^'     — 1, 

ou  - ,  on  voit  qu'il  faudra  i  révolutions  pour  que  la  courbe  rentre 

8ur  elle-même. 

< 

1 56.  Étant  données  la  valeur  de  -  >  i  et  celle  de  g- ,  les  valeurs 

de  m  et  m!  ne  sont  plus  arbitraires.  En  effet,  les  formules  du 
cas  I  donnent  m'  ==  mb'y  sin  i  0  =  x,  cos.O  =;  i  — r  ax^y  .... 
4cos*9(A+B/?ii?i')  (A/Tww'+B)  =  (m+m')*(A+B)*j  de  là  on  dé- 
duit, en  faisant  f*c=i — x% 

,     4mm'       _       AB         C4(|— a^çt-)» 

Connaissant  mm',  on  aura  m  =  i  ^nim'  et  m' =i  b\/'(mm!).  En- 
suite on  aura,  comme  dans  l'art.  i5a,  une  relation  entre  m""  etft, 
qui  laisse  une  de  ces  quantités  arbitraires,  et    d'où   l'on  déduit 


/ 
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^nfia  la  vitesse  nécessaire  pour  que  la  courbe  dont  il  s'agit  soit 
4lécrite. 

> 

167.  Soit,  par  exemple,  «=:2,  e=i;  on  aura  c**=x*=|, 
C*  =  |,  c*  =  3i/3(a — V/5),  bz=z2—\/5,  et  la  valeur  de  /w»' 
devra  être  déduite  de  Féquation 

55  mm  AB 


O  — .  mm' y        (A  +  B)** 

Si  l'on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  E,  où 
p*=zm,  est  l'origine  du  mouvement,  on  aura  ;3=4;  l'équation 
de  la  courbe  sera  2F4*  =  FÇ",  le  module  commun  étant  7c=\/^; 
de   plus    on    aura ,   pour    construire    la   courbe ,    les    équations 

sin (2%j/-^ %!/*)=  xsin 4%  /?*  =  /7î(i  —  £?*sin*4)>  Ç  =  t^^^S  i  K" 

^y  Cm 

D'après  ces  équations ,  on  trouvera  que  la  courbe  rentre  sur  elle- 
même  après  deux  révolutions,  et  qu'elle 'est  d'une  forme  analogue 
à  celle  de  la  figure  21. 

i58.  Pour  avoir  un  troisième  système  de  courbes  algébriques, 

soit  x=>%  on  aura  F(c,  z)  =  A^  .  ^-~^F(^*%  «'•)>  «l  l'équa- 
tion  de  la  courbe  deviendra 

On  a  déjà  trouvé  h*^  ^  =; y/ ^i-^-^-^J ;  multipliant  de  part  et 
d'autre  par  — —  ou  ^ — ^,  et  observant  que-  o*  =   ^.     .on'aura 

Soit  cette  quantité  =  - ,  afin  qu'on  ait  l'équation  de  la  courbe 
iF (z"*"*)  =  eF (Ç) ,    X  étant  le   module    commun  à   ces  fonctions^ 


on   aura 


On 
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On  Toit^  par  cette  formule^  que  toute  valeur  rationnelle  de  -  plus 

grande  que  {•,  donnera  une  valeur  de  x  comprise  entre  o  et  {/j , 
et  qu'ainsi  on  aura  une  courbe  algébrique  qui  satisfera  au  problème, 
en  laissant  encore  arbitraires,  tant  le  rapport  de  A  à  B,  que  l'une 
des  deux  quantités  m*"  et  /j,  relatives  à  l'état  initial  du  corps.  Cette 
courbe  rentrera  sur  elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  qui 

peut  être  déterminé  par  la  quantité  -=î^;  et  comme  on  a  F'c  = 

(i+c*») (i+  c««)F*x,  cette  quantité=  -  (i  +  c*)  (i  +  c»*)  =  -.  Donc 

le  nombre  de  ces.révoliitions  sera  21  ou  1 ,  selon  que  e  est  impair, 
ou  pair. 

On  aura  d'ailleurs ,  pour  construire  la  courbe  y  les  valeurs  de 
p  et  ijy  comme  dans  FarL  i^Qy  et  de  plus  les  équations. 

sin(2z — 2*)  ==  c*sin2% 
sin  (az*"— z**)  =  xsin  a**. 

i5g.  Nous -remarquerons  enfin  que  la  suite  des  modules  décrois- 
sans  Cy  c%  c''^  etc.,  étant  liée  par  une  même  loi  à  la  suite  des 
modules  croissans  c,  c'y  d\  etc.,  on  pourra  obtenir  une  infinité 
de  combinaisons  nouvelles,  en  faisant  x  égal  à  Tun  des  termes 
«',  c",  etc.,  et  chaque  supposition  donnera  naissance  à  une  éérie 
infinie  de  courbes  algébriques  qui  satisferont  toutes  aux  formules 
du  cas  I. 

Soit,  par  exemple,  «rsc*;  puisqu'on  a  F(c,  z)=  —r—  F(c',  z'), 
réquation  VS  (c,  z)  =5  F  (x,  C)  deviendra  -^  F  (s')  =  F  (C) ,  c'  étant 

le  module  commun.  Soit  —r-  ou  — -r-  \/( '~°  j=-;  si  Ton  sub- 

stitue  dans  cette  équation  la  valeur  x=  ^x^»  ^  ^^  résultera 


formule  qui  donnera  c<;5  — aj/a,  pourvu  qu'on  ait  i>4^;  on 
connaîtra  ensuite  x  par  sa  valeur  -~,  et  son  complémen  t  é=  v/(i  -~x*) . 

55 
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Cela  posé  y  la  courbe  décrite  aura  pour  équation  zF(z')  =:  eF(^  , 
X  étant  le  module  commun;  on  aura  en  même  temps  Féquatioa 
tang  (2~-  z')  =  6  tangz,  à  laquelle  on  joindra  les  yaleurs  de  p  et  g 
données  art.  149* 

Quant  au  nombre  de  révolutions  qui  compose  chaque  période,  il 

se  déterminera  par  la  quantité  -^,  qui  se  réduit  à  r-;  ce  nombre 

sera  donc  i,  ^i  ou  ^  i,  selon  que  i  sera  de  la  forme  3/»  +  i ,  4^  -f-  2 

ou  ^n. 

160.  U  est  inutile  de  pousser  plus  loin  nos  recherches  sur  les 
courbes  algébriques  qui  peuvent  satisfaire  aux  formules  du  cas  I  ;  il 
y  en  a,  comme  on  voit,  une  infinité  dans  chaque  système,  et  le 
nombre  de  ces  systèmes  peut  être  multiplié  à  l'infini.  D*aiUeurs, 
j'observe  que  les  courbes  ainsi  déterminées  sont  différentes  de  celles 
qu'Euler  a  indiquées  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1760, 
celles-ci  étant  toutes  rapportées  à  des  fonctions  dont  le  modules  v^^. 
Or,  dans  les  formules  du  cas  I,  on  ne  peut  jamais  avoir  x^  =  ^, 
puisque  cette  valeur  rendrait  le  coefficient  k  infini. 

Du  cas  particulier  ou  Von  a  m'sno. 

161.  L'hypothèse  m'=o  réduit  rellipse;9*=/n'li  son  grand  axe  FG; 
on  a  alors  cz=  i ,  et  Téquation  de  la  courbe  devient  Â:F(i,s)=:F(x,Ç), 

ou  -  logr^^l^— j  =  F(x,  Ç);  ainsi,  on  ne  peut  avoir  z=z^^  que 

lorsque  Ç  est  infini,  ou  lorsque  le  corps  a  fait  une  infinité  de  révo-- 
lutions  autour  de  Vetlipse  infiniikient  petite  FG. 
Fig.  a3.     Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  E  soit  l'ori- 
gine du  mouvement,  on  aura  c  =  o,  2  =  4/9   />=  t//n  •  cos4> 

9  =  7^  iàngj^  Ç.  Pour  avoir  le  point  B',  premier  point  d'intersection 

de  la  courbe  avec  son  axe,  il  faut  faire  Çstt,  '4/=y,  et  y  sera 

déterminé  par  l'équation  log T-^-^^î^,^  =  t  F'x;  soit  »  =  ^t-^,  on 

aura  sm  j.=  -rrr*  ^^  V^^  donnera  p  =m  cos^'yzzz  —— • 
Le  second  point  d'intersection  A'  qui  termine  la  première  révo^ 
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lulion,  se  trouvera  en  faisant  Çs^tt^  4==>"9  ^^  >''  ^^^^  détermioé 
par  réquation  log  (  73^  )  =  a» ,  d'où  Ton  déduit  sia  >"  » 

g'*—!      .  .    „       FA* 

j:;,^,;,-=mcos>"  =  — . 

Le  troisième  point  d'intersectioa  B*  se  trouvera  de  même  eu  fai- 

sant  ^=5^,  4«=sy,  ce  qui  donnera  sin^'^'cs  ^-- j  ■  »  ensuite 

/W  COS- 7^' =  gg-^. 

En  continuant  ainsi ^  on  voit  que  les  termes  y\  y,  y^,  3^'%  etc.,' 
croissent  de  plus  en  plus^  jusqu'à  la  limite  {'TT^  qu'ils  n'atteignent 
cependant  que  lorsque  leur  nombre  est  devenu  infini.  Il  suit  de  là 
que  les  points  d'intersection  B',  B^,  B%  etc.  y  se  rapprochent  conti-* 
nuellement  du  foyer  G,  et  finissent  par  se  confondre  avec  ce  foyer. 
De  même  les  points  d'intersection  A',  A*,  A%  etc. ,  se  rapprochent 
progressivement  du  foyer  F,  et  finissent  par  ^e  confondre  avec  lui. 
Ainsi  y  le  corps  parti  dû  point  E ,  suivant  une  direction  perpendicu- 
laire à  Taxe  EL,  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  de  Tellipse 
infiniment  petite  FG^  lesquelles  forment  autant  de  spires  qui  se* 
resserrent  de  plus  en  plus  en  s'approchant  de  FO  ;  et  le  corps  finit 
par  coïticider  avec  l'un  des  centres  F  et  G.  On  trouvera  d'aiHeurs, 
par  la  formule  de  l'art.  147,  qu'à  mesure  que  les  spires  se  res- 
serrent ,  le  temps  de  chaque  révolution  approche  de  plus  en  plus  de 
la  limite  4T^ 

Déi^eloppemerU  du  cas  II. 

y6:2.  Les  formules  générales  du  cas  II  ne  dîQerent  de  celles  du 
^cas  I  que  par  les  valeurs  des  constantes  nécessaires  pour  construire 
la  courbe,  et  par  la  valeur  de  9^ ,  dans  laquelle  JÇ  est  remplacé 
par  2f  ;  changemens  qui  n'apportent  qu'une  modification  très*-légère 
dans  les  formules  qui  servent  à  déterminer  les  intersections  succes- 
sives de  la  courbe  avec  l'axe  et  ses  apsides  tant  supérieures  qu'ia^ 
férieures.  Du  reste,  ie  caractère  essentiel  du  premier  système,  qui 
comprend  les  cas  I  et  H,  est  que  la  courbe  décrite  parle  corps  soit 
compris^  dans  l'espace  que  laissent  entr'eux  les  périmètres  des  deux 
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ellipses  p^-^s^THy  p^=im'y  dont  les  centres  F  et  G  sont  les  foyers.  La 
courbe  fera  une  infinité  de  révolutions  dans  cet  espace;  et  ces  révo- 
lutions seront  toutes  différentes  les  unes  des  autres^  si  la  quantité 

r^^  est  irrationnelle;  mais  elle  rentrera  sur  elle-même  après  un 

I  iî*i 

certain  nombre  de  révolutions ,  si  -—■  est  rationnelle^  condition  qui 
est  toujours  remplie,  lorsque  Torbite  est  une  courbe  algébrique. 
Si  Ton  a  -^r-  =  '  >  ~  étant  une  quantité  rationnelle,  le  nombre  des 

révolutions  après  lesquelles  là  courbe  rentre  sur  elle-même  sera  égal 
à  i;  et  il  suffira  de  connaître  le  mouvement  du  corps  pendant  une 
période  de  /révolutions,  puisque  cette  période  se  renouvellera  sanç 
cesse  en  restant  toujours  semblable  à  elle-même. 

i63.  Si  Ton  veut  déterminer  le  temps  tlu  mouvement,  il  faut 
d'abord  observer  que  la  première  partie  ,  désignée  par  t'j  se  trouvera, 
ainsi  que  T',  par  les  mêmes  formules  que  dans  Fart.  i4i>  puisque 
p^  est  représenté  dans  les  deux  cas  par  la  même  valeur  /ii(i — ç^  sin*4)* 
On  aura  soin  également  de  retrancher  du  résultat  la  quantité  cons- 
tante <'(0>  lorsque  £  ne  sera  pas  zéro;  et  comme  le  cas  du  corol- 
laire Il  se  déduit  des  formules  générales  en  faisant  €=x^,  il  con- 
viendra, pour  plus  d'uniformité,  de  calculer  le  temps  par  les  formules 
de  Tart*  i4i  >  et  de  retrancher  du  résultat  la  constante  t\^ir),  ouT^, 
ce  qui  suppose  l'équation  de  la  courbe  A-F(c,  4) — iF"c  =  F(x,^J|, 
et  en  même  temps  ^■=/n  (i —  <?'  sin*  4)-  Cette  observation  s'applique 
également  aux  formules  des  cas  I  et  IL 

164.  Pour  avoir  l'autre  partie  du  temps  désigne'e  par  fy  il  feal, 
dans  l'équation  -^^  =  ^--SL^^ .  ^ ,  substituer  les  valeurs 

9  =  ^  tangj:,  ^^  =  ppit;^  •  p^n^-^çj;  ou  aura,  en  fai- 
ji Tïf-vry^         v{y\ C      Q  •f-0<J?:»iV?co»*C 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  n.  437 

Or,  parles  réductions  connues  ou  a,  en  faisant  A=s:  v^(i— x*sin*^), 

Î^V(0^(.+M-i)n(.,.,O-^^-(.+^>(..0-É(-,0. 
Soit  T"  ce  que  devient  f  lorsque  ÇssI'Tr,  on  aura  T"  =  D'V',  et 

Quant  à  la  valeur  de  U}(v^  x),  elle  s'exprimera  toujours  par  les 
fonctions  elliptiques  delà  première  et  de  la  seconde  espèce;  mais 
la  formule  sera  difiërente,  selon  que  ol  sera  plus  petit  ou  plus 
grand  que  l'unité. 

x65.  Par  les  formules  du  tableau^  on  trouve 

d'où  il  suit  que  a  et  a!  sont  tous  deux  plus  petits  que  Tunité,  si 
Ton  a  A>B;  et  tous  deux  plus  grands  que  l'unité,  si  Ton  a  A<B. 
Soit  d'abord A^B,  et  par  conséquent  a<i,  on  pourra  faire 
a=:sin*)i,  ce  qui  donnera  y=cot^>};  ensuite^  par  l'application 
de  la  formule  du  n*  96^  P  p. ,  on  trouvera 


n'Cr,x)  =  H+^^->C^,'')-F'». 


sm  9  ces  f       ^  '    '  cos  V 

H=i'7r+(F'3e  — E'x)F(5,»i)— F'xE(e,  »i)j 
d'où  résulte 

T''=  -_^ii4^_  (  .'-^it'  ,H+g'sin'),F-x-E-x\ 

2C08*9(t— b*8in*  Jj)    \SinJ»C0»9A(b,  9)         '•  / 

i66.  En  second  lieu  y  soit  A<CB,  et  par  conséquent  et>  i  ^  il 
faudra  faire  ^  =  -^-1=— i^-^* sin*)i,  ce  qui  donnera 

sin*>f  =:g^  =  -7,  et  la  valeur  de  tu  sera  réelle,  puisqu'on  a  «'>  i* 
Ensuite  la  formule  du  n""  loi,  P®  p.,  donnera 

^^^'[n'(.,x)-F-x]=H, 

H   étaint  la  même  quantité  que  dans  l'art,  précédent^    et  de  là 
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Il  est  remarquable  que  la  valeur  de  T'^  soit  la  même  lorsqu  oa 
fait  r= — I  +  ^*  sin*  » ,  que  lorsqu'on  fait  y  =  col'' »  ;  d'où  résulte 
le  théorème  suivant  : 

«  Sil'onprend  entre  les  limites  ^=o^  ^=:\^  les  deux  intégrales 

»  dans  lesquelles  n  =  cot*G,  w'  =  —  i+i*sin*0,  ces  deux  in- 
>)  tégrales  seront  égales  à  une  même  quantité. 


V^=^ 


1  —  t'sin^tf 


»  dans  laquelle  H=:i7r  +  (F^c  — E'c)F(*,  fl)  — F'c.E(*,  fl).» 

Au  reste  ^  l'égalité  de  ces  intégrales  se  déduirait  immédiatement 
de  la  formule  (g')>  P^g*  ?'>  '"  P-*  ^°  différenciant  les  deux 
membres  par  rapport  aux  paramètres  /i  et  —  tti^  liés  entr'eux  par 
l'équation  (i -f-7ï)(i  —  772)=^*. 

167.  Supposons  maintenant  qu'après  tant  de  révolutions  qu'on 
voudra  y  le  corps  se  trouve  en  un  point  de  l'orbite,  déterminé ,  à 
compter  de  rbrigine,  par  les  arcs  •xJ/=lT-f-4'>  Ç==L7r4-C'> 
1  et  L  étant  des  entiers,  et  4^  K'  ^^^  ^^cs  positifs  ou  négatiâ 
moindres  que  ^tt.  Les  parties  du  temps  correspondantes  à  ces 
valeurs  seront 

/'C4')  ==  2ïT'  +  «'(40, 

ce  qui  doûne  le  temps  total 

t  =  2II"  +  aLT"  rf-  «'(40  4-  <"(C')  —  «'(«)  » 


formule  dans  laquelle  les  termes  t'(^'),  t\}^')  prendront  le  même 
.signe  que  les  arcs  4^  Cy  dont  ils  dépendent. 

1 68,  D'après  Téquation  de  la  courbe  k¥(c,  4)  "^ ^^(^>  0  =ï'(? ,  Ç), 


.^  j 


on  aura 
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F»c 


kF'c 


équation  qui  servira  ii  déterminer  I  et  ^\  par  le  moj^n  des  va** 
leurs  données  de  L  et  1^'y  et  réciproquement. 

Lorsque  le  corps  aura  achevé  un  nombre  L  de  révolutions ,  on 
aura  Ç=  L'tt  ,  Ç'=o;  et  si  l'on  fait  F(c,4')  =  hTE'c,  1  et  A'  éUint 
déterminées  par  Téquation 


*F'c 


le  temps  correspondant  sera 


F'i 


i  =  2Lr'+  2LT\  ^  +  «'(4.0  -  t\e) 


Tk! 


F(c,0 


Donc^  si  l'on  appelle  r  le  temps  moyen  d'une  de  ces  L  révolutions  ^ 
on  aura 

^^-^T^'-i-aT'  ^-4-^r^— i^'^~?v^'W— ^(^''^ 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  formule^  déjà  très-petîts,  puisquMls 
sont  la  différence  de  deux  quantités  presqu'égales^  diminueront  de 
plus  en  plus  k  mesure  que  le  nombre  L  des  révolutions  augmentera  ^ 
ainsi  la  valeur  de  r  approchera   de  plus   en  plus  de  la  limite 

F*x 

aT''+  aT^  ^-.  Elle  sera  exactement  ^ale  à  cette  limite^  si  l'orbite 

est  rentrante  sur  cUe^mème,  ou  si  -^  est  égale  à  un  nombre  ra- 

tionnel  -,  et  si  le  temps  total  embrasse  un  nombre  entier  de  pé-* 
riodes.  Alors  on  a  le  temps  moyen  d'une  révolution 

et  le  temps  d'une  période  composée  de  z  révolutions  sera  3rr''+2eT\ 
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Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  II. 

i6g.  En  faisant  usage  des  mêmes  formules  que  dans  Fart.  i49f 
réquation  de  la  courbe  sera  semblablement  AF  (c,  z)  =  F  (x,  ^^  ^^ 

on  aura  A:=:  \/(^~^»  valeur  qui  sera  toujours  comprise  entre 

l/iet/3. 

Pour  obtenir  des  courbes  algébriques^  on  ne  peut  supposer  cz^x,' 
parce  qu'il  en  résulterait,  suivant  les  formules  du  tableau  général^ 
a  =  //}  et  a'  =  m'y  ce  qui  donnerait  B  =  o. 

Soit  donc  pour  première  hypothèse  x  =  c'',  on  aura  Téquation 

k .  -^— F(c%  J5*)  =  F(c*,  Ç)  ;  et  pour  avoir  des  courbes  algébriques ^ 
il  faudra  foire  hC     '^  J  ou     ^^  »/r^^^j=-,  ce  qui  donnera 

r 

On  peut  prendre  pour  «  toute  fraction  rationnelle  plus  grande  que  {^ 

et  Ton  aura  une  valeur  convenable  pour  x%  d'où   l'on  déduira 

ç  s=  -^~^.  Alors  réquation  de  la  courbe  sera  «F(z**)  =  ^F(^),  x  étant 

le  module  commun  à  ces  fonctions.  Cette  équation  devra  être  com- 
binée avec  réquation  sin(az  —  i')^=^x  sinz%  et  avec  les  valeurs  de 
p  et  q  données  dans  Fart.  i49* 

170.  Connaissant  o^^  x%  ainsi  que  le  rapport  ^»  on  connaîtra  le 

m 

m  et  m'. 
Pour  cela^  j'observe  qu'on  a^  d'après  le  tableau  général^ 


rapport  —  =  i  •—<?*=&*  ;  mais  il  reste  à  déterminer  séparément 


,       ,        (A+B)  (m  +  m')  ,        Ammf  +  B 


A  +  hmmf  '  A+  Bmni  * 

d'ailleurs  on  connaît  le  rapport  ^  =  i  •—  x*.  Ainsi ^  en  éliminant 
A  et  a',  on  aura^  pour  déterminer  mm' y  l'équation 

mm'       AB  fc»(fl^»y 

*  ii—mmy        (A  +  B)»  '  (c»— »*)  (o*+»»— c»«»)* 

Connaissant 


^i. 
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Connaissant  nmi\  on  aura  mzszr^mm'^  m'z=zb^(^mmy  Ensuite  les 

formules  de  l'art.  iS^  donneront  deux  équations  de  condition  entre 
les  données  m* y  /jl,  Y  relatives  à  Fétat  initial  du  corps ^  pour  que  le 
mouvement  ait  lieu  dans  la  courbe  dont  il  s*agit. 

Le  nombre  des  révolutions  après  lesquelles  la  courbe  rentrera  sur 

elle-même^  se  détermine  par  la  quantité -j;7^=  A: (i  +  c*)  =  ~j  donc 

ce  uimibre  est  i  ou  21 ,  selon  que  e  sera  pair  ou  impair. 

171.  Pour  avoir  d'autres  séries  de  courbes  algébriques^  on  peut 
supposer  y  comme  ci-dessus,  x  =  c**,  c*®%  etc.  Nous  nous  conten- 
terons de  développer  encore  le  système  qui  résulte  de  la  supposition 

Alors  réquatioii  de  la  courbe  devient  k .  -^ — — F(x,  z^)  = 

F(x,0-  Soit  k .  ^  .  -:^-,  ou  -^  \/{-^zi^)  =  -;  comme 
on  a  c^'sst— T^t,  il  en  résulte 

On  devra  prendre  -r  entre  les  limites  i  et  4>  ^t  on  aura  une  va- 
leur convenable  de  x  ou  c'%  d'où  l'on  déduira  c^=  -—-,  et c=  -—:; 

du  reste,  on  déterminera  mm'^  m  et  m',  par  les  mêmes  formules  que 
dans  l'article  précédent. 

Gela  posé,  l'équation  de  la  courbe  sera  iE(z'^)=iéEÇI^)y  x  étant 
le  module  commun  à  ces  deux  fonctions  j  elle  devra  être  combinée 

avec  la  valeur  de  p  de  l'art.  149,  et  la  valeur  7  =  —  tangi;*,  ainsi 
qu'avec  les  équations 

^sin  (ajff  —  z*  )  =  c*  sin  «•, 
sîn(a»*— •a'***)=:x  sina'®. 

« 

D'ailleurs,  comme  ou  a  ^  =  ^(1  -H  c**)  (i  +  c^)  =  ^,  il  s'enstiit 

que  le  nombre  de  révolutions  nécessaire  pour  que  la  courbe  rentre 
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sur  elle-même  y  sera  4h  ^^  ^^  h  ^^^^^  ^^e  e  sera  impair^  doubla 
d'un  impair^  ou  divisible  par  4« 

172.  Le  cas  Iç  plus  simple  est  celui  où  I*oa  fait  i^si^ex^s^  ce 

qui  donne  x  =  v^^  "^  ^  t  c^=  Vax,  c=  jx>"  Alors  Féquation  de 

la  courbe  sera  F  (z^*)  =»  aF  (Q ,  le  module  de  ces  fonctions  étant 
x=  t/s-— 1 1  cette  courbe  rentrera  sur  elle-même  après  deux  ré- 
volutions; et  6ti  trouvera  aisément  que  si^pourplos  de  simplicité^  on 
suppose  €  =  o  ^  de  sorte  que  le  point  E  soit  Forigine  du  mouve- 
ment^ la  figure  de  cette  courbe  ressemble  beaucoup  à  celle  qui 
a  été  décrite^  fig.  ai. 

Si^  dans  le  même  cas^  on  veut  avoir  les  valeurs  de  ni  et  m'^ 
qui  répondent  aux  valeurs  trouvées  pour  c  et  x,  on  aura  à  ré- 
soudre réquation  de  Tart.  170^  qui  devient 


(1— inn7/\»3        V~( 


AB 


(A+B)»' 


Comme   on    doit   toujours    avoir  m<Ci ,   on    aura   mm'<^i^y  et 
7-<--:;  or,   d'après  la  valeur  x  =  |/a  —  i,  on  a..,. 


(1— mm')*  ^  c* 

^ .  P  =^  ;  ainsi,  on  devina  avoir  ^^^;:^3P  <  1  -  ^,  OU (j^^ 
Mettant  Içs   valeurs  numériques   et    supposant    A>B,   on    aura 
^^  >  o.094a5aa,  ou  g- >  ' /oW/ ?¥•  >  ^  ^^  termes  plus  simples, 

7  >  tT7*  Cette  condition  étant  remplie,  on  aura,  par  l'équation  pré- 
cédente, une  valeur  convenable  de  mm\  qui  donnera  celles  de  m 
et  de  m'. 

Soit,  par  exemple,  A=  aB,  ou  B=aA,  ou  aura  à  peu  près 

mm'  =  jj:f ,   m'  =  jf^j  ^=  TpH*  Or,  »»=  jng  et  w^znjgg;  donc 

FE  =  ^5^  a  et  FD  =  jjj  « ,  ou  en  rapportant  les  distances  au 
pointe,  milieu  de  FG,  on  aura  EC=(|^  +  ^>,  J>C=^(^+i)a. 
Ainsi  le  corps  sera  environ  5j  fois  plus  éloigné  du  centre  C  dans 
lapside  supérieure  £  que  dans  l'apside  inf^ûeure  D« 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  II.  445 

173.  Si  l'on  prolonge  Féchelle  des  module»  dans  le  sens  iaverse , 
on  pourra  fidre  de  même  x 0;=  1/,  xzszd'y  etc* >  et  chaqiie  supposi"* 
lion  produira  un  nouveau  système  comprenant  une.  infinité  de 
courbes  algébriques. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  calculs  donneront  des  résultats  sem- 
blables à  ceux  que  nous  avons  déjà  obtenus  par  les  suppositions  x=s=c% 
xz=z<f^y  etc. y  avec  cette  différeuce  que  les  modules  o  et  x  devront 
être  échangés  entré  eux^  ainsi  que  les  variables  z  et  ^.  La  raisoa 

en  est  que  Téquation  générale  iiS{oj  z)s=F(x^  Q  peut  être  mise 

1  I 

sous  la  forme  (2 — c^)^(cy  z)  =  (a — x*)*F(x,  Ç);  dont  les  deux 

membres  sont  semblables  entre  eux;  d'où  il  suit  que  Téquation  sub- 
siste en  faisant  le  double  échange  dont  nous  venons  de  parler. 

174*  Soit  d'abord  x=c'^  ce  qui  revient  à£iire  cs=x%  on  aura, 
comme  au  n''  169 , 

ce  qui  donnera  x  =  c/  =  -^  ^    et  l'équation  de  la  coui^be  sera 

iF(c,  (;•)!=:  eF(c,z),  ou  simplement  «F(C)  =  ^ï'C^)  ^  ^  «*anl  1« 
module  commun. 

Pour  construire  la  courbe,  il  faudra  combiner  cette  équation 
avec  l'ëquatioa  %\n{pX^'^C)^^^^^^Ç'  ^  ^^^^  ^^^  valeurs  éd  p  tiq 
données  art.  i49- 

Quant  au  nombre^  révolutions  nécessaire  pour  que  la  courbe 
rentre  sur  elle- même >  il  se  détermine  tou[ours  par  la  quantité 

_-^  ss  ■  ,■  ^  sa  ^  ;  donc  ee  nombre  sera  e  ou^e.  selon  que  e  est 
impair  ou  pair. 

175.  Soit  en  second  lieu  x=c'',  ou  c=sx*%  on  aura,  comme 
au  n""  171, 

—-Se*  +  at/(ae<  +  aiV  +  SfliQ 

ensuite  c':=?-^,  et  cf'  ou  x==^^.   Cela  posé,  l'équation  de  la 
courbe  sera  «^(s)  =  iP{Ç^) ,  c  étant  Iç  module  commun  à  ce3  &mf> 


444  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

lions  ;  elle  devra  être  combinée  avec  les  équations  8În(2Ç— *Ç*)=c'5inÇ'^y 

sin(2Ç' — ^••)=:csinÇ'**,  la  valeur  de  p  de  l'art.  i49  et  la  valeur 

9  =  ^langÇ. 


D'ailleurs  comme  on  a 


Wc 


e 


V  9  le  nombre  de 

4*- 


révolutions  qui  compose  une  période  sera  e,  ^e  ou  ~e,  selon  que  e 
sera  impair ,  double  d'un  impair^  ou  divisible'  par  4* 

176.  La  formule  générale  supposq->^>i  el  e<4t;  c'est  pour- 
quoi le  cas  le  plus  simple  s'obtient  e(i  faisant  e=2^  î=:  i.  Alors 
on  a  l'équation  2rz  =  FÇ''%  et  la  période  ne  sera  que  d'une  révo- 
lution^ c'est-à-dire  que  la  courbe  rentrera  sur  elle-même  après, 
une  seule  révolution;  ce  cas  est  très- remarquable^  et  il  mérite 
d'être  développé. 

Fig.  â4*      Supposons,  pour  plus  de  simplicité ,  que  le  point  E  soit  celui  ou 
commence  le  mouvement,  on  aura  £=30^  z=4>  p*=m{i^~'C*sia^'\!)^ 

jr  =  -i-tangÇ,  et  l'équation  delà  courbe  sera  aF4  =  F($'***). 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  de  la  courbe  avec 
l'axe,  soit  Ç=x^,  on  aura  Ç**  =  ^,  Ç'**»=27r,  4==^  ^*  p^=im. 
Donc  le  point  B%  où  la  courbe  rencontre  son  axe  après  une  demi-^ 
révolution,  ^e  confondra  avec  l'extrémité  L  du  grand  axe  de  l'el- 
lipse ^*=m,  et  ce  point  sera  par  conséquent  une  apside  supérieure^ 
comme  le  point  de  départ  E. 

Entre  les  deux  points  E  et  L ,  le  corps  a  dû  passer  par  son  ap- 
side inférieure  I';  pour  déterminer  ce  point,  il  faut  faire  4=7^^ 

ce  qui  donne  Ç'*=7r,  Ç*i=z{7r  et  tang»Ç'=j.  Donc  le  point  1' 

est  déterminé  par  les  valeurs  p*  =r /w',   y  =  i/(^\ 

Ainsi  y  pendant  une  révolution ,  le  corps  passe  deux  fois  à  Tap-^ 
side  supérieure  en  E  et  L ,  et  deux  fois  à  l'apside  inférieure  en  V 
et  I*.  Dans  ce  cas,  il  est  évident  que  toutes  les  demi-révolutions 
doivent  se  fstire  en  temps  égaux. 

177.  Il  est  essentiel  d'observer  que  dans  toutes  les  bypotbèses 
x;ç^  c',  9cs=  c",  etc.,  où  l'on  aura  x> c,  les  forces  A  et  B  devront 
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être  de  signes  contraires  ^  c'est-à-dire  que  Tune  de  ces  forces  sera 
attractive  et  l'autre  répulsive.  Gela  résulte  de  Téquation 

mm'       _^       AB  ^(q— »»)« 

(i— mm')'         (A  +  B)*  *  (c*— »»)  (c»+»*— c»«»)* 

dont  le  second  membre  serait  négatif,  si  AB  ne  devenait  pas  négatif 
en  même  temps  que  le  facteur  c*— •x*. 

Cette  circonstance,  qu'on  peut  admettre  au  moins  comme  hypo- 
thèse^ n'entraînera  d'ailleurs  aucun  inconvénient;  les  quantités  a  et  a^. 
seront  toujours  de  même  signe ,  et  les  formules  générales  s'applique- 
ront sans  difficulté  aux  cas  particuliers. 

178.  A/ant  donc  fait  x:=scf'^  ensuite  ez=z2,  ^=i>  ce  qui  donne 

c:s=  \/a  — 1,    c^  =  ^2Cy  xs=s-^;  supposant  de  plus  £ï=o^  on 

aura^  comme  dans  Fart.  176^  2F4=I'^''%  c  étant  le  module* commun, 
sin(a{:— Ç0=^'  fii^C%  sin  (aÇ'— C-)=c  sînÇ-,;i*=/7i(i~c'sin'4), 

9=:^tangÇ. 

Pour  appliquer  ces  formules  à  un  cas  particulier,  j'observe  que  la 
valeur  de  x  étant  substituée  dans  Téquation  de  Tarticle  précédent, 
on  aura 

mm'       ^^^  AB      ^  i 

(1  —  mmO*  (A  +  B)*  *  (ic)='— T 

Soit  donc,  par  exemple,  A==:2l,  B= — I,  I  étant  l'unité  qui  sert  k 
mesurer  les  forces  A  et  B ,  on  aura  à  résoudre  l'équation 

Ensuite  on  connaîtra  m  =  '^y/mm\  m'  z=±  by/mm\  «=  ~^^/  •  ^î^ 
appliquant  donc  les  valeurs  numériques,  on  aura  les  résultats  suivans  : 

log  mm' =::  9 «7002592  log  c  =  9.6173345 

log    m  =  9.8910024  log  b±x  9.9591271 

log  m'  ?=  9.8092567  }ogA^=:  9.9764602 

A  l'égard  de  la  vitesse  initiale  Y  qui  a  lieu  au  point  E,  elle  devra 
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k  réqoâtJOa 

(i  —  m)*    A  +  BmmT         al     (i — m)*     a — mm^ 


jma  i— nij»'  a  *        m        *  i-— jimuT 


An  moyen  de  loales  ces  données ,  le  corps  décrira  la  conrbe  algé- 
brique que  noos  avons  déterminée,  hqaelle  renUre  sur  elle-mdiDe 
après  une  seule  révolution. 

Du  cas  particulier  oà  ton  aazszm!. 

179.  Ce  cas  se  rapporte  également  aux  formules  du  cas  II  et  à 
celles  du  cas  I;  il  sert  de  passage  de  lun  à  l'autre,  puisqu'on  doit 

avoir  alors  ^3—7  =  ^^irg*  ^^^  comme  la  variable  Ç"  n  a  pas  la 

même  signification  dans  les  deux  cas  principaux*,  nous  suivrons  ici 
les  dénominations  du  cas  IL 

On  a  d'abord  x  =  o,  *=  v/(i — jc»),  /7i'=:/if(i — e^)z=mb^- 

ainsi  il  faudra  satisfaire  à  l'équation   ^y^^  =  ^rxs"-  Supposons  que 

A  et  B  sont  donnés,  ainsi  que  la  quantité  m  qui  détermine  la  po-« 
sition  du  point  E  sur  l'axe  EFG,  on  déterminera  le  module  c  par 
Téqnatiou  ^ 


m(A+B)— amVAJj' 


d'où  résulte  b-  =  ^yj^B^Laln^^  •  *î"^«^  ^^^  V'^  <^«"e  solution 
ait  lieu,  il  fiiut  prendre  m>^~.  Connaissant  le  module  c,  on 

^ura  m':=zsmb^i  ensuite  a  se  déduira  à  volonté  de  l'une  des  deux 
équations 

i-f  »' 


^ 7(m-f  mO(A+B)     /i+A* i +m       14- 


TU 


Supposons  encore,  pour  plus  de  simplicité,  csso,  on  aura  Téqua- 
lion  de  la  courbe  A:F(c,  4)  =Ç,  qu'il  fendra  combiner  ayec  les 

Yalenr8;>'s=>»(i— c«gia»4),  9=^tangÇ, 


'l 
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Cette  courbe  ne  peut  jamais  devenir  algébrique^  parce  qu^oo  ne 

peut  supposer  cso;  cependant  elle  rentrerait  sur  elle«méme  après  un 

nombre  déterminé  de  révolutions  9  si  la  quantité  -; —  élait  rationnelle. 

Ce  cas  seul  excepté,  la  courbe  fera  une  inGnité  de  révolutions  dans 
l'espace  renfermé  entre  les  périmètres  des  ellipses /?*= 772 ^^*=/7i', 
et  ces  révolutions  seront  toutes  d^une  inégale  durée. 

Pour  déterminer  les  apsides  I',  S%  I%S%  etd.,  alternativement  supé* 
rieures  et  inférieures,  il  faut  faire  successivement  4  =^  t'^»  ^>  7 '^ï 
:i9r,etc.;  et  les  valeurs  correspondantes  de  Ç,  qui  croissent  propor- 
tionnellement aux  valeurs  de  4>  seronl^=A:F'c,  aAF'i?,  5kf'c,  etc. 

Développement  du  cas  III. 

i8o.  Le  cas  III  est  le  premier  des  qaatre  cas  principaux  qui  com- 
posent le  second  système.  Dans  ce  système,  la  valeur  de  p  varie 
depuis  p=iO  jusqu'à  /i=  i/m;  l'ellipse  p^z=zm  enveloppe  toujours 
Toiblte,  et  la  toucbe  dans  les  points  S%  S%  S',  etc.,  qui  ^ont  ses  ap* 
sides  supérieures  ;  mais  il  n'y  a  d'apsides  inférieures  que  les  points 
Vy  1%  P,  etc.,  situés  entre  les  centres  F  et  G,  où  la  courbe  rencontre 
son  axe,  et  où,  par  conséquent,  la  somme  des  rayons  vecteurs  r+s, 
égale  à  FG  9  est  un  minimum. 

Les  formules  propres  au  cas  III,  ainsi  qu'aux  trois  autres  cas  4^ 
second  système,  sont  établies  en  supposant  que  le  point  A,  origine 
du  mouvement,  est  situé  sur  l'axe  entre  les  centres  F  et  G.  C'est  à 
ce  point  que  sont  rapportées  les  données  i7i%  fc,  V,  d'après  lesquelles 
on  détermine  m,  mf  et  M,  comme  nous  l'avons  &it  voir  dans 
l'art.  II 5,  et  qui  servent  aussi  à  déterminer  la  constante  €,  comme 
l'indiquent  les  formules  du  tableau  général. 

i8i.  Dans  le  cas  III,  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  sont 
de  trois  sortes,  savoir  : 

Les  intersections  B',  B%  B%  etc. ,  qui  ont  lieu  à  droite  du  centre  G; 
elles  se  déterminent  par  la  valeur  ^7  =  00,  en  faisant  successivement 
f =91,  Z^yBnCy  etc. 

Les  intersections  A',  A%  A% etc. ,  qui  ont  lieu  a  gauche  du  centreFj 
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elles  se  déterminent  par  la  yalenr  7=0,  en  faisant  successivement 

Ç=27r,  4^>  G^>  ^^^• 

Enfin  les  intersections  V,  1%  V,  etc.^  qui  ont  lieu  entre  les  centres 
F  et  6;  elles  se  déterminent  par  la  ydleiivp=zo,  en  faisant  successi<« 
vement  4'=7r,  a^jr,  Ztt,  etc. 

Ces  derniers  points  sont  en  même  temps  les  apsides  inférieures 
de  la  courbe;  quant  aux  apsides  supérieures  S%  S%  S%  etc.,  elles 
seront  déterminées  par  la  yaleur  p*  =  m,  en  faisant  successivement 
^z=-^^y  Itt,  |t,  etc.  Ainsi,  on  voit  que  la  détermination  de  ces 
points  est  liée  avec  celle  d^  apsides  inférieures  I',  I*,  1%  etc. ,  de 
manière  qu'on  peut  obtenir  les  uns  et  les  autres  par  un  même  calcul, 

182.  Pour  déterminer  avec  plus  d'uniformité  les  points  B%  A',  B% 
A*,  B',  etc.,  qui  répondent  aux  valeuris  Ç=^,  2^,  3^,  4^>  ^9  etc., 
nous  procéderons  comme  dans  le  n^  i  Sg*  Supposons  que  les  valeurs 
.correspondantes  de  4'  soient  >|/=a:y,  y,  y"',  etc.,  il  s'agira  de  ré-» 
soudre  les  équations  successives  A:F  (  c,  y  )  +  F  (  x,  €)  =&  r^F^x, 
kF{c,  y)+F(x,  €)=:4F'x,  etc.  Pour  cela,  soient  m  et  ^'denx  arcs 
déterminés  par  les  équations 

F(c,«)=|F(x,«),  F(c,<r')=jF'x; 

fippelons  ensuite  ^%  «T',  etc. ,  \çs  amplitudes  qui   résultent  dq  la 
multiplication  de  la  fonction  F(c,  J")  ou  F/',  ensorte  qu'on  ait 

F(cr")=:iFJ^',  Fcr^=3Fcr,  Fcr'^=4Fcr',etc., 

c  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions. 

Cela  posé,  chaque  valeur  de  y  se  déduira  de  celle  du  /  corres-» 
pondant  qui  a  le  même  indice,  en  résolvant  l'équation  F9/+F)f=F/, 
Il  en  résulte 

p  sin n  cos  ^A(^)  +  sin /^cosyA(y) 

cj/m'  '"^  A(ji)ù(/)  +  c*  sin  9  cosïTsïnTcôsT'* 

1^  H»  F*  A  * 

Faisant  ensuite  p*=: -^^  ou  Qrn>  la  position  du  point  d'intersection 
correspondant  B"  ou  A"  sera  déterminée. 

i83.  Pour  déterminer  semblablement  les  points  S',  T,  S%  P, 
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S%  1%'etc*^  qui  répondent  aherDalivementraux  apsides  supérieures* 
et  inférieures,  nous  supposerons qu  en  faisant  successivement  ^s^-î^tTi 
iFy  \^^  i«r,  i^,-3^,  etc.,  on  ait  les  valeurs  cori'espondantes  Ç=A'> 
>y,  X["y  A",  A%A^',  etc.;  il  faudra  résoudre  les  équations  successives 
AF*c=F(x,  aO — F(x,€),  2kV'c =F(x,  A")— F(x,6),  etc.  Pour  cela,  soit 
cT'une  première  auxiliaire  déterminée  par  Téquation  F(x,  /')=:A:F'c  ; 
ensuite  soient  /'',  J''^^  /'%  etc.,  d autres  auxiliaires  qui  résultent  de 
la  multiplication  de  la  fonction  F(x,  /'),  ensorte  qu'on  ait 

.     F<r''=  aFcT',  Fcr'"=  SFcT',  Fcr»'= 4F J^',  etc. , 

X  étant  le  module  commun ,  il  restera  à  résoudre  en  général  l'équa*- 
tion  Fa  —  F€=:F/,  x  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions,  et 
on  en  déduira  ^ 

.        i.  X  •—  sin  t  cos  ^A(^)  +  9\n  ^  cos  t  A(0 

S  •      ""  1  —  c*  sin*  f  sin»/  4-  cda  t  cos  /— ^n  1  sin  J'A(/)  A(i)  * 

formule  dans  laquelle  on  a  Â(£)r=:^(i — x*sin*c),A(J^)=n/(i — x'sin*/), 
et  où  il  faudra  donner  à  X  et  J^  un  même  nombre  d'accens. 

Les  points  T,  1%  P,  etc.,  qui  sont  les  apsides  inférieures,  ou 
les  points  dlniersection  de  la  courbe  avec  Taxe,  entre  les  centres 

1  FI 

F  et  G,  seront  en  général  déterminés  par  la  valeur  ^•=  -  ^"^g*  Î?=gÏ* 

■HP  ^^  ^ 

OÙ  il  faudra  donner  à  Ç  les  valeurs  successives  Ç=  A",  A*%  A^',  etc. 

Les  points  S%  S%  S%  etc.,  qui  sont  les  apsides  supérieures, 

seront  déterminés  par  la   valeur  constante  p*=im    et  la  valeur 

,9= -j- tangj^,   dans  laquelle    il    Êiudra    f^ire    successivement 

^  =  A',  A''',  A%  etc. 

184.  Examinons  maintenant  combien  le  corps  devra  faire  de 
révolutions  pour  arriver  à  un  point  de  Torbile  déterminé,  soit  par 
.Ja  valeur  Ç=L^,  soit  par  la  valeur  ^|/  =  l7r,  L  et  I  étant  de$ 
nombres  entiers.  Le  nombre  de  demi-révolutions  se  trouvera  par 
celui  des  intersections  de  la  courbe  avec  Ta^e;  car  nous  comptons 
comme  demi-révolution  le  passage  d^une  înterseètion  à  l'intersec- 
tion suivante. 

Soit  d*abord  ^  =  L'7rj  cette  valeur  conviendra  au  dernier  des 
points  d'intersection  B,  A',  B^,  A%  B%  etc.;  ainsi  le  nombre  de 

57 
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ces  pcMnis  sera  L.  Mais  il  y  a  d'autce»  pointa  duitersectÎQii  I', 
I%.etc.,  sîtaéa  entre  F  el  G;  pour  en  connaître  le  nombre,  il  £aat 
avoir  la  valeur  de  4  ^9^  correspond  à  la  valeur  Ç  è=:  L^r.  Soit  dope 
4  =  I^r  +  4^  '  ^^^°^  "^  entier  et  4'  ^^  ^^^  positif  moindre  que  tt^ 
on  anra,  pour  déterminer  I  et  4^  l'équation 


flF'c 


Ainsi  I  sera  l'entier  le  plus  grand  contenu  dans  la  quantité  donnée 

aLF'x  4-  F(x ,  t)     '■ 
afcF'c    .     • 

I  étant  ainsi  déterminé,  le  nombre  total  des  demi^-révolutions^ 
qui  correspondent  à  la  valeur  Ç  =  L7r,  sera  L  +  I. 

En  second  lien ,  soit  donnée  la  valeur  4  =  1^;  le  nombre  de^ 
points  d'intersection  Vy  1%  1%  etc.,  dont  le  dernier  répond  à  la 
valeur  4  =  ''^>  ^^^^  '•  Pour  avoir  le  nombre  des  autres  point» 
d'intersection,  il  £iut  connaître  la  valeur  correspondante  de  Ç;  soit 
donc  ^ssL^r+Cy  L  étant  un  entier  et  ^'  un  arc  positif  moindre 
que  TTf  On  aura,  pour  déterminer  L  et  Ç',  l'équation 

T     .    H».  O  ^  gAIF'c  +  F(ic,  0 

Connaissant  L ,  le  nombre  total  des  points  d'intersection ,  ou  celui 
des  demi--révolutioQS  du  corps  dans  son  orbite ,  sera  1 4^  L. 

i85.  Pour  que  le  corps  revienne  au  point  de  départ  A>  aprè» 
un  certain  nombre  de  révolutions,  il  faut  qu'on  ait  k  la  fois 
4  =  ^7r  et  Ç  =  32V  +  ^9   ^  et  i  étant  des  entiers,  ce   qui  don-* 

nera  -=7—  =— ;  amsi  il  faut  que  la  quantité  r~^    soit  une  fraction 

rationnelle  —  «  Alors  le  nombre  des  demi-révolutions  faites  par  le 

corps  sera  ui^e;  si  e  est  pair,  le  corps  aura  achevé  î-hi^  ré- 
volutions ,  et  la  courbe  rentrei^  sur  elle-même.  Hais  si  e  est  im- 
pair, il  faudra  encore  ai+e  demi-révolutions  pour  que  la  courbe 
rentre  sur  elle-même.  Ainsi ,  en  général ,  le  nombre  des  révolu- 
tions qui  composent  une  période^  sera  i  +  je  ou  oi+e,  aeloa 


SIXIÈME  I^AKTIE.  SECTION  II.  45i 

<jjM  €  ien  pair  ou  impair  t  où  connailra  d^aillents  les  nombres 

i  et  à  par  la  valeur  -^>  réduite  à  Texpression  la  plus  simple  -. 

i86.  Les  résultats  des  deux  articles  précëdens  devront  être  mo-^ 
difiës^  si  la  courbe  passe  par  Tun  des  foyers  F  et  G* 

Pour  que  le  corps  parvienne  au  foyer  F  ^  il  faut  qu^on  ait  a  la  fois 
p's^Oj  q^=^ùj  c'est-à-dire  ^z=zn7t  et  Ç'  =  W>7r,  n  et  n!  étant  des 
entiers.  Alors  onaut'aréqùalion de  condition  2knP'c:^=^^'K — ^F(x,6). 
Si  dans  cette  ëqualîoh  on  régarde   KF'c,  F'x  comme  seules  don- 
nées, les  entiers  n  et  n'  étant  à  volonté,  ainsi  que  F(x^  €),   qui 
doit  seulement  être  plus  petit  que  F(z^  sr)  ou  2F'x^  on  voit  qu'il 
y  aura   une   infinité  de  manières  dé . satisfaire  à  cette  équation^ 
c^est-a-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  suppositions  à  faire  sur  Tétait 
initial  du   mouvement  dont  dépend  la  valeur  de  la   constante  €-^ 
pour  que  le  corps  ^  après  un  certain  nombre  de  demi-révolutions  ^^ 
parvienne  au  centre  F. 

Cependant  lorsque  ArF'c  et  F^x  seront  commensurables  entr  eux^ 
si  l'on  appelle  H  leur  commune  mesure,  les  diverses  valeurs  de 
F(x,  i)  ne  pourront  étr€|  i]iie;de6  multiples  de  âH,  aiosi  leur 
nombre  sera  limité. 

Pour  que  le  corpa  parvienne  au  foyer  G,  il  faut  qu'on  ail  k 
la  fois  '^zssnw  el  ^x=i(an'.+  i)vr^  ce  qui  donnera  Téquaiion  de 
condition  2knF'^  ts  2(W-^i)F*x*^F(»)  i),  équation  à  laquelle  on 

pourru  Misfaire  d*une  infinité  de  manières^  si  -j^  est  irration- 
nelle; et  d'un  certain  nombre  de  manières  seulement,  si  cettd 
quantité  est  rationnelle. 

187.  Les  cas  dont  nous  venons  de  parler  donnent  lieu  à  excep- 
tion dans  les  formules  des  articles  184  et  i85;  car  si  le  foyer  G 
est  Tun  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  Taxe,  ce  point 
appartiendra  également  à  la  série  des. points  B^  B%  B^^  etc.^  et  à 
celle  des  points  V,  1%  1%  etc.  De  méme^  si  le  foyer  F  est  Tun  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  l*axè  y  ce  point  appartiendra  éga- 
lement à  la  série  des  points  A%  A%  A^^  etc.^  et  à  celle  des  points 
V,  1%  1%  etc.^  Ainsi  ^  dans  l'énuméralion   des  points  d'intersection 


45a  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL, 

qui  servent  à  compter  les  révoluUcMis  du  corps  dans  son.  orbite  / 
il  y  aurait  une  unité  à  retrancher^  tant  de  la  somme  L-{-I  trou-^ 
vée  art.  i84>  que  de  la  sommé  21 +  €  de  l'art.   i85. 

Mais  une  remarque  plus  essentielle  à  faire ,  c'est  qu'aussitôt  que 
le  corps  est  parvenu  à  l'un  des  foyers  F  et  G  ^  les  formules  gêné-' 
ralçs  cessent  d^étre  applicables  à  la  question ,  puisque ,  passé  ces 
points  9  les  valeurs  de  p  eiq  devraient  être  supposées  imaginaires. 

On  doit  être  peu  surpris  de  cette  difficulté  analytique ,  si  l'oa. 
Considère  que  la  vitesse  du  corps  devient  infinie  lorsqu'il  par* 
vient  à  l'un  des  centres  des  forces;  on  peut  supposer  que  la  loi 
de  continuité  est  violée  par  cette  circonstance;  du  reste ^  nous  no 
nous  occuperons  pas  ici  de  la  solution  de  cette  difficulté ,  et  nous 
ferons  généralement  abstraction^  dans  tout  ce  qui  suit,  descas  où 
l'orbite  peut  passer  par  l'un  des  foyers.  Nous  donnerons  cependant 
ci-après  l'exemple  d'un  cas  de  ce  genre ^  dans  lequel  le  mouvemenl 
se  déterthine  d'une  manière  qui  semble  d'abord  peu  admissible^ 
mais  que  le  calcul  justifie  suffisamment. 

188.  II.  faut  maintenant  chercher  dans  te  cas  III  Texpression  gé^ 
nérale  du.  temps  que  le  corps  met  à  parvenir  à  un  point  quelconque 
de  son  orbite.  Ce  temps  est  toujours  composé  de  deux  parties^  Tune 
if  fonction  de  4>  l'autre  £''  fonction  de  ^;  or,  comme  la  valeur 
de  q  est  la  même  que  dans  le  cas  I ,  les  formelles  pour  déter-^ 
miner  la  partie  t",  ou  plutôt  f^t"'y  seront  les  mêmes  que  dan^ 
les  art.  i4a  et  suiv.;  il  faudra  seulement  observer  que  dans  le  ré- 
sultat on  devra  retrancher  la  constante  ^XOH*^'''(Oi  P^rce  qu'à 
l'origine  du  mouvement  ou  a  Ç=  £.  Il  ne  reste  donc  à  trouver  que 
la  valeur  de  la  première  partie  t'. 

Si  dans  l'équation  —7—  =  ■  ^^,  r  -^ ,  on  substitue  les  va- 
leurs    qui    conviennent    au    cas    III  •    savoir .    p*  z=:  — ^  ™,  ^, , 
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Or>  par  les  réductions  comnies,  on  a 

Soit  Z'  la  valeur  de  Z  lorsque  4=1^9   on  aura 

Gfj  si  Ton  fait  n=: — i-+-**8in*A,  on  aura  sin*A=i — m}  et  ed 
substituant  la  valeur  de  n'(/i,  <?)^  déduite  de  la  formule  de  l'art.  loi^ 
l"p.,  puis  faisant^  pour  abréger^  K=7'îr+ (F'c  —  E'c)F(i,  A) 
-^F*c,E(A,  A),   on  aura 

aA*sin*A(i  — A»sin»A)Z'  =  E'c--A*sîn*AF'c  +  422ii=±fJîli.K. 
Soit  T' la  valeur  de  t' lorsque  4/=|7r^  on  aura  T'=:=DZ'^  ou 

-^  —  ai»  sln- A  (i  —  *•  «n« A)  V,^  ^  ^  ^  S*'*  ^*  ^^siflAcosAV/(i— 6-sixi»A)/ 

En  général^  soit  4=1^+4^  ^^  on  aura  la  partie  du  temps  corres- 
pondante 

«'(4)=aiT'+«'(4'); 

celte  partie  devra  être  jointe  à  celle  qui  dépend  de  la  variable  Çf 
«ivoir,  ^'(0+^"(0-'"W-<"'(«). 

Du  cas  particulier  où  Von  a  ni  ^=l  nié 

189.  Alors  on  a  c*=x*=î^y  et  la  valeur  de  A:  devient  indéter*- 
minée.  Pour  obvier  à  cet  inconvcoient^  je  fais  /ii'  =  m(i — a^T); 

J^  étant  supposé  infiniment  petit,  j'ai  c*=7(i  H-^T),  cosfl==^?^_jg^7;r 
s=î  I  —  2x\  Donc  *-=s^^^î=4  =î=  ^  .  ^^ï^^\  ou,  en  substituant  la 

1  —  a*»  Xïi        A  -f-  B    ' 

valeur  de  «, 

A  étant  ainsi  déterminé,  l'équation  de  la  courbe  sera 

AF(4)  =  F(O-F(0, 
le  module  commun  a  ces  fonctions  étant  c  ==:  ^^. 
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190.  Si  l'on  veut  que  la  courbe  décrite  aoit  une  coarbe  algébrique, 

il  fiiadra  faire  A:^3  -.  -  étant  une  fraction  rationnelle  a  volonté;  alors 

m  devra  ètr6  déterminée  par  l'équation 

4m^       4AB  4e^ 

(i  +m^y  ~  (A+B)»  •  i*4.4e** 

Connaissant  les  nombres  i,  e,  et  le  rapport  ^^  on  trouvera  toujoni^ 

par  cette  équation  une  valeur  convenable  de  m*,  car  le  second 
membre  étant  toujours  plus  petit  qtiie  l'unité ,  si  on  le  désigne  par 
sin'A,  on  aura  /79  =  tangjAj  et  comme  on  peut  prendre  h<Zi'^i 
on  aura  vta  *<  i . 

D'après  les  formules  de  Tari.  ïi5,le  cas  de  /7^=/7i  suppose  une 
vitesse  initiale  Y  telle  que 

de  plus^  on  doit  avoir  entre  /n*  et  fc  Téquation 

(A+Bm<*)8inV      m»  (A  +  B) 

(1  +  m*)»  — .a#w«  6Î11V  i+m^     • 

d'où  l'on  déduit 

COS-U  —  A^B)H>+m>^(B^Am>)  . 

^  •"  fl/n^'m*  (A + B)  +  (  1  +7nO  (A+Bm**)  > 

et  comme  on  doit  supposer  dans  ce  cas  A  >  B/n»,  et  B  >  A/11%  ij 
s'ensuit  que  cos^  n'est  jamais  zéro,  et  qu'ainsi  sin  ft  ne  peut  sur- 
passer un  maximum  facile  k  déterminer  par  la  variation  de  m^.  La 

valeur  de  m%  ^i  convient  au  maximum  û^  sinu  est  m*^=£^~?"^\ 

B— Am* 

ce  qui  donne  cos>  = J^=^ -.,  etMn>=,j-Ml=:2îl_. 

Ayant  donc  pris  m»  et  ft  dans  les  limites  convenables  »  r(iqaalio& 
de  la  courbe  sera  iF4=r=«(FC— Fs);  et  si  l'on  fait  FÇ—  F€  =  FÇ', 
elle  deviendra  ïF4=eFÇ'.  On  aura  en  même  temps  les  valeurs  sui- 
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^  "^  V^-»  *a°g-ïÇ=»  y'^-  aini  cosÇ'A(0  +  8mÇ'cônÂ(Ô  * 

£tant  donné  le  rapport  g-^  on  peut  varier  à  l'infîm  les  ngml^res  en«- 

tiers  i  el  e^  ainsi  qne  les  données  m''  ei  fi;  d'où  il  suit  qu'il  y  ^  une 
infinité  de  courbes  algébriques  qui  satisfont  k  la  question  dans  l'hypo" 
thèse  de  m' ssâ  m^  laquelle  est  d'ailleurs  comprise  dans  rbypoth&6« 
C+Cs=o^  dont  nous  avons  parlé  n"*  loa^ 

jgi.  Le  cas  le  plus  simple  s'obtient  en  faisant  1=1^  ez=si,  ce 
qui  donnera  l'équation  de  la  courbe  «^ssÇ';  mais  il  vaudra  autant 
conserver  cette  équation  sous  la  forme  F's|/=FÇ— *F€9  parce  que 
de  là  il  est  facile  de  déduire  algébriquement,  suivant  les  câs^  4  P^^ 
Je  moyen  de  Ç^  et  réciproquement. 

Pour  avoir  le  premier  point  B*  d'intersection  de  la  courbe  avec  Fîg*  ^^' 

l'axe ,  il  faut  faire  Ç=7r,  ce  qui  donnera  4  =î^*-^«f  ^*  />*5ss  t^g""  7i 
—  25!.. 

—  FB»* 
Le  point  d'intersection  suivant  I'  se  trouvera  en  faisant  4=^9  ^o 

qui  doxme  Çsss'Tr+s,  tangl^ss-^cot^s^et^Ts— -j^^;  ce  point  I* 

I         FI' 

se  trouvera  donc  en  fiiisant  ^^ss  j^;p^=:^-.  Il  se  confondrait  avec  le 

point  A  ^  si  la  valeur  initiale  de  /jt  était  telle,  qu'on  eût  mrsss-;  cas 

où  Ton  a  €;:s~cr. 
Le  troisième  point  d'intersection  A'  se  trouvera  en  faisant  ^=sa^^ 

ce  qm  donne  4=^^ — ^>  »m4='^iin<f  et  p*gg i'-l'^âln^;^^gAî* 

ainsi  le  point  A'  sera  situé  à  la  même  distance  du  centre  F,  que  le 
point  B  l'est  du  centre  G. 

Pour  avoir  la  quatrième  intersection,  on  fera  4='3^9  ce  qui 
donnera  ^  =  aT  +  6;  ainsi  cette  quatrième  intersection  retombera 
sur  le  point  A,  et  la  période  sera  entièrement  achevée.  Cette  pé** 
rîode  est  composée  par  conséquent  de  deux  révolutions. 


t 

I 
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Dans  le  cas  de  cs^tt^  les  points  A  et  T  coïncideraient,  elles  pointa 

A'  et  B' "seraient  des  apsides  supérieures, 

- 
Des  cas  oh  la  courbe  devient  algébrique. 

iga.  Revenons  aux  formules  générales  !du  cas  III;  çt  comme  la 
valeur  de  A:  =  \/\Tj^%)  ^^  permet  pas  de  supposer  xs=sc,  excepté 
dans  le  cas*  déjà  examiné  ou  cas  \/j^  faisons ,  pour  première  lijrpo-» 
thèse,  xssc*,  nous  aarons  F (<?, -^z)  =  — t— F (c%  •^''),  Soit  donc 
k .  i±£!,  ou  '-^*  y/(^iïâ)  =  i»  il  ea  résulter» 

Etant  donnés  les  nombres  i  et  e  qui  servent  k  déterminer  les  mo« 

dules  c  et  x;  çonpaissant  de  plus  le  rapport  g-^  les  quantités  m  et  m' 

ne  sont  plus  arbitraires  ;  car  les  formules  générales  qui  servent  çt 
déterminer  a  et  a'  donnent  Téquation  suivante  pour  déterminer  mm!  : 

mm'        4AB  &V(i— a«y 

(i  +  mm'y        (A  +  By  *  4AV(i  —a»»)»  +  (oc*  —  i)*  * 

ensuite  on  aura  wi= j  ^/(mm'),  et  'w' =-  v/(/w?i') ,  a*  =  j—^^- 

Connaissant /7i  et  m'aies  équations  du  n""  ii5  donneront  cette  re* 
lation  entre  /n*  et  /u^ 

sin  u  = s ^ — -A ^     *     '^  - - 

^         m*»(ifi  —  to'+  amm'XA  +  B)  +  (i  +  mmO(A  +  Bm*-)  * 

qui  permet  de  prendre  m""  à  volonté  y  pourvu  que  la  valeur  de  sinfc 
qui  en  résulte  soit  plus  petite  que  l'unité;  enfin  la  vitesse  initiale  V 
isera  donnée  par  l'équation 

^vec  toute_s  ces  conditions  y  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera 
/F4*  =  e(F^— -Fc);  on  aura  en  mèn^e  temps  les  équations ,..  • 
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sia (24  —  4«)  =  c'sin 4%  p=  ^"^l'^^ê--!^*  '^^V^ **°SK.  On 
obtiendra  ainsi  ane  infinité  de  courbes  algébriques  qui  satisferont 
aux  formules  du  cas  III. 

195.  Si  Ton  fait  Ç'  =  aL^  +  €  et  4==I^>  ^^  4*=*^I^>  ^® 
corps  reviendra  au  point  de  départ  A ,  pourvu  que  les  entiers  L 
et  I  satisfassent  à  Féquation  li^zeh^  qui  donne  hz=:i,  Içze; 
or^  depuis  la  valeur  C  =  <  jusqu'à  la  valeur  ^=aL^+^>  il  ^^yi*^ 
y  avoir  iL  intersections ,  soit  à  droite  de  G,  soit  à  gauche  de  F; 
la  valeur  '^.^hr  indique  pareillement  I  intersections  entre  F  et  G; 
donc  le  nombre  total  des  intersections,  ou  celui  des  46mi-révo-' 
lutions^  sera  aL  +  I-  Si  ce  pombreest  pair,  la  période  sera  ter- 
minée après  L+xl  révolutions;  mais  si  I  est  impair,  il  £siudra 
encore  un  pareil  nombre  de  demi -révolutions  pour  terminer  la 
période.  Ainsi,  en  général,  Forbite  rentrera  sur  elle-même  après 
un  nombre  de  révolutions  L-f-^I  ou  aL+Iy  selon  que  aL  +  I 
sera  pair  ou  impair.  11  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  excepter 
les  cas  où  la  courbe  passerait  par  l'un  des  centres  F  et  G;  car  la 
continuation  du  mouvement  au-delà  de  ce  centre  n'est  point  donnée 
par  nos  formules.  J'observerai ,  au  reste ,  que  si  dans  la  fractioa 

-,  toujours  supposée  réduite  aux  moindres  termes,  le  dénomina-- 

teur  e  est  pair ,  la  courbe  ne  passera  par  aucun  des  centres  F  et  G  ; 
alors  la  période  sera  de  i+{e  révolutions;  si  au  contraire  le  dé-^ 
nominateur  e  est  impair,  la  courbe  passera  toujours  par  l'un  des 
centres  F  et  G;  savoir,  par  le  centre  F,  si  /  est  pair,  et  par  le 
centre  G ,  si  /  est  impair. 

194*  La  supposition  x  =  c*  fait  connaître  une  infinité  de  courbes 

algébriques  qui  satisfont  au  cas  III  ;  on   en  trouverait  de  même 

une  infinité  par  chacune  des  suppositions   x=i?^%  x  =  c''''%  etc.; 

mais  il  nous   parait  superflu  d'entrer   dans   de    nouveaux  détails 

à  ce  sujet. 

Déifeloppement  du  cas  IV* 

195.  Les  observations  générales  que  nous  avons  faites  sur  les 
formules  du  cas  III  s'appliquent  avec  très-peu    de  modifications 
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aux  formules  du  cas  IV;  noas  nous  dispenserons  doac  de  donnêf 

une  explication  détainée  de  ceRes^ci  ;  nous  remarquerons  seule-  \ 

ment  que  le  temps  se  déterminera  par  les  formules  déjà  données^ 

savoir  y  la  partie  t^  qui  dépend  de  4>  P^^  ^^^  formules  deTart.  i88^ 

et  la  partie  if'  qui  dépend  de  Ç^,  par  les  fornmles  de  Fart  i64« 

196.  A  fégard  des  courbes  algébriques  qui  peuvent  satis&ire 
âu  cas  IV,  îî  est  facile  d^en  trouver  tant  de  séries  qu*on  voudra. 
L'hypothèse  la  plus  simple  pour  obtenir  de  telles  courbes ,  consiste 

à  iaire  <?  =  x   et  /:=  \/(^~Jlj^^^i  il  en  résultera 

Ainsi  pourm  qu'on  prenne  e>i^  on  aura  une  valeur  convenable 
du  module  c^  et  Téquation  de  la  courbe  sera  iF4s=^(E^— f  e); 

OB  «lira CD  mette  tenais  ;»=  ->.^— -j-^,  yB=--ta«gÇ. 

Ayant  pris  à  volonté  la  fraotion  -  <  i ,  el  le  rapport -g-,  on  con-* 

tiattm  d*aibôrd  le  mt»dtfle  Cy  p»r  k  female  préeëdeme;;  ensdfle  mrf 
devra  être  ëélerminë  par  TéqmaKion 

(1  +  mmy  "^  (A  +  B)»  •      1  +"?^  ' 

Connaissant  mni,  on  aura  ^  ==  r  |/(iw/n'),  et  m'  s=  -  \/(fim/)^  En- 
fin y  les  deux  équations  de  Tart.  1 93  donneront^,  Fiine  la  relation 
entre  m""  et  sin/«,  Vautre  la  valeur  de  la  vitesse  iaitiale  V^  pour 
que  la  courbe  dont  il  s'agit  soit  décrite. 

i)n  Itotivera  «d'aiHetrrs ,  comme  dans  le  n*  ï  gS ,  ^qtie  la  conrbe 
feutrera  «ur  eflennème  après  un  ntmibre  àe  révolu^<ms  <+ie,  si 
è  est  pair.  Lorsqcre  -e  «st  impair^  la  covrbe  passe  par  f  un  des  fojrers 
F  et  6  9  ^  ia  période  <^esse  d'avoir  liev  ^  "on  ne  p^it  ^Ire  detenni^ 
née  que  par  d'autres  considérations. 

Du  cas  particulier  ou  Von  a  B=:A/7l/7t^ 

197.  Dans  ce  cas  on  a  «'sso^  «as  i ^  A;=  ^(2<f«^i)^  et l*^qna«-   . 


\ 
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lÎQQ  à»^  la  courbe  deyieiU  A:F(c,  4')  =?  F(i ,  Ç)  -^F(i ,  <),  ou 

^>'(c,4)=>og(fÉS!)-H(^:> 

Cette  courbe  n'est  poÎDt  algébrique^  nais  elle  est  d'une  fcMrme  qui 
mérite  d'être  remarquée. 

On  voit  que  Tare  Ç  a  pour  limite  i^jr,  et  qu'îl  n^atteint  celte  li- 
mite que  lorsque  ^  est  devenu  infini;  d'ailleurs ,  comme Ç  augmente 
en  même  temps  que  ^{/^  et  que  lorsque  ^[.=0  on  a  ^=^^9  il  faut» 
à  plus  forte  raison^  qu'on  ait  €<Cî^;  c'est  ce  qu'on  voit  immé- 
diatement par  réquation  tang£=)/(ot/7i'')î  on  peut  même  prouver 

que  «  est  <7^;  car  on  a%  dana  ce  cas.    #r;:^1^^^^^.  et  pv  U$ 
équations  de  Fart.  192,  on  trouve 


ctm'' 


TTi/n 


^  ~  1  —mni  (^  +'W)*cot>  =  lang*^. 


igSt  Puisque  dans  la  courbe  dont  il  s'agît,  la  valeur  de  ^  est  tou- 
jours comprise  entre  6  et  ^'tTi  cette  courbe  ne  peut  rencontrer  son  axe 
qu'entre  les  points  F  et  G j  ou  même  qu'entre  les  points  A,  G.  Ces 
points  d'intersection  sont  les  apsides  inférieures  successives  T,  1% 
Pj  etc.;  ils  répondront  aux  valeurs  4=^>  ^^9  ^>  ^^c- 

Quant  aux  apsides  supérieures  S',  S%  S',  etc. ,  toutes  placées  sqr 
le  périmètre  de  l'ellipse  ^*  =  m  ^^  elles  devront  répondre  aux  va- 
leurs   ^^<=3Sï7r^  \7Fy  f  TT,  etC. 

Supposons  qu'aux  valeurs  successives  4 = •'^^^1  h'^i  '^'^>  »^>  ®*^' 

répondent  les  valeurs C=^'i  ^\  ^'"j  ^*%  ^%  ^^^•^ 

le  premier  terme  X'  de  ^cette  dernière  suite  sera  déterminé  par 

l'équation  3itF^c=lbg(i^4^')  —  log  (f^jg;).  SoU  ^m^cz^^  «t 
on  aura 


i«-auiA         1-— siai 


e\ 


n  aura  de  même         . — yss — - — :—  tf*",  et  çn  gênerai  ^  pour  un 
indice  quelconque  i^ 
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De  là  on  voit  que  la  SDÎte  €,  X',  X",  X'",  X*%  élc.  est  contintiellemettt 
croissante  depuis  le  terme  e  ou  X%  jusqu'au  dernier  terme  iT.  U 
en  résulte  que  les  points  1%  P,  P,  etc.  s'approchent  continuelle- 
ment du  centre  G ^  avec  lequel  ils  finissent  par  se  confondre  ^  et 
que  les  points  S'^  S%  S%  S^,  etc.  s'approchent  de  même  continuel- 
lement du  point  L  y  avec  lequel  ils  finissent  par  coïncider.  Mais 
ces  coïncidences  n'ont  lieu  qu'après  un  nombre  de  termes  infini» . 

Fig.  26.  199.  Cela  posë^  on  yoit  que  la  courbe  est  composée  d'une. in- 
finité de  parties  ASl',  l'S^P,  PS^P,  etc. ,  situées  alternativement 
des  deux  côtés  de  l'axe  FG^  lesquelles  avancent  graduellement  par 
leurs  bases  AP^  PI%  PI%  etc. ,  jusqu'au  point  G^  et  par  leurs  somn 
mets  jusqu'au  point  L,  qui  est  le  dernier  terme  de  la  suite  supé* 
rîeure  S'^  S',  S%  etc.,  comme  celui  de  la  suite  inférieure  S% 
S*,  S%  etc. 

Cette  courbe  ainsi  composée  d'une  infinité  de  spires  juxta-posées 
qui  diminuent  continuellement  de  largeur,  et  dont  les  sommets 
convergent  vers  le  point  L,  ne  ressemble  en  rien  aux  autres  courbes 
que  nous  avons  décrites  jusqu'à  présent  ;  et  c'est  un  résultat  de 
calcul  assez  frappant,  qu'une  telle  courbe  puisse  être  décrite  par 
l'action  de  deux  forces  qui,  considérées  séparément,  ne  pourraient 
faire  décrire  qu'une  ellipse.  Si  l'on  demandait,  dans  ce  cas,  quel 
est  le  temps  moyen  d'une  révolution ,  il  faudra  entendre  par  demi-* 
révolution  le  passage  d'un  point  d'intersection  tel  que  V  au  point 
d'intersection  suivant  P,  pendant  lequel  4  varie  depuis  Ztt  jusqu'à 4^- 
En  général,  si  Ton  calcule,  par  les  formules  données  ci-dessus,  le 
temps  écoulé  depuis  4=0  jusqu'à  4=1^»  ^^  temps  sera  celui 
des  I  premières  demi-révolutions;  et  en  le  divisant  par  I  on  aura 
le  temps  moyen  d'une  demi-révolution,  lequel  approchera  d'autant 
plus  d'une  valeur  constante,. que  I  sera  plus  grand;  d'où  il  suit  qu'à 
mesure  que  4  augmente,  les  temps  des  demi-révolutions  tendent 
de  plus  en  plus  vers  l'égalité. 

On  pourrait  aussi  considérer  le  mouvement  du  corps  comme  une 
espèce  de  mouvement  d'oscillation,  dans  lequel  le  corps^ passe  sac« 
cessivement  d'une  apside  supérieure  telle  que  S*  à  Tapside  suivante  S% 
puis  de  S^  à  S^,  et  ainsi  de  suite.  Ces  sortes  d'oscillations  vont  eo 
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âîmmnant  d'étendue ,  à  mesure  que  le  corps  s'approche  do  centre  G^ 
mais  elles  finissent  par  s'effectuer  toutes  dans  le  même  temps. 

Véueloppement  du  cas  V. 

âoo.  Les  cas  I  et  II ,  et  tous  ceux  qui  en  dépendent^  ont  un  ca-» 
t*actère  commun  et  distinctif  qui  consiste  en  ce  que  les  intersections 
de  la  courbe  avec  l'axe  ne  peuvent  avoir  lieu  que  dans  les  parties 

DE,  KL  situées  entre  les  deux  ellipses  terminatrices.  Les  cas  III 
et  IV  se  distinguent  des  premiers ,  en  ce  que  les  intersections  de  la 
Courbe  avec  son  axe  ont  lieu,  non-seulement  dans  les  deux  parties 

DF,  GL  comprises  entre  les  ellipses />*= m,;?*  =  0,  mais  encore 
dans  la  partie  de  l'axe  FG  comprise  entre  les  deux  centres.  Les  cas, 
V  et  yiy  qui  nous  restent  à  examiner,  se  distinguent  des  autres  en 
ce  que  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  n'ont  lieu  que  dans 
les  deux  parties  FG ,  GL  qui  sont  adjacentes  au  centre  G.  Il  y  a 
donc  dans  ces  deux  derniers  cas  une  partie  de  l'axe  DE,  mé/ne  une 

FI** 

partie  FI*  de  la  droite  FG,  déterminée  par  la  valeur  ^ssot,  où  il  ne 

« 

peut  y  avoir  aucune  intersection  de  la  courbe.  Cela  s'explique  par 
la  prépondérance  de  la  force  qui  agit  au  centre  G,  soit  à  raison  de 
l'intensité,  soit  à  raison  d'une  moindre  distance. 

Cette  propriété  des  deux  cas  V  et  VI  qui  les  distingue  de  tous  les 

autres ,  est  fondée  sur  les  valeurs  q  :=  4-4  et  ^=:  -^,  qui  ne  peuvent 

jamais  se  réduire  à  zéro.  Ainsi ,  il  n'y  a  aucune  intersection  entre 
les  points  E  et  F;  et  la  moindre  valeur  de  q^  étant  et,  si  l'on  prend 

FI* 

sur  la  droite  de  FG  le  point  P  tel  que  ^-=:ot,  il  ne  pourra  y  avoir  non 

plus  aucune  intersection  entre  F  et  1%  puisque  cette  intersection 
supposerait  une  valeur  de  q^  plus  petite  que  «t. 

201.  Nous  avons  déjà  suffisamment  expliqué  la  manière  de  trouver 
les  diverses  intersections  de  la  courbe  avec  son  axe.  On  sait  que  les 
points  B',  B%  B%  etc.,  situés  sur  la  partie  GL  de  l'axe,  se  trouvent 
en  faisant  ^=sod,  ce  qui  donne  successivement  ^="7^,  2^,  S^,  etc. 
(On  ne  fait  pas  (=:  o,  parce  que  la  première  valeur  de  ^  étant  c,  la 
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valevr  Çsso  se  rappocterait  à  une  époque  entérienre  à  Foetgitie  doi 
mouveincnl.)  Soû^  ei^  général,  y*  la  yaleur  de  ^^  ^^  répond  à  U 
valeur  ^  =  /27r^  le  point  correspondant  B"se  déterminera  par  l'équa- 
tion fl^-î!5!2l=:  ?|!.  A  regard  des  points  dinfersection  l\  1% P,  etc. , 

situés  entre  les  centres  F  et  G,  ils  font  partie  de  la  suite  des  apsides 
tant  supérieures  qaln£erieures  S'^I^S^  1%  S'^  F,  elc.^  à  laquelle 
répondent  les  valeurs  •4/=79r,  -ïT,  f^r,  3^,  I^tt,  S'TT,  etc.  Appelant 
donc  V,  X'',  X'%  etc.,  les  valeurs  correspondantes  de  Ç^  et  calculant 
ces  valeors  comme  dans  Tart.  iSS,  on  connaîtra  a  la  fois  les  points 
r,  1%  P,  etc.,  qui  sont  censés  les  apsides  inférieures  de  la  courbe^ 
et  ses  apsides  supérieures  S',  S^  Sr^j  etc. 

ao2.  Pour  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même  après  un  certaia 
nombre  de  révolutions,  il  faut  qu*oa  ait  à  la  fois  %p=:alir, 

(^ac=âL^-f-^i  I  et  L  étant  des  entiers ,  ce  qui  donnera  -|:7^s=?y. 
Ainsi,  toutes  les  fois  que  -|;^  sera  une  quantité  rationnelle,  son  ex- 
pression la  plus   simple  y  fera  connaître  les  valeurs  %[/  =  2l^, 

Ç  =» 2LfT  +  €,  qui  ont  lien  après  rackèvemtnt  de  la  prenuère  pé-» 
riode  ;  et  cette  période  devra  se  renonvder  à  l'infini 

Par  la  valeur  '^:ssQhr,  on  voit  que  le  nombre  des  points  dinter- 
section  I  est  2I;  et  par  la  valeur  ^:=z2h7r+  c,  ou  voit  que  le  nombre 
des  points  d*iptersectîon  B  est  2L;  et  comme  chaque  intersection 
répond  à  une  demi-révolution,  il  s'ensuit  que  la  courbe  rentrera  sur 
elle-^même  après  un  nombre  de  révolutions  égal  à  I  +  L. 

:io3.  Si  le  rapport  -^  est  irrationnel,  l'orbite  sera  composée  d'une 

infinité  de  révolutions  inégales  enfr'elles  ;  et  il  n'est  ancnn  point  de 

l'axe,  dans  toute  la  partie  IGL  prise  à  compter  du  point  I  où  l'on  a 

FI 

-t?  s»  âc-5  qui  ne  puisse  être  regardé  comme  an  point  d'intersection 


GI 

de  la  courbe  avec  Taxe. 

Au  contraire^  si  la  quantité  -^  est  rationnelle,  il  n'y  aura  qu'un 


SIXIÈME  ]?ARTIE.  SECTION  U.  46» 

certain  nonlore  dt'îvterseclîcnM ,  dont  on  a  tu  que  le  aombre  est 
sI-f-^L.  Mais  la  question  est  de  savoir  si  le  centre  G  peut  être  un 
de  ces  poini^  d'intersection. 

Pour  qu'il  en  soit  un  ^  il  faut  qu'on  ait  à  la  fois  4  =  ^^9  i^=  ^^ 

i  et  /  étant  des  entiers.  Or^  si  d'après  l'hypothèse  -=7-^= y,  on  fait 

F'x=Ix,  *F'c=Lx,  l'équation  de  la  courbe  kf(c,  4)  =  F(a6,0  — 
V(x,  i)  donnera  dans  ce  cas 

r<jt,£)  =  35c(B— Lz), 

Et  comme  en  vertu  de  rindëternrinatien  des  nombres  /et  /^-on  peut 
faire  à  volonté  1/— 'i^/si  ^  2^  3^  etc.^  il  -s'ensuit  que  ie  cas  dont  il 
s'sf^  -anra  «ffectitremeni  lien^  si  la  fenctioa  T(êL,  c)  eai  ég^.à  ax»  ^^ 
k  un  mal^ple  de  a)c>  flMÎBdM  cependant  que  sXXs  puisque  f  dont 
louji^iirs  ^re  «oindre  -fuc  ir.  Cîes  cas  sereoi  une  eoûoepiioa  .m  la  lot 
générale  de  Tart.  202;  car  lorsque  le  corps  parvient  à  l'un  des  aoentres 
des  forces,  la  continuation  de  son  mouvement  ne  peut  se  déter- 
miner par  les  mêmes  formules  9  4pi%i  altérant  infiniment  peu  les  élé- 
'  mens  ou  l'un  des  élémens  de  Torbite ,  de  manière  qu'elle  ne  passe  pas 
tout-à-fait  parle  centre,  mais  qu'elle  en  approche  jus^'à  une  dis- 
tance aussi  petite  qu!on  voudra. 

2o4*  Si  l'ofi  ireut  avoir  l'expression  générale  du  temps  dans  lexas 
y,  la  première  partie  t'  qui  dépend  de  4  ^^  déterminera  comme 
dans  l'art.  188.  Quant  à  la  seconde  parlie  t",  on  la  trouvera  par  la 

formule  —7—  =7 — 7-^:;  .  —^^  dans  laquelle  il  £aut  substituer  les  va- 

leurs  ^=^.  ^=y(M.L^)- 1/(1-5 A.'t)'  <=«<Fi  donnera,  en 
faisant,  pour  abréger,  D"=  ^(^ .  j^^)  =£ /(^  •  tJ-f)' 

Soit  N  s=  (ir  -f- 1  )  (y  +  3^0  >  ^^  ^^^^  9  P^^  ^^^  réductions  «connues^ 
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«t  si  on  appelle  T"  la  valeur  de  f  lorsque  Ç=î^,  on  aura 

T''=|:[(x+!L^F*x~E«x+(.-^)n-(.,  x)]. 

D'ailleurs,  en  faisant  a=tang*<r,  ou  ysscot^iT,  et  C*=i— x% 
on  a 

4^^[n-(i^,x)— sin^crF»x]=i9r+(F'x— E'x)F(C,J^)— F'x^^^^ 
donc^  en  appelant  KMe  second  membre  de  cette  équation,  il  viendra 

D'après  ces  deux  formules,  il  sera  aisé  de  trouver  le  temps  employé 
par  le  corps  à  parvenir  à  un  poiut  quelconque  de  son  orbite,  déter*» 
miné  par  les  valeurs  4  =  I^+'4^'j  Ç==  L'TT -j- Ç' j  entre  lesquelles  on 
a  l'équation 

FU  K  ^      TT)^^^^  Fû ^ 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  V. 

2o5.  Soil  d'abord  c=x,  et  *==  i/^'~^^  j=-,  on  aura 


c*=x*= 


Ainsi,  pourvu  qu'on  prenne  e>  t,  on  aura  une  valeur  convenable  du 

A 

B 


module  c.  Soit  donné  en  outre  le  rapport  »-,  on  aura,  pour  délermi- 


jier  rmrl^  l'équation 

mm'  6»(i4.c*)*         AB 


(i  +  jjimO*  i+A«     '(A  +  B)** 

ensuite   m  et    ml  seront   connus  par    les  valeurs   m^s^Xs/mni ^ 

c  ^ 

Ces  valeurs  ayant  lien,  ainsi  que  les  deux  équations  de  Fart  192, 

entre 
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entre  lc«  données  m*,,  yt*  et  V,  reUUv^s  à  Tétat  initial^  la  courbe 
décrite  aura  pour  équation  {'F(4)='^(F^— 'F^),  c  étapt  le  module, 
commun  ;  on  aura  en  même  temps        /        • 

et  ce  système  comprendra  une  infinité  de  courbes  algébriques.' 

*  ■  •      •  •  .  , 

3o6.  Soit,  par  exemple,  ^  =  2,  i=i,  on  aura  c*=^,  **=î> 
et  la  valeur  de  mm'  devra  être  tirée  de  l'équation  7 — : rn  =3    ' 

35  '  (xXby'  ®"^^^^®  ^^  *"^*  m=|/(^mm'),  m^zsznm.  Supposons  de 
plus,  que  la  position  initiale  du  point  A  est  telle,  qu'on  a  F'€=:|F'r, 
ce  qui  donne  ski  €  =  77; — r-rr^  cosg=:~   '/  ,  ,^  ;  voici  comment  on 

trouvera  la  figure  de  la  courbe  d'après  son  équation  ~F4=F^ — IF'c. 

Pour. avoir  le  premier  point  d'intersection  B',  soit  Ç=7r,  on  aura  Fig.  ay^ 
nP  =  j'H',  et  p*=:m;  donc  ce  point  coïncide  avec  l'extrémité  L  du 
diamètre  de  l'ellipse  p^zzzm^  et  il  est  en  même  temps  une  apside 
supérieure  de  la  courbe. 

Soit  ensuite  ^r=s^y  afin  d'avoir  le  point  d'intersection  T,  on  aura 
FÇ=-f  F*c,  ou  Ç=j7r— 6;  ainsi  le  poii^t  T  coïncide  avec  le  point  A, 
ce  qui,  d'ailleurs,  résulte  de  ce  que  la  tangente  en  L  est  perpendi- 
culaire à  l'axe,  et  qu'ainsi  les  deux  parties  de  la  trajectoire  situées 
des  deux  côtés  de  Taxe  doivent  être  égales  et  semblables. 

Pour  avoir  la  seconde  apside  supérieure  S',  soit  4  s  I  ^9  on  aura 
F^=5F'o,  et  par  conséquent  Ç=|^;  ainsi  le  point  S^  sera  dé^ 
terminé  par  les  valeurs,/7*=m,  y*=ot. 

Du  point  S%  le  corps  reviendra  vers  l'axe ,  et  le  coupera  au  point  où 
4  =  27r;  alors  on  aura  F^=^F'o=:F7r+F€,  et  par  conséquent 
Ç=7r4-€.  Donc  ce  point  d'intersection  n'est  autre  que  le  point  A. 

1207.  On  pourrait  penser  d'abord  que  le  corps  qui  a  suivi  la  route 
Am"S*  pour  aller  a  l'apside  supérieure  S%  revient  par  une  autre 
route  au  pôi.nt  A,  et  qu'il  décrit  une  foliole  dont  la  pointe  aboutit  au 
point  A;  mais  cette  supposition  ne  s'accorderait  pas  avec  le  principe 
générai  (n^  i35),  que  jamais  plus  de  deux  branches  de  courbe  ne  se 

59 
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rencontrent  en  nn  même  point  A*  U  faut  donc  que  la  seconde  l>ntnclie 
de  la  foliole^  â  elle  existe^  ail  au  point  A  la  même  tangente  qne  Tune 
ou  l'autre  des  branches  Km  y  Am'. 

Mais  en  examinant  la  chose  avec  plus  d'attention ,  on  reconnaît 
bientôt  que  cette  foliole  n'est  qu'un  même  arc  de  courbe  S*m"A, 
comme  si  sa  largeur  était  infiniment  petite  dans  tonte  son  étendue. 

Pour  s'assurer  de  Texistence  de  cette  singularité  y  soit  m"  un  point 
de  Torbi te  avant  le  point  S*  où  Ton  a  4 = i^ —  ^9  Ç=  l^-^^j  ^  *»'" 
un  point  de  l'orbite  passé  le  point  S%  où  Ton  a  4  =  1^+^9 
^=s  l 'TT  H*^  6^^  on  aura  les  deux  équations 

d'où  résulte  6^=0.  Donc  les  deux  points  m",  m'"  répondent  aux 
mêmes  valeurs  de  p  el  q,  et  ainsi  ils  ne  font  qu'un  seul  et  même 
point. 

De  là  on  voit  que  le  corps,  après  être  parvenu  à  Tapside  supé- 
rieure S%  doit  revenir  sur  ses  pas  en  décrivant  précisément  le  même 
arc  de  courbe  de  S*  en  A,  qu'il  avait  décrit  en  allant  de  A  à  S\ 

aeS.  Ce  résultat  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  la  vitesse  au 
point  S*  ne  soit  nulle.  En  effet,  la  irltesse  en  on  point  quelconque 
étant  nommée  r,  on  aura,  d'après  l'équation  (i). 

Faisant  ;7^=r  m,  9^=«,  et  substituant  pour  ^nV*  la  valeur  trouvée 
art.  Il 5,  dans  laquelle  on  fera  m'=:,2my  on  aura  au  point  S* 

Pour  que  (^  se  réduise  à  zéro,  il  faut  donc  qu'on  ait 

A  ___  3m*+m.— .* 

B  """  1  —ma— AIR**** 

Mais  pais<]ae  x*s=:|=s^,oaaci's^ci  et  «t+«'oa|«(ssg^^^j 

A 

B 


de  ces  deux  équations  combinées  résulte  une  nouvelle  valeur  de  6 , 
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cette  dernière  se  réduit  à  (-^-^^^j^  ==  It>(A4-b )' >  ?^  s'accorde 
par  conséquent  avec  Téquation  qui  sert  k  déterminer  mmf=:2m*. 
Il  est  démontré  ainsi^  d'une  manière  générale  ^  que  la  tltesse  au 
point  S*  est  nulle. 

Cette  vérification  deviendrait  plus  Ëicile  dans  les  cas  particuliers. 
Soit ^  par  exemple^  ^-  =  1^  on  aura  m=z^y  m'=:si,  as=i^  ce 
qui  donne  immédiatement  i^=o. 

20Q.  On  voit  dan&  cet  exemple  que  le  eorps  parti  de  A  décrit  Fig.  aj. 
d'abord  la  feuille  Amhm'A;  que,  revenu  au  point  A,  avec  une 
vitesse  égde  a  la  vitesse  initiale ,  mais  dirigée  de  manière  que  Tangle 
YAwl'  est  le  supplément  de  FAm,  il  se  meut  dans  la  branche 
Am"S^,  jusqu'au  point  S%  dans  lequel  cette  branche  rencontre  Tel-- 
lipse  terminatrice  p^t^m.he  corps  ayant  perdu  toute  sa  vitesse  au 
point  S%il  revient  sur  seapas  et  décrit  la  même  courbe  S^m!'Am%mA, 
qui  le  ramène  de  nouveau  au  point  A;  et  enfin  il  décrit  au«-dessou8 
de  Taxe  la  branche  AS^^  entièrement  semblable  à  AS*;  il  £iit  ainsides 
oscillations  dont  le  milieu  est  au  point  L,  et  qui  se  terminent  al« 
ternalivemeni  aux  points  S'  et  S^. 

Au  reste^  une  cojurbe  algébrique  ne  pouvant  pas  être  terminée 
brusquement  en  S*  et  S^,  les  branches  AS%  AS^  ont  sans  doute 
une  continuation  qui  ne  peut  plus  être  représentée  par  les  valeurs 

P  =  Ï7(^r?is^  »  ^"^  ^t^  ^^^  ^^^^  ^^^^  ^^**^  ^  construire 
par  d'autres  moyens. 

210.  Pour  avoir  la  durée  d'une  oscillation^  il  suffira  de  doubler 
le  temps  que  le  corps  met  à  parcourir  la  partie  S'Am'L^  ou  la 
partie  S^AmL.  Nous  avons  fixé  l'origine  du  mouvement  au  point  A; 
mais  on  peut  supposer  qu'avant  d'arriver  en  A  le  corps  était  parti 
du  point  S^;  relativement  au  point  A ,  où  Ton  a  4=^^  ^^  ?  =  ^9 
le  point  S^,  qui  appartient  à  une  époque  antérieure ,  est  représenté 
par  le^  valeurs   4  =  "— i'^i  Ç  =  —  l^^j  et  le  point  L  l'est  par  les 
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valeurs  <^z=zl^^  Çsi^tt.  Donc  si  l'on  désigne  par  t'(4)  «1^(0 > 
les  parties  du  temps  qui  dépendent  des  variables  *>|/  et  ^^  ces  par- 
ues étant  prises  de  manière  qu  elles  s'évanouissent  lorsque  les  va-* 
riables  sont  nulles,  et  qu'on  appelle  T  le  temps  d'une  oscillation, 
pn  aura  jT:=2tX^w)'+'5t\i7r),ou,  suivant  les  dénominations 
déjà  usitées ,  T  =  4T' -h  loT''. 

Dans  le  cas  pris  pour  exemple,  où  l'on  a  -g  =  f  ,/7is=^,  mfssj, 

<e=i,  on  trouvera,  toutes  réductions  faites. 


w 


aa 


(aiF'c—SE'c  +  ^Y 


formule  où  R'  =  |7r  +  (F'c— E'c)F(J,  :i9r)— F'tfE(A,i^). 

au.  Les  courbes  algébriques  dont  nous  venons  de  donner  un 
exemple,  résultent  de  la  supposition  x=:.c;  il  serait  facile  d'obte- 
nir d'autres  séries  infinies  de  courbes  algébriques^  en  supposant 
x  =  £^%  x=c'''',  etc.  Mais  nous  n'entrerons  pas  dans  ces  détails , 
et  nous  préférons  de  traiter  encore  av^c  toute  l'étendue  nécessaire,  un 
cas  fort  remarquable  compris. dans  les  formules  précédentes. 


mm 


Soit  encore.  e=a,    z=i,   on    «ura   c»  =  j,  4*=f,  >    ,       ..^ 

ces  quantités,  seront  toutes  connues^  lorsqu'on  donnera  le  rap- 
port    g. 

Supposons,  de  plus,  que  la  tangente  en  A  est  perpendiculaire  II  Taxe- 
on  aura  f&=r^^^  et  l'équation  entré  ft  et  m*  de  l'art.  19a,  combinée 
avec  l'équalion  précédente  entre  a  et  /w,  donnera  a* — ^am'*'+'5m'*'t=^0'y 
d'où  résultent  deux  valeurs  de '/7i%  savoir,  nf=:a  et  m*=^A.  Enfin  la 

vitesse  initiale  se  déterminera  par  1  équation  .   .  „  =:  ^î- — -— ^ . — ; -, 

Au  moyen  de  ces  données ,  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera 
F4  =  3FÇ,    et    on   aura  en    même    temps   P^p^f^qn;^» 

Soit j  par  exemple,  -j-ss^,  on  trouvera  m»/«'s=|,  mssz^y/S., 


_j 
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»i'e=  ~\/5f  eisszc;  ei'ssjC}  et  si  l'on  prend  m'^sc,  on  aura... 

!2ia.  Voyons  maintenant^  d'après  ces  équations,  quelle  est  la  figure  Fîg.  nS 
de  la  courbe.  A  partir  du  point  A,  le  corps  monte  vers  Tapside  su- 
périeure S',  où  Ton  a  4=i';r,  FÇ^=f  F*c,  sin^=:      ^^^    ,Ce  point 

est  donc  déterminé  par  les  valeurs  /?•=  w,  ^'•=«(1  +  b). 

Pour  avoir  le  premier  point  d^intersection  B',  il  faut  faire  ^=^9f,* 
ce  qui  donne  '\'=z^;  donc  on  a  à  la  fois  p=:o^  ^=00,  et  par 
conséquent  le  point  d'intersection  B'  se  confond  avec  le  centre  6.  Il 
n'est  pas  nécessaire  d'aller  plus  loin,  puisque  la  continuation  du 
mouvement  au-delà  de  G  ne  parait  pas  pouvoir  être  donnée  par  nos 
formules,  ou  du  moins  est  l'objet  d'une  difficulté  particulière. 

31 5.  Si  Ton  veut  connaître  Tangle  que  la  courbe  Êiit  au  point  G 
avec  l'axe,  il  feut  considérer  un  point  infiniment  proche  de  G.  Soit,  dans 
ce  point,  Ç^t"^  —  J^,  €14=^^ — *>î  «Tel»!  étant  infiniment  petits, 

on.auraFÇ=F*c— r,  F>[/i=2F*c — u.  Substituant  ces  valeurs  dans 

réquation  de  la  courbe  F4=2FÇ,  on  aura  ))=:-7-.Donc,au  point  m^ 

infiniment  proche  de  G,  on  a  p::^c\/2m.i/iy  y  =  -^,  et  par  consé- 
quent ^^=:a£?y^(amtf).  Soit  6  l'angle  de  la  tangente  en  G  avec  Taxe^ 
6  sera  la  valeur  de  ea  au  point  G,  et  on  aura  tang^8=:;7^=  ac^Çama). 

Ainsi,  dans  l'exemple  de  l'art.  21 1,  tang-^6=:v^|=£,et  tang9=:  v^:249 
ou  9=78*27'.78  à  peu  près. 

31 4*  11  y  a  un  cas  où  l'on  aurait  8=90%  c'est  lorsque  /7ias=^=|- 
Or,  on  a  5*==^~^"4î  aîusi,  en  disant  a/w  =  |,  on  aura  l'équation 
1  =r  '^'(A+B)     j,^^  résulte  3m»  =    /,  ^  ;  substituant  cette  valeur 

dans  réquaUon  ^^^^^.y  =  li  .  (aTS?'  ^°  ^^^^  Â^  ^-  "^^^  ®^ 
donc  le  rapport  qu'il  doit  y  avoir  entre  les  forces  A  et  B,  pour  que 

l'angle  fl  soit  de  90*;  dans  ce  cas  on  aurait  #?i=^-,  *=7^s3=m% 
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*  Par  la  valeur  de  nf  égale  au  rapport  ^,  on  connaît  la  position  du 

point  A,  et  la  vitesse  initiale  V  dirigée  perpendiculairement  à  FG,, 
telles  y  que  le  corps,  après  une  seule  demi-révolution,  tombera  per- 
pendicuTairemen  t  sur  Taxe  au  poijit  G.  Dans  ce  cas  >  il  n'y  a  pas  de  raison 
pour  que  le  corps  ne  continue  son  mouvement  au-dessous  de  l'axe , 
en  décrivatti  une  courbe  égale  et  semblaUe  à  celle  qu'il  a  décrite  au* 
dessus  de  Taxe.  Il  reviendra  donc ^ après  une  autre  demi-révolution^^ 
au  point  de  départ  A;  et  la  période  composée  ainsi  d'une  seule  révolu- 
tion devra  se  répéter  àrinfiuL  Ce  mouvement  est  extrêmement  simple^ 
e«  égard  à  la  complication  des  causes  qui  le  produisent;  mais  on  ne, 
peut  douter  qu  il  n  ait  lieu,  réellement^  ce  résultat  étant  fondé  sur 
des  calculs  qui  ne  sont  sujets  à  aucune  difficulté.  D'iailleurs^  iJ  est 
de  principe  y  que  si  la  vitesse  avec  laquelle  le  corps  arrive  au  point  G 
lui  était  restituée  tout  à  coup  en  sens  contraire,  ce  corps  reviendrait 
sur  ses  pas  en  décrivant  la  même  courbe,  et  retrouverait  aux  mêmes 
points  les  mêmes  degrés  de  vitesse  en  sens  cootraire.  Or,  une  pa^ 
veiUe  circonstance  a  lieu  relativement  à  la  partie  de  l'orbite  qoi  sertie 
décrite  passé  Le  point  G,  et  qui  devra  êtce  égale  à  l'autre  partie. 

m 5.  Il  n^exL  sera  pas  de  même  dans  tout  autre  cas  ^  et  nolanmient 

dans  l'exemple  où  nous  avons  supposé  j:^^.  On  ne  voit  plus 

alors  comment  le  mouvement  doit  se  continuer  au-dessous  de  l'axe; 
Car  en  supposant  quil  se  continue  ainsi,  les  quantités  /?  et  ^  n^ 
seraient  plus  réelles,  et  les  formules  cesseraient  d'être  exactes. 
L'analyse  donne  cependant  une  solution  de  cette  difficulté. 

Suivant  l'analyse,  le  corps,  parvenu  au  point  G,  n^ira  point  au- 
delk,  mats  reviendra,  sur  ses  pas  ea  décrivant  ht  mêsne  courbe  qu'il 
a  déjà  décrite.  Le  corps  arrivera  donc  au  point  A  avec  une  vitesse 
égale  à  la  vitesse  initiale,  et  dirigée  en  sens  contraire.  Ea  vertu  de 
cette  vitesse  il  continuera  son  mouvement,  en  décrivant  une  courbe 
entièrement  semblable  de  l'autre  côté  de  l'axe  ;  il  reviendra  donc 
€ocore  an  point  G..  Da  point  G,  il  retournera  sur  ses  pas;  et  il  d^ 
crira  ainsi,,  par  un  mouvement  d'oscillation,  une  courbe  dont  le 
point  A  sera  le  milieu,  et  dont  les  extrélmités  coïncideront  avec  le 
centre  G* 
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216.  Pour  faire  voir  que  cette  solalion  est  en  effist  donnée  par 
Faaalyse,  je  reprends  réqaaiioa  F4  =  aF^;  et  finsant  successive- 
ment ^p=^— «,  4  =  ''^"H"f  î®  ^*  qo®  ï^  valeurs  correspon- 
dantes de  C  seront  Çs=î7r— i*,  f=Bi7r-|-ï^;  de  sorte  qu'on  aura  à 
la  fois 

F  (-ar  — 14)  =  aFCi'Tr  —  ï^). 

En  effet >  si  Ton  ajoute  ces  deux  équations,  on  aura  Téqualion  iden* 
tique  oFttzsz  ^Stt;  donc  la  seconde  équation  est  une  suite  nécessaire 
de  la  première.  Soii  M  le  lieu  du  coips  correspondant  aux  valeurs 

^  —  r^r^u,  ?:=iv— p,  on  aura,  dans  ce  point,  p^-^^^^l" 

q  =  v^flt .  ^    ~ !^.  Ces  valeurs  ont  lieu  avant  que  le  corps 

parvienne  au  centre  G.  Si  ensuite  on  change  les  signes  de  »  et  de  t^, 
afin  d'avoir  la  position  du  corps  qui  répond  aux  valeurs  4 =^  +  <«^ 
^=  ^^+  Vj  on  voit  que  les  variables  p  eiq  changent  de  signe  Tune 
et  l'autre,  mais  conservent  les  mêmes  valeurs  ;  d'où  il  suit  que  les 

angles  £v  et  9,  déterminés  par  les  valeurs  tang^û»=;>^,  tangx  9^=- , 

restent  les  mêmes  ;  donc  le  corps  doit  se  retrouver  encore  au  point  M. 
Ainsi,  le  corps,  après  être  parvenu  au  point  G,  revient  sur  ses  pas 
en  suivant  la  même  route,  comme  si  sa  vitesse  avait  été  changée 
tout  à  coup  en  une  vitesse  égale  et  directement  opposée. 

Nous  ne  dissimulons  pas  que  cette  explication  est  peu  satisfaisante 
en  elle-même,  et  qu'elle  ne  peut  guère  être  admise  que  comme  un 
résultat  de  pur  calcul  ;  cependant  on  verra  bientôt  qu'elle  peut  être 
justifiée,  en  altérant  infiniment  peu  la  vitesse  initiale. 

nij.  Pour  avoir  une  idée  de  la  figure  complète  de  la  courbe,  dan^ 
l'exemple  que  nous  avons  choisi  art.  di  i ,  nous  observerons  d'abord 
que  l'expression  des  coordonnées  en  fonctions  depeiq  étant 

GP~;cg    ^'-p*?')      PM=r= 2ffl!L 

sî  00  éliraine  ces  deux  variables  d'après  le  rapport  qui  doit  exister 
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entr'elles  y  le  résultat  sera  iadépendaat  de  la  supposition  que  ^  et  ^ 
sont  réels,  et  il  servira  àdéterminer  la  courbe  dans  toute  son  étendue. 
Or ,  réqualion  F'>|/  =  aFÇ  peut  être  remplacée  par  l'équation  al- 
gébrique tangî  -xj/  =  ^°8  ?V^(^  —  c*sin*^);  et  puisqu'on  a  en  même 

temps  ;»=  ^/(.lc'«^)  *  9 -  »/''•— l^TÇ-^'  "  <»»  «*»«»»°«  4 
et  Ç  de  ces  équations ^  la  relation  entre  p  et  7  sera  donnée  par 
réquation 

Ayant  ainsi  exprimé  p^  par  le  moyen  de  9%  la  courbe  sera  facile 
à  construire  dans  son  entier,  en  employant  toutes  les  valeurs,  tant 
positives  que  négatives ,  de  p*  et  y*. 

Fig.  28.  218.  Les  valeurs  de  7%  depuis  q^znc  jusqu'à  y^zrsoo,  donnent 
la  portion  de  courbe  AS'GS^A ,  dans  laquelle  le  corps  fait  ses  os- 
cillations, et  qui  se  termine  en  G  par  deux  branches  faisant  entr'elles 
un  angle  double  de  78*  27'. 78. 

Les  valeurs  de  7*,  depuis  9*=o  jusqu'à  q^=2C?y  donneront  nais- 
sance à  une  autre  portion  de  courbe  DNKF,  terminée  en  F,  dont 
les  principaux  points  se  déterminent  comme  il  suit. 
Soit  7*  =  ^^^5,  z  étant  <i,  on  aura 

- 6ca(i— a)(3  — g) 

"  (3  — az  +  z*)»     • 

3 

Au  point  D,  où  l'on  a  FD  =  — ;£— 5  =    -JugJs»^^  courbe  s'élève 

perpendiculairement  à  l'axe,  et  tourne  sa  concavité  du  côté  de  F; 
elle  passe  parle  point  N,  où  l'on  a  ^•=37*,  a:  =  fl,  ^=o.354«; 
puis  par  le  point  K ,  où  l'ordonnée  est  tangente  à  la  courbe,  et  où 
Ton  a  FH  =  o,5a9a,  HK=  0.657a  ;  vient  enfin  au  point  F  ,  où 
elle  fait  avec  l'axe  un  angle  dont  la  tangente  =v^f|.  Pareille  branche 
doit  être   tracée  de  l'autre  côté  de  Taxe. 

Ces  deux  feuilles ,  qui  offrent  en  F  et  en  G  des  angles ,  l'un  de 
près  de  90*",  l'autre  d'environ  167%  sont  les  seules  qu'on  puisse 
obtenir  en  supposant  p^  et  q^  positifs.  La  nature  des  courbes  algé- 
briques e:^ige  que  q&  feuilles  aient  une  continuation ,  mais  cette 

continuation 
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contiQualioa  ne   pourra    répondre  qu'à  des  valeurs  négatives    de 
;?•  et  de  q^. 

ai  g.  D'abord  si  Ton  change  à  la  fois  le  signe  à,^  t^p^  et  7%  ce 
qui  donne  toujours  q^zpzcH^  et 

_6cz(i  +  a)(3+z) 
r  (S  +  aa  +  a*)*      ' 

on  aura 

— *        fl(i — pV) iiapq  

Si  ensuite  on  fait  varier  z  depuis  2  =  0  jusqu'à  z=:-^  =  3^3,  on 

aura  la  continuation  des  deux  branches  qui  se  croisent  en  F  sous 
un  angle  presque  droit. 

Soit  2  =  -p— ,  <r  étant  infiniment  petit,  et  /?*=M(i+N/),  on 
trouvera 

ou  à  peu  près  Mso.SGoS^  N  =  0.7157.  Or^  il  est  aisé  de  con- 
clure de  ces  valeurs,  que  la  courbe  a  deux  asymptotes  qui  se  ren- 
contrenten  un  pointXderaxe^otironaGX=jâ(i — N)=a(o.i43i5)» 
et  qui  font  de  part  et  d'autre  avec  l'axe ,  un  angle  X  déterminé  par 
la  valeur  tangjX=v^M,  qui  donne  X=  75**  58'. 

De  même  si  Fon  fait  varier  z  depuis  2==-5  jusqu'à  zs=oo^   on 

aura  la  continuation  des  branches  qui  sb  coupent  en  G^  lesquelles 
s'étendront  à  l'infini^  et  auront  dans  un  sens  opposé  les  mêmes 
asymptotes  que  les  branches  qui  se  coupent  en  F. 

:iao.  Maintenant^  pour  connaître  plus  facilement  la  vraie  courbe 
que  doit  décrire  le  corps  ^  d'après  les  données  prises  pour  exemple 
dans  l'art.  211^  nous  conserverons  les  mêmes  forces  A  et  B^  dont 
le  rapport  est  de  7  à  iS,  le  même  point  A  où  commence  le  mou- 

FA 

vemeut  et  où  Ton  a  m'*z=:y/^=z-—;  nous  supposerons  également 

que  la  vitesse  en  A  est  perpendiculaire  à  l'axe,  mais  nous  altérerons 
infiniment  peu  cette  vitesse;  et  comme  dans  le  cas  de  f^z^l^r^ 

•  60 
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on  a  i^  =  (i±i:î2 .  -^-, ,  et  dans  Vezetaple  de  l'art,  ai  i , 

A+B  m*  1  +771771    ^  A  ' 


771771'  2771*  3 


7T^'  =r+^'  =  -  '  "°'''  supposerons 


771771 


1  +771771 

de   manière  que  le  quarré  de  la  vitesse  sera  augmente  dans  le  rap« 
port  de  I  à  i+-<r,  cT  étant  considéré  comme  infiniment  petit. 

Cela  posé,  les  valeurs  des  élémens  m  y  m!  y  Cy  Xy  ky  m  y  a!  devien- 
dront infiniment  peu  différentes  de  celles  qui  ont  lieu  dans  l'exemple 
cité  ;  et  voici  comment  on  trouvera  ces  nouvelles  valeurs. 

L'équation  précédente  donne  d*abord  mni  s:s  g-^m*  Ensuite  si, 

dans  l'expression  de  m  —  m'y  art.  ii5^  on  substitue  la  valeur.  ••• 

i^V  =  ^'  "^r  -  (A  +  B)  .-^  (i  +<r),  et  qu  on  fasse  en  même  temps 

les  substitutions  m*  =:  \/^ ,  ^  =  -^  ,  on  aura 


,  (1— 2J')av/3 

m  —m:s=:  ^  ^  ^ 


De  là  résulte 


8—5/^ 


m  +  m'  37(9+7+^)       • 

Subslilaant  les  yalears  de  mm'  et  de  ml —m  dans  les  formules  gé- 
nérales du  cas  y  qui  serreat  à  déterminer  «  et  «',  on  ea  déduira 

«=/f=m%et«'=i=.g|/i; 
donc 

et  enfin 

,^ 1— 2c^ 3—2/' 


Au  moyen  de  ces  valeurs^  Téquation  de  la  courbe  décrite  sêm 
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*F(c,  4)  =  F(x,  f),  el  on  aura  en  même  temps  p  =  (//^^^j^rjiy 

'         •^  coaC 

231.  Ponr  faire  une  application  numérique  de  ces  formules^  soit 
d^âbord  ^=:a.ooi  ^  ensorte  que  le  quarré  de  la  vitesse  initiale  soit 
plus  grand  d^un  millième  que  celui  qui  fait  passer  la  courbe  par  le  • 
centre  G^  on  aura  les  valeurs  approchées  des  constantes  comme 
il  suit  : 

loge  =  9. 761662  c  =  sin55*  i/, II  logF'e  =  o. 239081 
logx  =  9.76o377  x=sinS5.  9.57  k^F*x  =  0.258754 
logi  — 9.698813  log  ni  =9.937495 

log  m  =9.637134 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  Taxe; 
il  faut  faire  qz=io^^  ou  Ç=5'7r,  et  déterminer  >(/  par  Téquation 
A:F*(c,  4)  =  ?'x*  Or,  comme  h  —  \  est  très-petit,  ainsi  que  c— x, 
on  voit  que  4  difTSre  très-peu  de  ^;  c'est  pourquoi,  faisant  4=^ — W 

on  auraF4'=^'c  —  j^F"x=so.ooi56.  Cette  quantité  étant«très^ 

petite,  on  aura,  avec  une  exactitude  suffisante,  ^^ -==1  o .oo\^ y 

et  p*=  c^m\  4'*  =  0.000000534  =  pgr.  On  voit^  par  consé^ 

quent,  que  I^  point  d'intersection  B"^  est  à  une  distance  de  G  qu  oa 
peut  regarder  comme  très-petite  de  l'ordre  c^^ 

232.  Pour  avoir  le  second  point  d'ihtersectîon  T,  il  faudra  faire 
^  =  0,  ou  4^='7r,  et  OR  aura,  pour  déterminer  ^,  l'équation 
3iF'i?=KF(x,Ç');  et  comme  ixkY^c  est  très-peu  différent  de  F'x^  on 
pourra  faire  Ç=^T'2f +  ?'>  T  étant  une  quantité  très-petite,  ce  qui 

donneraF(x,0=F'x+|,ffétantv/(i— 3f).DoncÇ'=^(2*F'c— F'x) 

i=  CA  (o.ooi36)=o.ooo556j  de  là— =^=o» 000000800=^ 

Le  point  r>  situé  de  l'autre  opté  de  G,  est  donc  encore  extrême- 
ment près  du  centre  G. 

On  remarquera  que  dans  la  demi-révolution  que  fait  le  corps  en 
passant  du  point  B*  au  point  T,  l'espace  parcouru  est  très-petit  de 
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l'ordre  /*•  Ce  passage  a  pour  effet  ^  de  changer,  dans  un  temps 
excessivement  petit,  la  direction  de  la  vitesse,  et  de  la  rendre  presque 
diamétralement  opposée. 

aa3.  On  peut  aisément  prévoir  qu*à  partir  de  1%  le  rorps  se  trou- 
vera, après  une  demi-révolulion ,  très-près  du  point  de  départ  A;^ 
En  effet,  pour  trouver  le  troisième  point  d'intersection  1%  soit 
^[/  =  37r;  il  faudra  déterminer  Ç  par  l'équation  F(x,Ç)  =  4^-F'c.  U. 
en  résulte  à  très-peu  près  Cessât  +  aÇ',  Ç'  étant  la  même  quantité 
qu'on  a  déjà  trouvée  dans  le  cas  de  ^:=z^.  Cette  valeur  donne 
^*— «*a=aC*.4Ç'*;  ainsi  le  point  P  sera  à  une  distance  du  point  A 
très-petite  de  Tordre  «T^  ;  il  sera  d'ailleurs  situé  entre  A  et  G. 

On  voit  que  le  corps,  après  trois  demi-révolutions,  revient  très- 
j>rès  du  point  de  départ  A.  Alors  sa  vitesse  est  très-peu  différente 
de  la  vitesse  initiale  en  grandeur;  mais  sa  direction  est  à  très-peu 
près  diamétralement  opposée. 

224.  Après  le  point  1%  ou  l'on  a  -^/z^aTT,  le  corps,  passant  de 
Tautre  côté  de  l'axe,  parvient  au  quatrième  point  d'intersection  B^ 
où  l'on  a  Ç=|^,  et  ^|/=:57^  —  4'^  4"  ^tant  une  quantité  très-petite 
de  l'ordre  J^  ;  de  sorte  que  la  distance  GB%  proportionnelle  ir  4'^% 
est  encore  une  quantité  très-petite  de  l'ordre  /*. 

Du  point  B*  le  corps  passe,  par  un  circuit  très-petit,  à  Tinter- 
section  suivante  P,  où  Ton  a  4  =  5^  ^^  Ç*  très-peu  différent  àe^Tr. 
De  là  le  corps  passe  à  un  sixième  point  d'intersection  V  très-voisin 
de  A,  et  les  choses  continuent  de  la  mên^  manière  pendant  un 
assez  grand  nombre  de  révolutions.  Cependant  l'orbite  finit  par 
s'éloigner  sensiblement,  tant  du  point  de  départ  A,  que  du  centre  G; 
mais  elle  y  revient  après  des  périodes  presqu'égales,  et  les  mêmes 
phénomènes  se  renouvellent. 

325.  Au  reste,  il  est  facile,  par  nos  formules,  de  déterminer  Ja^ 
situation  du  corps  après  un  nombre  quelconque  de  révoJutions*^ 
Veut-on,  par  exemple,,  déterminer  la  5ot^^  des  intersections  B*', 

B%  etc.?  il  faudra  faire  Ç=  1001.-,  et  chercher  la  valeur  corres- 
pondante  de  4*  On  trouvera ,  d'une  manière  approchée,  4^^=  ^001^ 
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■GB 

--  7S*a4';  ®^  ^®  là,;7*=±:o.3826==r^,  ou  GB=a(o.62o),  On  coii'*' 

nait  donc  le  point  Ç^  où  se  trpuve  le  corps  après  5oi  intersection» 
à  droite^  et  1000  intersections  à  gauche  de  G»  c'est-a-dire  après 
i.Soi  demi-ré voIuUonSt 

:i26.  Ayant  calculé  Torbîte  dans  le  cas  de  €^=0.001^  il  inaporte 
aussi  de  la  calculer  en  supposant  cr=-*^o.ooi.  Alors  ^  en  faisant 
la  sùbstilulion  dans  les  formûrés  de  Tàrt.  220^  on  aura  les  résultats 
suivans; 

log  c .=  9  •  761  a  16    log  F!c  s=:  b  ^aZSgjS    log  oE^c  =  o •  54ooo5 

logx=: 9.762595    logF*xs=b.!i595o3    log  jF'Jt 5=^0. 540 176 
log*  =^9. 6991 37 

t 

Puisque  aF'c  est  <-^F*x,  il  s'ensuit  que  Idrsque  i^=z{yr^  on  a  ^(/>7r•* 

Donc  la  première  intersection  a  lieu  en  un  point  P  situé  à  gauche 
de  G  ;  c'est  d'ailleurs  ce  qui  s'accorde  avec  la  supposition  faite  suf 
la  vitesse  initiale.  En  Ëtisant  J^z=iO^  la  première  intersection  tombe 
précisément  au  centre  G;  en  faisant  ^=:o.ooi,  ce  qui  augmente 
d'un  millième  le  carré  de  la  vitesse,  nous  avons  vu  que  la  première 
intersection  avait  lieu  en  un  point  B*  à  droite  de  G;  maintenant  que 
nous  faisons  J^s^^-^o.oof^  ce  qui  diminue  d'un  millième  le  carré 
de  la  vitesse,  il  est  tout  simple  que  la^première  intersection  de  I'of'^ 
bile  se  fasse  en  un  point  T  situé  à  gauche  de  G. 

Pour  déterniiner  le  point  P^  il  faut  faire.^nâ'Tr  ^  et  chercher  Ç  par 
l'équation  F(x,  Ç)=2AF'cj  soit  C  =  ï^— C'>  ^^  pourra  supposer 

F(3e,  Ç')==F*x — ^,  ce  qui  donnera  Ç'=^(F'x — 15 AF'c)  ==0.0005579. 
De  là  A  =  ^  =  0.00000081  r  =  -TT'  Ainsi  la  distance  GP  est 

.  q*        «b>  FV 

très-petite  de  Tordre  J^*. 
Pour  avoir  l'intersection  suivante   B*,  il  faudra  faire   Ç  =  içT, 

4^  =  7r  4- %[/',  ce  qui  donnera  •>!,'=:  jF'x  —  2F'c  =  o.ooi368,  en^ 

C  Ri 

suite  ;?*  =  cW4'*  =  o.oooooo54o  =  |;gj-.  Ainsi  la  distance  GB'* 
est  encore  très-petite  de  l'ordre  J^V 
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227.  Ces  résultats  ^  trouvés .  dans  les  bypolhèfics  J^rsQ^ooi, 
<r  =  -^0.001 ,  servent  à  expliquer  ce  qui  se  passe  lorsque  <r=o. 
On  voit  que  cT  étant  ttès-petit  y  positirf  eu  négatif^  mais  non  pas  nul/ 
le  corps  parti  Ae  Ai  &^*approche  k  niHS  distance  extrêmement  petite 
du  centre  G,  et  décrit  au-dessous  de  l'axe  une  sorte  de  demi-el-^ 
lipse  très-petite^  au  n^oyen  de  laquelle  la , vitesse  change  subitement 
dediréctioii^  et  en  prend  une  presque  diamétra.lement  opposée*  Il 
revient  don,c  sur  ses  pas  par  une  route  très-peu  différente -de  cellq 
qù^il  a  suivie,  et  arrive ^  après  une  troisièine  demi-révolution,  en 
un  point  de  Taxe  très-voisin  dn  point  A.  La  vitesse  en  ce  point  étant 
très-^poeu  différente  de  la  vitesse  initiale,  niais  dirigée  dans  un  sens 
a  très-peu  près  opposé,  le  corps  vient  de  nouveau  rencontrer  l'axe 
en  un  point  très-voisin  de  G;  là  il  décrit  encore  autour  de  G  une 
sorte  de  demi-ellipse  très-petite  qui  change  tout  à  coup  sa  direction  et 
le  reporte  de  nouveau  vers  un  point  de  Taxe  fort  voisin  dn  poipt  de 
départ  A.  Les  parties  de  courbe' décrites  autour  du  centre  G,  d*àbord 
excessivement  petites,  s'agrandissent  de  plus  en  plus,  et  au  bout 
d'un  certain  temps,  les  demi-révolutions  successives  deviennent 
de  mdins  en  moins  inégaFeâ'  en  étendue  comme  en  durée.  Dans  ce 
mouvement,  le  corps  ne  peut  revenir  au  point  de  départ,,  à  moins 

que  la  quantité -p:^  najt  une  valeur  rationnçllej  mais  l'orbite   est 

toujours  limitée  par  le  périmètre  de  l'ellifife  p^sssm^  et  ctte  looche 
ce  pértraèlre  dans  une  infinité  de  poinis  ^i  sont  ses  apsides  supé« 
rieures,  et  qu'on  peut  aisément  déterminer. 

Au  reale ,  l'anomalie  qui  a  lieu  au  commencemetit  dn  mouvement, 
ç'est-»-direVextrêmeioégaUtédedeui  demi-revohitions  successives,  se 
renouvelle  à  des  époques  déterminées  ,  dont  les  intervalles  sont  à  peu 

près  égaux  ou  tout-à-fait  égaux,  si  la  quantité  -="r-  est  rationnelle.  Car  si 

l'on  fait  àlafois4=Ï7r-|-4',  Ç'nrLTT+Ç',  l'équation  kF(c,  4)=F(x,  Ç) 
deviendra  A:F(c,  4')  =  F()6,  Ç"),  pourvu  qu'on  ait  klF'c=LF'z; 
or^  on  peut  prendre  les  entiers  I  et  L  assez  grands  pour  que  cette 

équation  ait  lieu ,  ou  exactement ,  ou  aux  quantités  près  de  Tordre  r- , 

lesquelles  peuvent  être  supposées  plus  petites  que  le  rapport  j^, 
M  étant  le  point  d'interseclion  le  plus  voisin  de  G.' 


i 
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9:28»  On  "^oil  maintenant  oooimeDi  le  calcul  expliqua  la  p<^st«  pig.  28. 
bilité  que  le  corps  parcoure  Torbite  anguleuse  AS'G^  dans  l'exeotiple 
de  Fart.  311^  et  dans  les  cas  semblables  où  le  corps^  parli  de  A, 
doit  parvenir  au  centre  G»  II  faut  supposer  que  la  vitesse  inîtî&Ie  est 
infiniment  peu  différente  de  celle  qui  est  nécessaire  pour  que  le 
corps  parvienne  exactement  au  centre  G;  qu'en  vertu  de  cette  diffé- 
rence^ le  corps  ne  parvient  pas  précisément  au  centre  G^  maisqu^il 
en  approche  jusqu'à  une  dislance  infiniment  petite  du  second  ordre; 
que  dans  cette  proximité,  où  le  corps  a  une  vitesse  presqu'in'&nie^ 
il  décrit  au-dessous  de  Taxe  une  sorte  de  demi-ellipse  infiniment 
petite,  au  moyen  de  laquelle  son  mouvement  acquiert  dans  un  ins-- 
tant  une  direction  opposée.  II  revient  donc  sur  ses  pas,  arrive  à  un 
point  de  Paxe  infiniment  près  de  A,  continue  sa  route  au^des&ous  de 
Taxe,  s'approche  de  nouveau  infiniment  près  de  G;  que  là  il  éprouve 
de  même,  par  sa  circulation  dans  une  demi-ellipse  infiniment  pe*- 
tite,  un  changemetit  de  direction,  puis  il  revient  h  un  point  de 
Taxe  infiniment  près  de  A,  et  ainsi  à  Tinfini.  De  là  on  voit  que  le 
mouvement  du  corps  dans  Torbîte  anguleuse  AS'GS'A  est  un  m6uve* 
ment  d'oscillation  par  lequel  il  s^approche  du  centre  G  et  s'en  éloigne 
ensuite,  en  revenant  sur  ses  pas,  comme  s'il  y  avait  en  G  un 
obstacle  inébranlable  qui  ne  permit  pas  au  cdrps  de  passer  outre , 
et  qui  le  fit  rejaillir  en  sens  contraire  avec  la  même  vitesse. 

22g.  Avant  de  terminer  l'examen  du  cas  Y,  nous  remarquerons 
que  les  formules  pour  le  cas  de  ^=:^^  souffrent  une  exception 
lorsque  a^z=:A;  car  alors  on  a  x=i,  el  la  valeur  de  ^  devient 
q=:^à.  Cette  valeur  étant  constante^  la  courbe  décrite  est  une 
hyperbole,  el  Téquation  ordinaire  kVÇc,  4)  ^=^^{^9  C)  ^^^  P^"*  ^ï^^* 
Cependant,  comme  la  valeur  de  p  ne  peut  surpasser  ^m ,  il  est  né- 
cessaire que  la  partie  de  l'hyperbole  décrite  par  le  corps  ne  s'é- 
tende pas  au-delà  de  l'ellipse  p^ssm.  On  doit  donc  présumer  que, 
dans  ce  cas,  la  vitesse  du  corps  devient  nulle  lorsqu'il  est  arrivé 
à  son  apside  supérieure  S'  située  sur  l'ellipse  terminatrice;  alors 
il  reviendra  sur  ses  pas  en  décrivant  toujours  le  même  arc  d'hyper- 
bole, terminé  de  part  et  d'autre  de  l'axe  par  l'ellipse  p^s=sm;  et 
Mn  mouvement  sera  un  mouvement  d'oscillatioi^,  comme  nous 
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en  avons  déjà  trouvé  des  exemfJes*  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vé- 
rifier par  hos  formuler. 

a3o.  Eo  faisant  a'=«,  on  a  les  deux  équations  aa=^"'~'"^/^~ffl- 

*'==F^S»  **'°"  •'«'*'"^»«  ^»  ^«"^'^^"IT^^^I-  Supposant 
A  donné  ainsi  que  A  et  B,  on  tirera  de  ces  équations^  mm^z=zj- — ^^— . 

,  îu(B  — A)       ,  .  (i— «*).av'AB     ,,   ,  ""  * 

^  _  y/A^i^y/B         ._  i/A4-i»t/B 

On  a,  au  commencement  du  mouvement^  ^=0^  ^^sm^'sisA;  aioaî^ 
l'équation  qui  donne  la  vitesse  p  en  un  point  quelconque,  sera 

D'ailleurs  on  a  iaV=(AH-B).-^,.^i±^=('^_B*yi±--); 
donc 

Maintenant,  on  voit  que  t'  sera  nulle  lorsqu'on  aura     ,J^  =  y^  —, 

ou  /?*=  /p  ~    / A  ?  ^^*^^^  valeur  étant  la  même  que  celle  de  m,  il 

Fig.  129.  s'ensuit  quq  la  vitesse  est  nulle  en  effet  au  point  S',  et  qu'ainsi  le 
*  corps  décrit  librement  l'arc  d'hyperbole  S^AS'  par  un  mouvement 
analogue  à  celui  du  pendule. 

!a5i.  Si  Ton  veut  avoir  le  temps  de  l'oscillation,  il  faudra  observer 
que  puisque  7  est  constant,  la  partie  t"  due  à  la  variable  Ç  sera 
nulle,  n  ne  restera  donc  à  trouver  que  la  partie  tf  due  à  la  variable  4; 
et  comme  au  point  A  on  a%)/  =  o,  et  au  point  S',  -^/ssjsr,  il  est 
visible  que  le  temps  d'une  oscillation  sera  at'Ç^'pr),  ou  2T',  T'  étant 
déterjniné  par  la  formule  du  n""  188. 

On  voit  immédiatement  quelles  sont  les  conditions  pour  que  ce 
cas  particulier  ait  Heu,  c'est-à-dire  pour  que  le  coips  décrive,  par 

un 
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nn  mouvement  d'oscillation^  Tare  de  l'hyperbole  q*=cty  terminé 
par  l'ellipse  p^^=zm*  II  faut^  pour  cela,  que  le  point  À,  origine  du 

mouvement^  soit  un  sommet  de  l'hyperbole  où  l'on  a  -j^r  ==  et ,  que 

la  vitesse  en  A  soit  perpendiculaire  à  Taxe,  et  que  cette  vitesse 

satisfasse  à  réquatîon  ^  aV = (~  Bot)  •  J^. 

Développement  du  cas  Vl. 

232.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  ^  a  deux  différentes  formes,  selon 
que  l'angle  fe,  qui  donne  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  ~  tt.  Mais  ces  valeurs  s'accordent ,  en  ce 
qu'elles  ont  également  pour  minimum  y/ et}  de  sorte  qu'en  prenant 

•    IF 

un  point  I  situé  entre  F  et  G,  tel,  qu'on  ait  7^  =  0^, aucune  intersec- 
tion de  la  courbe  avec  l'axe  ne  peut  avoir  lieu  à  gauche  du  point  I. 

Le  cas  YI  ayant  beaucoup  d'analogie  avec  le  cas  Y,  ainsi  que  nous 
l'avons  déjà  remarqué,  nous  ne  croyons  pas  devoir  entrerdans  de 
nouvelles  explications  sur  la  manière  da  déterminer  les  points  d'in*- 
tersection  de  la  courbe  avec. l'axe,  ainsi  que  ses  apsides  tant  supé- 
rieures qu'inférieures;  nous  ferons  voir  seulement  comment  on  trouve 
l'expression  générale  du  temps. 

355.  La  première  partie  t%  qui  est  fonction  de  4»  ^^^  toujours  là 
même  que  dans  le  cas  IV;  quant  à  la  seconde  partie  t"^  qui  est 

fonction  de  K,  on  la  trouvera  par  la  formule  — 7— =7 — 7— .tt.— ^f 
dans  laquelle  il  faut  substituer  les  valeurs  gz=z-^^,  -^-^  r-^'^  a  \ 
X  r77 — ^  '  >r;*  Soit  donc 

n"—       //gg**      1  -4- mm'  \  ,    g    //    ^û        i+mm\'     ^__^         _j 


on  aura 
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J'obsenre  sur  celte  formule,  que  le  paramètre  v  se  rapporte  toujourf 

à  la  forme  y  =— - 1  +  €*  siu^n  :  car-  de  là  résulte  sln*"  n  =  ^  ,  ^  . 
cos*)j=:î— ^.  Or  4    par  les   valeurs  de    *  — a'  et  Mt\   on    a 

(i+flt)(i--(i')=(i— /7i)(iH-m').g— ^^,;  donc«'<i,  donc 

Taugle  )f  est  toujours  réel. 

Or,  par  les  réductions  ordinaires^  on  trouve 

et  en  appelant  Z'  la  valear  de  Z,  lorsque  Çs^^v,  on  aura 

D'un  autre  côté,  si  l'on  £iit  K'=^7r+(F'»— E'x)  F  (ff,  n)  — 
F'xE(Cy  n),  on  aura 

n- (f,  x)= s4^i^^  K' + F'x  j 

donc 

Z'  ^  ^  -C^f  ^^  (E'x~g-F'x)  ~''^^°g"t  ^^-  ^^K^ 
Ces  valeurs  étant  connues,  on  aura^  en  général,  ^'scrr---— 2j  ^  et 
T"s=r^^.Z',  T"  étant  la  valeur  de  «"qui  répond  à  Ç=i7r. 

a34.  La  valeur  de  «'',  qu'on  vient  de  trouver,  suppose /u  >  | ^. 
Si  Ton  z  /Ji<,jyr,  il  faudra  se  servir  des  secondes  formules  du 

cas  VI:  alors,  dans  la  formule      .  -as^    /-v-.-^,  il  faudra  subsli** 

tuer  les  valeurs  9*=       ^^^.^^^  ^.  ^  =:=  pp^zx?)  '  »7ô^=h?0' 

ce  qui  donnera,  en  £dsantD''=:Jy/(~5.^ 

etys=cot*i9^ 

Or^  rintégrale  comprise  dans  cette  expression  étimt  semblable  à 


«     ^ 
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celle  du  n*  i88,  on  aura,  d'après  la  même  formule  y 

^=^-  Tf^'+  =^'F(.^-ÎEC.^+(.-^)n(.^]. 

et  en  Élisant  ^=  ~ tt , 

T"= ;r^[^F')c  -  i  E'x  4- 0  ^  :>' (^  X)]. 

Mais  puisque  f = col*>i,  on  a,  en  disant  K'=v7r+(F'x— E'x)  F  (€,  n) 
—  F'xE(ff,»i),  n'(r,x)=sin«»iF'«  +  25^^K';  donc 

Du  cas  particulier  où  Fon  a  m's=:mm 

2Z5.  Dans  ce  cas  on  a  £*  =  x^  =  j9  mais  alors  la  Yaleur  de  A: 
reste  indéterminée  ;  pour  obvier  à  cet  inconvénient,  soit  m'z=m(i+cfi)^ 

cù  étant  infiniment  petit ,  on  aura  ^'sc^  (*  "*î  ^i),  a^^  af  s=z~^-^--^^ , 
I— .2<^=:^c#.  i>~ax*gs— r-?  =  ^  /n  A  i\i  donc  A^ss- . -T— 7-î,-. 
Et  comme  on  a  en  même  temps  a*a=^_^^,  il  en  résulte 

i._-     '-"»'  — .//^,  AB         (1  +m'y\ . 

d'ailleurs  les  conditions  propres  au  cas  VI  exigent  qn'on  ût  k  la  fois 

'»'<l'"»*>r 

Gela  posé,  l'équation   de  la  courbe   sera  â:F4  =  F^  —  Fé,  le 
module  commun  k  ces  fonctions  étant  cs=z  \/{.  On  aura  en  même 

temps p  =;    ^y^'^^^'r      g—.  y^L   cos €  =  t /^»  Toutes  ces  va- 

leurs  sont  relatives  aux  £3rmules  du  cas  YI,  qui  supposent  dans 
Tétat  initial  du  mouvement  ft  >  ^tt,  ou  acss^^tt;  dans  ce  dernier 
cas  on  aurait,  de  plus,  «  ==  /ti*  et  <  =:  o. 

a56.  Si  Ton  veut  que  la  courbe  décrite  soit  une  courbe  algébrique. 
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il  faudra  faire  ^  =-,  -  étant  une  fraction  rationnelle  plus  petite 


que  l'unité.  Cette  fraction  étant  prise  à  volonté,  ainsi  que  le  rapport 

B 

A 


-j  moindre  aussi  que  lunité,  on  aura,  pour  déterminer  m  ^  l'équation 


m*  AB  f4 


ensuite  on  aura  *  =\/vbZIÏ^)*  Q^^^^  *^^  données  /»•  et  jâ,  re- 
latives à  l'état  initial,  on  voit,  comme  dans  l'art.  119,  qu'il  doit 
e3dsler  enlr^elles  la  relation 

m<»*  (B — Am')  —  (B/ri*  —  A) 
A*  —  a7îi*m«(A+B)  +  (1  +  m*)  QA  +  Bm^y 

Le  numérateur  .de  cette  expression  est  la  même  chose  que. . . .  ^ 
(/7i** — **)  (B— At»*),  ainsi  on  devra  avoir  m*  >  et  ;  ce  qui  s'accorde* 

avec  la  valeur  cos  6  =  t/r—J ,  qui  a  lieu  en  général  sans  suppo« 

ser  m'=/7i.  Il  faut  en  outre  que  la  vitesse  initiale  Y  soit  telle,  qu'on 

ait  i  aV  =  (A+  B).— t— -;,.     7-  ,    - 

Ces  conditions  ayant  lieu,  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera 

xF4=<FÇ— Fe);  on  aura  en  même  temps  p^^^^^!^-^ 


'  "^  cos  Ç* 

Ces  formules  supposent  l'angle  ft  >  î^r  ;  elles  s'appliqueront  de 
même  au  cas  de  ^1=7^,  en  faisant  €=0. 

Si  l'on  a  ^  <  •>  ^,  le  seul  changement  à  faire  dans  les  formules, 

sera  de  prendre  cos  £=  \J\^i^^;) ,  et  y  =  ^ .  ilW^--'. 

237.  Dans  tous  les  cas,  le  corps  reviendra  au  point  de  départ 
lorsqu'on  aura  Ç'=i:t  +  €  et  4=^^;  alors  le  nombre  des  points 
d'intersection  I  situés  entre  F  et  G,  sera  e\  celui  des  points  d'in- 
tersection B  situés  au-delà  de  G,  sera  1;  le  corps  reviendra  donc 
au  point  de  départ  A  après  un  nombre  i^e  ^a  demi-révolutions; 
ainsi  la  période  qui  doit  se  répéter  sans' cesse  comprendra  j  («'  +  e) 
ou  i^e  réyolutions ,  selon  que  1  +  ^  ^st  pair  ou  impair. 
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Ce  résultat  souffrira  néanmoins  une  exception  si  la  courbe  passe 
par  le  centre  G  ^  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  deux  cas  : 

1*.  Si  l'on  a  ju>  ^'Tf,  ou  y=:-î-^,  il  faudra  qu'on  ait  à  la  fois 
sj/rsl^r, Ç'=(2L+i)-,  I  etL  étant  des  entiers;  et  de  là  résulte 

mm 

la  condition  2ltF'c=(aL+  i)eF'c — eF'é,  ou 

n-Le=î(i-|;i). 

Donc  il  faut  que  ^  soit  une  fraction  rationnelle  -? ,  telle   que. .  •  • 

(\  -^^)  •  -  soit  un  entier.  Dans  le  cas  de  ;i  =  ^ tt^  on  a  £=  o^  et 

il  suffira  que  e  soit  un  nombre  pair. 

^•.  Si  1  on  a  ^t  <^  TT  9  et  par  conséquent  y  =  J^-  .  -î-i — r-^ — ^ , 

il  faudra  qu'on  ait  à  la  fois  >|/=I^^  ^=L7r^  ce  qui  donnera  la 
condition 

eL-— 11=:-  .£.!-;• 

ainsi  il  faut  que  ^  soit  une  quantité  rationnelle^  et  que  son  pro- 
duit par  \e  soit  un  nombre  entier* 

238*  Si  l'on  fait  par  exemple J  i=i^  e=:2^  £=:o  ou  fi:=:l7r^ 
réquation  de  la  courbe  sera  F<4/  =  2F^^  et  il  en  résulte  que  le  corps 
parti  de  A  suivant  une  direction  perpendiculaire  à  l'axe  y  tombe  au 
centre  G  après  une  demi-révolution;  ce  cas  est  donc  analogue  à  celui 
que  nous  avons  traité  fort  au  long^  art.  2i5  et  suivans,  et  il  est  sus- 
ceptible d^une  semblable  solution. 

Un  cas  plus  simple  ^  ou  moins  sujet  à  difficulté  ^  s'obtiendra  en 
faisant  1=1  ^  6=5,  €=o;  alors  l'équation  de  la  courbe  sera  F4=  ^F^> 
et  on  trouvera  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même  aprèa  deux  ré- 
volutions, comme  l'indique  le  nombre  {  (i-f-e)=2. 

âSg.  Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d'obtenir  ^  jointes 
à  celles  que  nous  avons  déjà  trouvées  dans  le  développement  du 
cas  III;  art.  189  et  suivans^  sont  les  seules  que  donne  rbypotlièse 


/ 


• 
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G  -H  C^=o  de  l'art.  1 02  ;  ce  soat  aussi  les  seules  qu  Euler  ait  indiquées 
dans  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1760.  Elles  sont  toutes  repré- 
sentées par  Téqualion  iF-^=e(Fl^ — Fe),  dans  laquelle  le  module 
des  fonctions  est  v/ï  ou  sîn  45*.  Mais  on  a  déjà  fait  voir  qu'il  y  a 
une  infinité  d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques  qui  peuvent 
également  satisfaire  à  la  question  ^  c'est  ce  dont  on  va  donner  de 
nouveaux  exemples. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  T^I. 

240.  On  ne  peut  faire  c=Xy  parce  qu'il  en  résulterai t^  ou  c*=:x*=|^ 
ou  AB  =  09  cas  qu'il  est  maintenant  inutile  d'examiner.  Soit  donc 

x  =  c',  et  kQ — -^  ==  i  ;  on  aura 

^ 5e'— .at/(a6<^g»t* 4, 8/') 

et  l'équation  de  la  courbe  sera  iF4''=^(^^ — ^0^  ^  é\jmi  le  module 
commun;  on  aura  en  même  temps  sin  (a>[/  — %|/*)  =  c**  sin  4**» 

P=  v^(^^^c'si^^^)>  y==^>  ^^"^  dernière  valeur  suppose  a* >ï:t. 

^i'on  prends  fraction  rationnelle-  à  volonté  <7^  on  aura  une 

valeur  convenable  de  x=:c^,  ensuite  on  aura  cz=i^^--^.  Connais- 

sant  ces  modules  ainsi  que  le  rapport  -r^  on  déterminera  mni  par 

l'équation 

mm'  AB  *V»«C^ 


(i  +mmy      (A-l-B)*  *  iV— VC^  « 

OÙ  l'on  a  C^nr  1  — -x%  A*=:i  .~c*.  Connaissant  mm\  on  aura,  à  l'or- 
dinaire,/?!=:- \/m/n%  et  m!z=:''\/nml. 

Les  valeurs  de  a  et  a!  sont  connues  par  celles  de  m  et  m', 

t  /»— î^»*\       (m'  — m)(A+B)      ^   a  * 

puisqu on  a  et  —  a'  =  ot (^^ir?";  =      B-Ain/J     '    ^°^°  '    *J^*°* 

supposé  ^>>  >  TT,  on  a  entre  fc  et  m''  une  équation  qui  laisse  une  de 
ces  quantités  à  volonté  ;  et  on  en  déduit  la  valeur  de  la  vitesse  ini- 
tiale, parles  formules  de  l'art.  192.  C'est  avec  toutes  ces  données 
qu^on  aura  l'équation  de  la  courbe  et  les  équations  accessoires, 
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comme  noas  les  avons  rapportées  ci*dessas*  Cette  solutioif  S  encore 
une  assez  grande  généralité ^  puisqu'elle  laisse  arbitraires  la  quan« 

Ai 

lité  /w*  et  les  rapports  g-  <  i>  -  < r,  ce  dernier  devant  être  rationnel. 

2^1.  Pour  savoir  combien  le  corps  doit  faire  de  révolutions  pour 
revenir  au  point  de  départ,  il  faudra  faire  >[/=:I:T,Ç'=L7r-f-6,L  ell 
étant  des  entiers;  alors  on  aura  4''=  ^^'^f  ^^  '^  substitution  de  ces 

valeurs  donnera  y- =  —..  Donc  les  moindres  nombres  à  prendre  pouf 

I  et  L  sont  I=-^e,  Lst^  si  eest  pair;  et  ils  seront  1  =  ^,  L  =  az, 
si  e  est  impair.  Le  nombre  des  demi-révolutions  qui  ramènent  le 
corjps  au  point  de  départ^  est  ie-^i  dans  un  cas,  et  e-f-  ai  dans 
Taotre.  Donc  le  nombre  des  révolutions  qui  composent  une  période 
sera  T^-f-^»  ^^  e-|-^<>  selon  que  e  sera  pair  ou  impair. 

243-  Soit,  par  exemple,  1=19  ^=^4>  ^==o>  on  aura  x=2 — i\/i4f 
c  =  ^^;  et  réquation  de  la  courbe  sera  F4'=4^C>  ^  étant  le  mo- 
dule commun  ;  on  aura  en  même  temps  sin  (2^  —  40  =  ^  ^^^  4% 
pxsz-—;^ ,  .    ..,  9=-!— y.  SoU  4==^^iOnaura4  ==37r,  Z=i\7r; 

donc  j7  =  o.  et  9^=00;  c'est-à-dire  que  le  corps  parti  du  point  A 
tombe  sur  le  centre  G  après  une  demi-révolution ,  ce  qui  est  encore 
un  cas  analogue  à  celui  que  nous  avons  traité  art.  âi5  et  suivans. 

245.  Soit  encore  1  =  1  ,  e=S,  é:=o,  on  aura  a^=s:ÎZJZl?jLLJ^ 

et  l'équation  de  la  courbe  sera  F^^'^^SF^,  x  étant  le  module 
commun.  Soit  Ç=^^,  on  aura  '\'*t=:\'7r^  4  =  ï(l^ — >)>>  éidi^i 
le  plus  petit  arc  dont  le  sinus  est  x.  Ces  valeurs  déterminent  le  point 
d'intersection  B*.  Soit  ^sf^r,  on  aura  4*  =  |  sr,  4=  »(•''*'+>)  y 
cette  seconde  valeur  de  4  détermine  un  point  d'intersection  B'  qui 
ne  diâere  pas  de  B'  ;  il  en  sera  de  même  du  point  B'. 

Pour  avoir  les  points  d'intersection  I,  soit  4 =''^^  ^^  ^^^^  4*=2'''^> 
PÇ  =  |F'c,  ce  qui  détermine  le  premier  point  P.  Soit  4  =  2t,  on 
aura  FÇ=|  F'c ,  ce  qui  détermine  le  second  point  d'intersection  1% 
différent  de  P.  Enfin,  soit4=57r,  on  aura  FÇ=4F'c,  ce  qui  donne 
C=  3^  ;  donc  le  troisième  point  V  se  confond  avec  le  point  A* 


\ 
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On  voit  maintenant ,  par  les  différentes  valeurs  de  Ç  ^  qu'à  partir 
du  point  A^  les  demi*révolutions  successives  se  terminent  aux  points 
B*,  r,  1*,  B*,  A.  Après  ces  cinq  demi-révolutions^  le  corps  revient  au 
point  A,  mais  avec  une  vitesse  diamétralement  opposée  à  celle  du 
point  de  départ;  donc  il  n'a  achevé  que  la  moitié  de  la  période ^ 
et  il  faut  encore  cinq  demi-révolutions  pour  que  le  corps  revienne 
au  point  A  avec  la  même  vitesse  dirigée  dans  le  même  sens.  Ce 
nombre  5 ,  qui  exprime  combien  il  y  a  de  révolutions  dans  une  pé- 
riode^ serait  donné  immédiatement  par  la  formule  e-f-^<« 

Solution  du  problème  général,    lorsque   la    courbe    décrite   est   à 

double  courbure^ 

244*  Ayant  fait  voir  comment,  par  Tapplicsition  de  la  théorie  ies 
fonctions  elliptiques,  on  détermine  avec  tel  degré  d'exactitude  qu^on 
voudra,  toutes  les  circonstances  du  mouvement  d'un  corps  attiré 
vers  deux  centres  fixes ^  lorsque  la  courbe  décrite  est  située  dans  un 
plan,  il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer,  au  moins  sommairement, 
comment  on  pourrait  appliquer  les  mêmes  méthodes  au  problème 
considéré  dans  toute  sa  généralité,  lorsque  la  courbe  décrite  est  à 
double  courbure.  Nous  donnerons  d'abord,  d'après  Euler  (^NqvL 
Com.  Petrop.y  tom.  XI),  l'analyse  par  laquelle  le  problème  se  réduit 
immédiatement  aux  quadratures. 

Fig.  3o.  Soient  toujours  F  et  G  les  centres  des  forces ,  M  le  lieu  du  corps  au 
boutdu  temps  £;  nous  imaginerons  quele  plan  FMGétait,  au  commen- 
cement du  mouvement,  confondu  avec  le  plan  fixe  EFG,  et  que 
pendant  le  temps  ^  il  a  décrit  autour  de  l'intersection  commune  FG^ 
l'angle  MPQ  =  f.  Il  est  évident  que  pour  déterminer  le  lieu  du  corps 
au  bout  d'un  temps  quelconque,  il  suffira  de  connaître  sa  position 
dans  le  plan  mobile  FMG,  avec  Tangle  f  que  fait  ce  plan  mobile  avec 
le  plan  fixe  EGF. 

Remarquons,  avant  tout ,  que  si  la  vitesse  du  corps ,  à  l'origine  du 
mouvement,  était  dirigée  toute  entière  dans  le  plan  EFG,  il  n*y 
aurait  aucune  raison  pour  que  le  corps  sortit  de  ce  plan ,  et  ce  cas 
serait  celui  que  nous  avons  déjà  traité.  Le  seul  élément  auquel  est 
dû  le  mouvement  du  plan  FMG ,  est  donc  la  partie  de  la  vitesse 

initiale 
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initiale  qui  est  perpendiculaire  au  plan  EFG  ;  mais  cet  élément  n'a 
pas  seulement  pour  effet  de  produire  le  mouvement  du  plan  FMG; 
on  verra  qu'il  a  encore  celui  de  rendre  d'une  nature  toute  différente 
la  courbe  décrite  dans  ce  plan. 

^245.  Nous  conserverons  les  mêmes  dénominations  que  dans 
Tart.  yOy  pour  toutes  lés  quantités^  lignes  et  angles  qui  appartiennent 
au  plan  FMG;  nous  ferons,  de  plus,  QPss/',  PM  =  z',  MQ  étant 
une  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  le  plan  fixe  EFG;  et  comme 
on  a  déjà  fait  l'angle  MPQ  =  j»,  il  est  clair  qu'on  aura^'=^  cosf , 
z'==7sin/. 

Cela  posé,  nous  avons  les  forces  -;»  -7»  dirigées  suivant  MF  et 

MG;  ces  fprces  étant  décomposées  suivant  les  trois  coordonnées 
rectangles  Xy  y\  z',  il  en  résultera  les  trois  équations  différentielles 
du  mouvement ,  savoir  : 

ddx 
IF 
dW/ 

ddz'      . 

et  voici  comment  on  les  réduira  au  premier  ordre  : 

I*.  Multipliant  la  première  par  dx,  la  seconde  par  dj^',  la  troisième 
par  dz';  ajoutant  les  produits  et  intégrant,  on  aura 

dx^+dy-+dz!^  ^  A    .    B       C  ,. 

a  A*  r  ^^  s     ^  a  ^    ^ 

C'est  l'équation  connue  des  forces  vives,  dans  laquelle  le  premier 
membre,  qu'on  peut  aussi  représenter  par  : ^>  ^— 1  est  la 

moitié  du  quarré  de  la  vitesse. 

2*.  De  la  seconde  et  de  la  troisième ^  on  déduit  immédiatement 
fdz'  —  z'df  =  Udt,  ou 

jr^df  =  Hdt.  {V) 

'  Cette  seconde  équation  prouve  que  les  aires  décrites  dans  le  plan 
mobile  MPQ,  perpendiculaire  à  FG,  sont  proportionnelles  au  temps. 

62 


A(x— a) 

Bx 

r" 

""■?"* 

A/ 

s'' 

A«'      . 

Ba' 
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En  effet)  le  aiouTenieiit  da  corps  daas  ce  plan^  considéré  conme' 

fixe,  n'est  troublé  que  par  la  force  "^  +  -^  dirigée  vers  le  centre  P. 

S"".  La  troisième  intégrale  se  déduira^  con^me  daasTart  71,  de 
la  considération  des  aires  élémentaires  dct,  d£,  et  de  leurs  diffé- 
rentielles 

dd&  ss  xddj^^jJbix. 

Or,  les  valeurs ^'=j'cos/,  js'sry^fiin/,  donnent  ddjr'cosf'^dz'siaf 
=  ddjr  — jrdf*  ;  donc  en  substituant  les  valeurs  de  dify'  et  ddz'  don- 
nées par  les  équations  du  mouvement,  on  aura 

ou 

d'où  Ton  dédaira 

dJm        W(x  —  a)    ,    àBy 
rf^_H^r oAy 

D'ailleurs  on  a  ^«  =  r*^<p,  Jff  =  s^dcûp  ^rssrsîn^  =5  ^sino»^ 
a:=:^cosa^,  n— jjssrcosç.  Faisant  donc  ces  diverses  substitu- 
tions, on  parviendra  à  Féquation  différentielle 


rCOSAH-f-] 


qui  peut  s'intégrer  immédiatement,  et  dont  l'intégrale  est 

-^^  ==  Ua  +  AacosÇ'-^Bacosm  —  H^cottucot^^ 
ou 

— ^pr-  =  Ca  4-  Axs.cos  p  — Ba  cm  ev  —  H*  cotc^cot^p; 
c'est  la  troisième  intégrale  cherchée. 


(^7 


a46.  11  reste  à  faire  voir  coounent  on  peut  parvenir  à  la  sépa- 
ration des  variables.  Pour  4:ela  nous  ferons  les  mêmes  «idïstjttttions 
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que  dans  l'art.  72;  et   observant  que   les    éq^atiaos    (a'}  et  (b^) 
donnent  pour  le  mouvement  dans  le  plan  mobile  FMG|  Téquation 

si    Ton  fait  encore ,  pour  abréger ,    M  =  CH 1-. ^ , 

H*  t  s         ay 

Nss  ïAcos^  — ^Rcosai  +  xC'^ cotûicot^^  on  aura 

De  là  résulte  l'équation  lfdq*^=z  Qdp\  dans  laquelle  bu  a 

P  =  Mp^  —  N(i  — ;?% 

et  substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  de  M  et  N^  après 
les  avoir  réduites  en  fonctions  de  ;?  et  ^^  on  obtient  le  résultat  sui« 
vaut ,  très-remarquable  en  ce  que  P  se  réduit  à  une  fonction  de  p 
seule  9  de  même  que  Q  à  une  fonction  de  q  seule^  comme  dans  le 
cas  de  H=o  : 

Q=z  cr  +  i(A-.B)(i-y)  +  ic'ci+ry  - 1(^7- 

On  aura  donc  enfin  Téquation  à  différentielles  séparées  db  rip^^'TTQf 

dont  chaque  membre  .est  intégrable  par  une  fonction  elliptique  de 
première  espèce^  comme    on  le  voit  immédiatement    en  faisant 

a47*  Les  valeurs  de  P  et  Q  exprimées  en  fonction»  de  M  et  N 
donnent  j  en  faisant  rfR*  =-^  =  -^ , 

^•^»  —  fdp^  =  NdR^p^-^q^X^  +PY)  ; 

substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de /**^V^£f<»  de  Vart.  7a  ^ 
et  ensuite  mettant  à  la  place  de  r*s^dpd^  sa  valeur  nà^dt^  on  aura^ 
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comme  dans  Fart.  7?) 

ce  qui  donne^  en  séparant  les  variables^ 


dt     _    .    _£_ d^    , gl^_      d^  ,  ;x 

fl V/2a  "*         (i  — p*)»  •  ï/P  "*"  (i  +9V  *  VQ*  ^    ^ 

Remarquez  que  les  deux  parties  de  cette  formule  doivent  toujours 
être  positives,  parce  que  dX^  est  essentiellement  positif,  et  qu'elles 
ne  peuvent  deirenir  nulles,  ni  lune  ni  l'autre,  parce  que^  d'après 
Féquation  (^')  ^  l'ordonnée^  ne  peut  jamais  se  réduire  à  zéro. 

ïidt 

248.  De  la  valeur  de  dû  résulte  celle  de  df  =  —5-  ;    et    comme 

=  H^(Ojrp!  +  (i±^),  ou   enfin  • 

On  voit  que  cette  valeur  est  composée  ^  comme  celle  de  di^  de 
deux  parties  qui  doivent  toujours-  être  prises  positivement.  Elles 
sont  écrites  Tune  et  Taulre  dans  la  supposition  que  la  première  va- 
leur de  ^  est  positive;  il  faudrait  changer  les  signes^  si  cette 
première  valeur  était  négative. 

^49*  On  peut  donner  une  forme  plus  simple  aux  polynômes  qui 
entrent  dans  l'équation  fondamentale  db  -^  =  --^.   Pour  cela  on 

fera  p*  =     ~    ,9*=    ~    ,  ce  qui  revient  à  supposer  r+s=aiiy 

s — r=:az;  alors  u  sera  toujours  positif  et  >  i  ;  mais  z,  qui  pourra 
être  positif  ou  négatif^  sera  toujours  -<i.  Cela  se  voit  par  le 
triangle  FMG ,  dont  un  côté  doit  toujours  être  plus  petit  que  la 
somme  des  deux  autres.  Faisant  donc  ces  substitutions^  on  aura 


.ïj 
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les  nouveaux  polynômes 

U  =:  iC  («•—!)•  +  (A+B)tt(u*— i)  —  C'(«»— i)  —  H'«% 
Z  =  iCCi—z*)*  +  (A— B)z(i--z*)  +  C'(ï— z*)  —  HV, 

H* 
OÙ  Ton  a  fiait  H'=  — y  et  qui  donnent  l'ëquation 

du  dz 


On  voit  que  chaque  membre  est  intégrable  par  une  fonction  eIIip-< 
tique  de  première  espèce  ;  d'ailleurs  on  peut  remarquer  qu'eil 
changeant  le  signe  de  A  dans  lun  des  polynômes  U  et  Z  ,  ils 
deviennent  des  fonctions  sem£dables  de  u  et  de  z. 

En  vertu  des  mêmes  transformations^  les  valeurs  de  de  et  de  df 
seront  données  par  les  formules 

dt  •    m'—  1      du    ^^  I— z*      dz  .  ,. 


a\/a  4      'l/U^      4      •  l/Z 

j  i_     H  du     .       ^         dz»  ,-,y 

OÙ  il  &ut  observer  que  les  deux  parties  y  considérées  dans  leur  va-^ 
leur  absolue  j  sont  toujours  positives  et  ne  peuvent  jamais  être  nulles^ 

:i5o.  Si  Ton  se  borne,  comme  dans  les  recherches  précédentes, 
il  ne  considérer  que  les  mouvemens  permanens  y  c'est-à-dire  ceux 
dans  lesquels  le  corps  reste  toujours  k  une  distance  finie  des  centres 
des  forces,  alors  la  valeur  de  u  sera  toujours  finie;  quant  à  celle 
de*2,  elle  est  plus  petite  que  Tunité,  dans  toutes  les  hypothèses; 
elle  ne  peut  être  égale  à  Tunité  que  dans  le  cas  où  Torbite  cou- 
perait Taxe  FG,  ce  qui  n  a  jamais  lieu  lorsque  l'orbite  est  à  double 
courbure. 

Cela  posé,  soit  m  la  plus  grande  et  rrl  la  plus  petite  valeur  de  z^; 
celte  valeur  wl  ne  peut  jamais  être  zéro,  car  alors  y  serait  zéro, 
ce  qui  ne  peut  jamais  avoir  lieu  d'après  l'équation  (^').  On  pourra 
donc  supposer  le  polynôme  U  ainsi  décomposé  en  facteurs,  où  Ton 
a  fait  D  =  — .^C, 


y 
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et  il  faudra  que  u^  +  ^fu+f  soit  positif  dans  loule  retendue  de  la 

courbe  décrite,  depuis  uz=:m'  jusqu  a  u=:m. 

Supposons  quà  l'origine  du  mouvement  ^  on  dé&igne  par  F  le 
foyer  le  plus  proche  du  corps;  alors  la  première  valeur  de  z  sera 
positive.  Dans  celte  hypothèse  ^  les  différentes  valeurs  de  z  seront 
ou  toutes  positives^  ou  les  unes  positives,  les  autres  négatives.  Soit  n 
la  plus  grande  valeur  positive  dez^nf  la  plus  petite  valeur^  laquelle 
pourra  même  être  négative;  dans  les  deux  cas^  n-— /i'  sera  positif. 
Et  en  faisant  semblablement 

Z—'DÇn'—z)  (z  —  n!)  (a^+a^^z+g^'), 

il  faudra  que  le  facteur  z* -4- 25^2+^'  soit  positif  pour  toutes  les  va- 
leurs de  z  comprises  entre  les  limites  z=:n\  z=n. 

nSi.  D'après  l'état  initial  du  mouvement^  on  connaîtra  les  valeurs 

des  constantes  C^  C,  H  ou  H'=: — ;  on  pourrait  donc  décomposer 

les  polynômes  U  et  Z  en  facteurs^  par  les  règles  ordinaires  de  l'ana- 
lyse; mais  il  est  préférable  de  suivre  les  formes  que  nous  venons 
d'indiquer,  lesquelles  se  rapportent  d'ailleurs  spécialementà  Thypo* 
thèse  que  les  distances  r  et  ^  ne  peuvent  devenir  infimes* 

Si  Ton  fait  successivement  uz=m  et  u=zm'^  dans  l'eiqpression  du 
polynôme  U^  on  aura  les  équations 

±CCm*  — i)»+(A+B)m(m*— 1)— C'(m*— 0=H'm% 
iC(/ii'*— i)*+(A+B)/7i'(/»'*~0— C'(m'»— i)=HW% 

d'où  résulte 

^  ^Km^i^m  /       (m»— i)(m»— i) 

Ces  valeurs  sont  exprimées  en  fonctions  de  m  et  m';  mais  dans  le 
problème  à  résoudre ,  il  ÙluI  au  contraire  déduire  m  et  m'  des 
données  D,  C,  A+B,  H'.  Pour  cela,  soit  i  +  /ww'==/,  m-^mfs=:ocjr 
(les  quantités  x  et  j*  ne  devant  pas  être  confbndues  avec  celles 
qui  représentent  les  coordonnées  du  point  M)^  on  aura  les  deux 


'^ 
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A+B  ,      ir 


La  première  donne 

la  seconde  étant  mise  sous  la  forme 

puis  combinée  ayec  la  précédente^  on  en  déduit 

équation  qui    est  du  troisième  degré  relativement  à  l'inconnue  x* 
et  d'où  Ton  tirera  une  valeur  de  x  plus  petite  que  l'unité* 
Connaissant  Jtr^  on  trouvera  j*  par  la  valeur 

(A  +  B)(i— a'*)4-</C(A  +  B)«(i— a:'y+4DHV(i~j^)1 
^  '  aDx(i— X*)  "  ♦ 

t>u  par  la  formule  «nlièrement  rationnelle  r=:{77 — ----~iL ; . 

H  X— (A+B— C  x)(i— ce*)  ' 

Enfin,  on  aura  m  et  rnl  par  les  équations  m'\-wlisszxy^  nwrizuzy — i. 

252.  Il  reste  à  déterminer  les  coefficiensda  factenr  u^^rfu+fi 
pour  cela,  je  fais  successivement  iis=:  i,  tts=-—  i^  dans  les  deux 
expressions  du  polynôme  U^  et  j'ai  les  denx  équaticms 

H'=D(m-0(m'-i)(,+3/+/'), 
dou  resuite 

,    ,   iy_       nXx  +  mm') 
^^        D(/»*—  1)  (m'*— j)' 

Ces  formules  font  v<»r  que /et  i  +/  sont  toujours  positife;  d'où 
il  suit  que  le  facteur  u^-^afu-^f  est  positif  pour  toute  valeur  de  u 
plus  grande  que  l'unité^  et  à  plus  forte  raison  pour  toute  valeur 
comprise  entre  m  et  m\ 


y    \ 
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253.  II  suffira  de  changer  le  signe  de  A  dans  les  formules  du 
n*  aSi ,  et  on  en  déduira  semblablemenl  les  valeurs  de  n  et  vl.  Quant 
au  facteur  z*  +  2gz+g'  qui  entre  dans  l'expression  de  z,  on  trou- 
vera ses  coefficiens^  coaiaie  dans  Fart.  252,  par  les  formules 

ô  —  D  (i  —  Ji*)  (1  —n'^y 
H'(i  +  nn') 


I+ê^' 


D(i  — /i»)  (i  — /i'") 


Au  reste,  re'qualîon  XJdz^z^Tjdu*  fait  voir  que  comme  U  est  po- 
sitif dans  toute  Tétendue  de  la  courbe  décrite,  de  même  Z  sera 
toujours  positif,  ainsi  que  le  facteur  z*+2gtz-|-g'',  pour  toute  valeur 
de  z  comprise  entre  les  limites  zz=ny  z=zn\ 

• 
Fie.  3o.       ^54.  Puisque  les  valeurs  de  u  sont  toujours  comprises  entre  les 

limites  m  et  m',  et  celles  de  z  entre  les  limites  n  et  n'y  il  s^ensuit  que 
la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  FMG  est  toujours  renfermée 
dans  une  espèce  de  trapèze  byperbolico-elliptique  TVYX,  dont 
deux  côtés  opposés  TV,  XY,  appartiennent  aux  ellipses  tracées 
d'après  les  équations  r+5  =  a/»,  r~\^s^=zam\  et  les  deux  autres 
côtés  TX,  y  Y,  appartiennent  aux  hyperboles  dont  les  équations 
sont  s-^r:=^any  s — r=an\  F  et  G  étant  les  foyers  communs  de  ces 
quatre  courbes.  Il  faut,  de  plus,  que  ce  trapèze  soit  situé  tout  entier 
d'un  même  côté  de  l'axe  FG. 

Et  puisque  la  courbe  que  décrit  le  corps  dans  le  plan  mobile  FMG 
est  ainsi  circonscrite  par  le  trapèze  TVYX,  dont  elle  doit  toucher 
tous  les  côtés,  on  voit  que  la  détermination  de  cette  courbe  est,  en 
quelque  sorte,  plus  simple  que  dans  le  cas  où  le  plan  est  fixe,  et 
qu'il  y  aura  beaucoup  moins  de  variété  dans  les  formes  qu^elIe  doit 
prendre  suivant  le$  difTérens  cas. 

D'ailleurs ,  la  position  du  corps  dans  le  plan  mobile  FMG  étant 
connue  au  bout  du  temps  t,  ainsi  que  l'angle  f  décrit  par  ce  pian 
autour  du  plan  fixe  EFG,  il  est  clair  que  le  mouvement  du  corps 
et  son  orbite  tracée  dans  l'espace  seront  parfaitement  connus  et 
déterminés. 

255.  Venons  maintenant  à  l'intégration  de  Féquatlon  (/^).  Comme 

ou 
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on  peut  prendre  pour  origine  du  'mouvement  tout  autre  point  de 
l'orbite  que  celui  qui  dans  l'état  initial  a  servi  à  déterminer  les  cons- 
tantes C^  C'^  H^  nous  supposerons^  pour  plus  de  simplicité  ^  que 
le  mouvement  commence  à  compter  d'une  apside  supérieure  S*  où 
Ton  a  r-^^s^izam;  nous  supposerons  en  même  temps,  que  le  corps 
parti  de  S""  suivant  la  tangente  de  l'ellipse  en  ce  point,  se  meut 
dans  le  sens  S^'V,  de  manière  qu'il  se  rapproche  du  foyer  G ,   et 

qu'ainsi  la  valeur  de  ^  au  point  S"*  est  négative.  Par  ce  moyen , 
réquation  (/')  y  où  les  premières  valeurs  de  u  et  de  2  vont  en  di- 
minuant, devra  être  écrite  ainsi,  — rj  =  T^y  ^^  ^^^  équations  (g''), 
(V)  deviendront^  en  prenant  convenablement  les  signes, 

dt   ^^  /u'—  i\    du^  ^^  /i— g^\   dz 

aVa-^        V    4    /  V/U        \    4    )  V'^^ 

256.  Cela  posé,  pour  exprimer  que  u  est  contenu  entre  les  li- 
mites m  et  m'y  je  fais  w  =  mcos'J'  +  '»'sin*a",  ce  qui  donne 

du  1  i^dr 

Pour  simplifier  ultérieurement  ce  résultat,  il  faut  considérer  difTé- 
rens  cas^  selon  que  u"" -^  afu -{^ /'  est  de  l'une  des  trois  formes 

W*  +  2feUCOsO  +  fJL*y 

(u  +  fi)(u-\-fi')y 

fz  et  fi'  étant  des  quantités  réelles  et  positives. 

Nous  nous  bornerons  ici  au  second  cas;  et  supposant  f^^f^'y 

nous   ferons    tango*  =  Atang4>    ensuite    h  =  l/(^?q;^)>  ^^ 
m-^m    fé—jc     ^^      •  donnera  la  transformée 

m  +  ft^'    t^  +  m'^         ^ 

du  aD""» d^ 


63 
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On  parviendrait  immédialemenl  à  ce  résultat  par  la  substitution 

{mm  +  ^^)  cos*  ^^  +  (mm'  +  ^^f^)  gî"'  4 

aSy.  Si  l'on  fait  pareillement  z=:ncos*x +n!  sia*x,  on  aura 
dabord 

ensuite  il  faudra  distinguer  de  même  trois  cas^  selon  que  la  qnan* 
titë  z*  +  ^'gz^g'  sera  de  lune  des  trois  formes, 

Z*  +  2VZ  cos  X  -|-  y*, 

i>  et  /  étant  des  quantités  réelles  et  positives. 

Ces  trois  cas  combinés  avec  les  trois  de  la  première  formule^ 
offrent  neuf  cas  différens  à  considérer,  et  pour  lesquels  on  pourra 
former  un  tableau  analogue  à  celui  que  nous  avons  donné  pour 
le  cas  où  le  corps  se  meut  dans  un  plan  fixe. 

Supposons  de  nouveau  que  2'+2^a+g''«=(«+0(^'+*O>  ®* 
qu'on  a  v>  v';  nous  ferons  tang%= V  ^^^9^9  ensuite  A'=  l/(^qr;y 

et  x*  =  ^-rA.— ,-r^j  ce  qui  donnera  la  transformée 

dz  aD"»  dÇ 


elle  résulterait  directement  de  la.  substitution 

^       (/»/i'+  ni)  cos*  Ç  +  (jin'  +  n'r)  sin*  Ç 
^  (/i'+  0  cos* Ç  -h  (n  +  0  sin» Ç      ' 

Ces  formules  auraient  lieu  quand  même  n!  serait  négatif;  en  effet ^ 
soit  n'=— -w'',  pour  que  la  quantité  2' +25^2+^'  ou  son  égale 
(a  +  y) (2 -h /)  conserve  le  même  signe,  conformément  a  ce  qui 
a  été  démontré,  depuis  zz^-^n!'  jusqu'à  is=n,  il  faut  que  »'— i»'' 
soit  positive,  et  à  plus  forte  raison  v-^^n'^;  donc  ayant  fait 


X   »—        I     / *      ~  il  •         fe  SS I  •■■■  X  »—       I     /•  ; 


''î 


X 


1 
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on  Yoit  que  x*  et  €*  seront  positifs,  et  qu'ainsi  x^  sera  plus  petit 
que  l'unité. 

258.  Cela  posé,  si  Ton  fait  en  général  A:  ===  t/^^î-^A.-Vr—} 
l'équation  de  ia  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  sera 

k¥(c,  4)  =  F()c,  Ç)  +  const. 

Au  commencement  du  mouvement,  c'est-à-dire  lorsque  le  corps 
est  dans  lapside  supérieure  S%  on  a  4=0;  ^oit  en  même  temps 
^=g,  et  on  aura 

kF(c,  4)  =  F(x,  0  -  F(x,  e),  ' 

Il  serait  d'ailleurs  facile  de  réduire  le  second  membre  au  seul 
terme  F(jc,  Ç),  au  moyen  de  l'équation  algébrique  qui  représente 
l'équation  transcendante  F(Ç) — F(€)  =  F(f),  x  étant  le  module 
commun. 

Au  reste,  la  valeur  de  ê  peut  se  déterminer  par  l'état  initial  du 
mouvement  qui  a  servi  à  déterminer  les  constantes  C,  C\  H.  Pour 
cela,  soient  4''  ^^V  '^^  valeurs  de  4  ^^  ?  qui  conviendraient  à 
cet  état  initial,  on  peut  supposer  4''<^t  Ç*  positifs  ou  négatifs,  mais 
moindres  que  {^Tt;  or,  quand ,  de  l'époque  où  le  corps  est  au  point  S% 
on  revient  à  une  époque  antérieure,  telle  que  celle  de  son  état  ini- 
tial, il  faut  supposer  que  les  valeurs  de  4  ^^  C  9^^  répondent  à  un 
point  déterminé  du  plan  FMG,  sont  diminuées  chacune  d'un  cer- 
tain nombre  de  demi-circonférences,  c'est-à-dire  qu'on  devra  faire 
dans  l'équàtit/a  de  la  courbe  4=4* — 1^>  C  =  Ç^** — L^,  I  et  L 
étant  des  entiers ,  et  alors  de  cette  équation  on  déduira 

2L.  -f-  "YT  —  — '■       p;  • 

Et  quoiqu'on  ait  trois  inconnues  I,  L,  €»  à  déterminer  par  cette 
équation,  il  n'y  aura  jamais  qu'une  manière  d'y  satisfaire  exacte- 
ment; car  si,  e  restant  le  même,  ainsi  que  4""  ^^  C%  ^^  supposait 
que  les  entiers  I  et  L  fussent  remplacés  par  d'autres  entiers  V  et  L', 

il  faudrait  qu'on  eut  ^rr^-r  =  fT"?  ^î^^î  ^  faudrait  que  la  quantité 
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-jq-^  fut  rationnelle^  ou  que  la  courbe  fut  rentrante  sur  elle-même, 

ce  qui  n'indiquerait  toujours  qu'un  seul  point  où  les  valeurs  de  4 
et  Ç  seraient  ^j/*  et  Ç*. 

259.  On  voit  maintenant  qu'il  est  facile  de  trouver  une  infinité 
de  courbes  algébriques  qui'  satisfassent  à  la  question.  On  peut  pour 

cela  faire  c=  x  et  A  =  -,  i  et  e  étant  des  entiers,  ce  qui  don- 
nera  les  deux  conditions 

n  +  /      n'+f    j^ 

m -f- ^' '  m' +  ^  "^  «*  ' 

m  '\'  ft  m' ^id  ^_^^  Ti-J-ir    7i'-4"/ 

Ces  conditions  ayant  lieu,  l'équation  de  la  courbe  sera  fF%[/=eF^^ 
c  étant  le  module  commun.- 

On  obtiendra  encore  des  courbes  algébriques  en  satisfaisant  aux 

a 

conditions  k\j- — ^j=:-,  x=c%  et  ainsi  de  suite,  chaque  système 

représentant  toujours  une  infinité  de  courbes  algébriques. 

Nous,  ne  parlons  ici  que  de  la  courbe  tracée  dans  Je  plan  mo- 
bile FMG,  et  circonscrite  par  le  quadrilatère  TVYX;  car  si  Toq 
voulait  que  la  véritable  orbite  à  double  courbure,  décrite  dans  l'es- 
pace, fût  une  courbe  algébrique,  il  faudrait  satisfaire  à  beaucoup 
d*autres  conditions  qui  rendraient  ce  problème  plus  épineux  qu'in* 
téressant. 

360.  Un  cas  fort  remarquable  est  celui  où  Ton  aurait  m:=:m^; 
alors  la  courbe  décrite  dans"  le  plan  mobile  serait  lare  d'ellipse  TV, 
qui,  dans  ce  cas,  se  confondrait  avec  XY.  Ainsi  le  corps  ne  pour-- 
rait  faire  que  des  oscillations  dans  cet  arc,  en  allant  alternativement 
de  T  en  V  et  de  V  en  T.  Combinant  ce  mouvement  d'osciliatiou 
avec  le  mouvement  du  plan  qui  se  détermine  toujours  de  }a  même 
manière  par  langle  /,  on  aurait  le  mouvement  absolu  du  corps.  Ce 
mouvement  s'exécute  dans  la  surface  du  sphéroïde  elliptique  décrit 
par  la  rotation  de  Tare  TV  autour  de  l'axe  FG;  et  il  est  visible  qu'à 
cause  du  mouvement  de  rotation ,  Torbite  comprise  dans  cette  sur* 
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iace  est  composée  de  diverses  siDUOsités  qui  touchent  alternative^ 
xnent  les  deux  circonférences  décrites  par  les  points  T  et  V,  sans 
que  la  vitesse  du  corps  en  ces  points  soit  janiais  nulle.  Ce  cas,  au 
reste,  donne  lieu  à  des  simplifications  de  calcul  assez  remarquables. 

Alors  réquation  à  Tellipse  zi=m,  tient  lieu  de  1  équation 

Â:F(c,  4.)  =  F(x,  ^) ,  et  on  aura  pour  déterminer  t  eif  les  formuler 


dt /77i*  —  &'\    di 


Wdt 


où  il  faudra  substituer  les  valeurs  trouvées  ci-dessus^ 

n(nf+f)  CO8'  Z  +  nXn  +  0  sin'Ç 

^  (»'+  0  cos" {  +  (n  +  0  sin^Ç    ^ 

&   flD"* dZ 

Le  temps  d'une  oscillation  se  trouverait  eu  prenant  l'intégrale  de- 
puis Ç=o  jusqu'à  Çs=zl^, 

à6i.  Un  second  cas  non  moins  remarquable,  est  celui  où  Ton 
aurait  n:=:n' ;  alors  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  l'arc 
d'hyperbole  TX,  qui,  dans  ce  cas,  se  confondrait  avec  VY.  Ainsi 
le  mouvement  du  corps  dans  ce  plan  serait  un  simple  mouvement 
d'oscillation  suivant  l'arc  TX,  et  sa  vitesse  serait  nulle  dans  le  plan 
aux  deux  extrémités  de  cet  arc.  Les  formules  qui  satisfont  à  ce  cas 
sont  semblables  à  celles  que  noua  venons  de  rapporter. 

262.  Enfin  un  troisième  cas  qui  dérive  des  deux  autres  est  celui 
où  l'on  aurait  à  la  fois  m=:m!  et  n  =  /î';  alors  le  quadrilatère  TVYX 
se  réduirait  à  un  point;  le  corps  n-aurait  aucun  mouvement  dans  le 
plan  FMG,  et  sa  vitesse  serait  toute  entière  perpendiculaire  à  ce 
plan ,  de  sorte  qu'il  décrirait  nécessairement  une  circonférence  dont 
le  centre  est  au  point  P. 

Les  symptômes  de  ce  troisième  cas  sont  faciles  à  établir  îmmé-  Fîg.  5i.- 
diatement.  En  efiet,  soit  M  le  lieu  du   corps   qui  doit  rester  fixe 
dans  le  plan  FMG  ;  si  l'on  emploie  les  dénominations  de  l'art.  70'^ 
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les  quantités  9,  ^j^^^jj  seront  constantes ^  et  on  aura  entr'elles 

_     ,  a  sin  «  flsin^  •    ^ • 

les  relations  r=^ ^-^—^,  5=___,  ^  =  rsinf  =;y6m«, 

a:  =  ^cosû>,  a  —  x=s=— rcos^.  Or,  en  vertu  des  forces  A  et  B, 
dirigées  vers  les  centres  F  et  G,  le  corps  M  est  sollicité  parallèle- 
ment à  GF  par  la  force     ^^T     — •  ^,  et  dans  le  sens  MP  par  la 

force  ^  +-T^  "^  première  doit  être  nuUe^  pour  que  le  corps  n'ait 

aucun   mouvement  dans  le  sens   de  Taxe   FG;  ainsi  on   aura  la 

condition 

o  =  Acos^  sin*^  +  Bcosû^sin^o»^ 

qui  servira  à  déterminer  ç  par  a»,  ou  réciproquement. 

Ensuite 9  pour  que  la  force  -3-+   3  dirigée  vers  P,  n'ait  d'autre 

effet  que  de  faire  mouvoir  le  corps  dans  le  cercle  dont  le  rayon 
est  MP,    il  faut,  en  appelant  Y  sa  vitesse,  qu'on  ait 

^^BZ  —  Y!. 

substituant  dans  cette  équation  les  valeurs.de  r^s^y  en  fonctions 
de  ^,  ^,  û),  et  observant  que  d'après  l'équation  {V)  on  a  H  =  yy 

et  V*  =  —  Œ^j  il  en  résultera 

H'  =:  Asin^^  tangû>, 

ou  V  =  sînf^  —  û»)i/{ — .  ^^°      \  Ainsi  on  connaît  la  position  du 

corps  et  la  vitesse  primitive  dont  il  doit  être  animé,  pour  que  ce 
cas  particulier  ait  lieu. 

Du  mouvement  rectiligne  £wi  corps  attiré  vers  deux  centres  Jîxes. 

^65.  Quoique  ce  problème  ne  soit  sujet  à  aucune  difficulté,  ce-« 
pendant  comme  il  n'a  point  été  traité  jusqu'ici  d'une  manière  com-* 
plète,  j'ai  cru  qu'il  serait  convenable  d'en  donner  ici  la  solution, 
laquelle  pourra  être  regardée  d'ailleurs  con^me  une  application  nou- 
velle de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 


kâ.Ai 
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Supposons  que  le  point  A,  où  commence  le  mouvement^  soit  Fig.  Ss;. 

situé  sur  le  prolongement  de  la  ligne  des  centres  FG^  du  côté  de  F; 

soit  y  la  vitesse  initiale  que  nous  supposons  dirigée  suivant  AM^ 

et  soit  M  le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t.  Si  l'on  fait  FG=a^ 

AF  =  A,   AG  =  a-|-As=A',  FM  =  a:,.  on  aura  l'équation  diflFé- 

rentielle 

ddx  ^^ A  B 

dont  Fintégrale  est,  en  déterminant  convenablement  la  constante^ 

È^  —  iV-^'^O-     ^  A  B 


adt»  »       ^^  a:     "^  a-hx         h         a  +  A* 

On  voit  déjà  par  cette  intégrale  que  si  l'on  a  V*=:ou>  "r— f-"rr# 

le  corps  s'éloignera  à  l'infini*,  et  qu'au  contraire  si  l'ona  V*<  ,    |  -jr^ 

le  corps  ne  pourra  s'éloigner  que  jusqu'à  une  distance  FD  ===  k  dé-' 
terminée  par  l'équation 

A    ,       B     _  A  ^     B     ^  V^ 

or,  cette  équation  étant  du  genre  de  celles  que  j'ai  appelées  équa-^ 
lions  omales  (^) ,  elle  aura  toujours  une  racine  réelle  positive. 

264.  Le  corps,  parvenu  au  point  D,  revient  sur  ses  pas  eç  vertu 
de  l'action  des  forces  centrales ,  et  il  descend  de  D  vers  F ,  d'un 
mouvement  continuellement  accéléré.  Sa  vitesse  en  un  point  quel- 
conque M,  que  nous  désignerons  par  ^y  se  déterminera  toujours 
par  la  même  équation,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

V*       A    ,       B  A  B 


a         X  ^^  a+jc        k         a  +  k* 

d'où  il  suit  que  la  vitesse  en  A  est  égale  à  la  vitesse  initiale  V, 
mais  dirigée  en  sens  contraire ,  et  que  la  vitesse  finale  au  point  F 
est  infinie. 
En  vertu  de  cette  vitesse,  le  corps  passe  au-delà  du  centre  F> 

(^  Supplément  à  TEssai  sur  la  Théorie  des  Nombres  y  page  sîq^ 


f 
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et  sa  vitesse  redevient  aussitôt  finie.  Mais  comme  la  force  A  change 
de  signe  en  même  temps  que  ac^  il  s'ensuit  qu'au  point  M',  où  Toa 
a  FM'=ar>  la  vitesse  du  corps  sera  déterminée  par  Téquation 


V 


•        A    .        B  A  B 


A  B 

•Tobserve   maintenant  que  la  quantité \ — — —  ayant  pour  ttii- 

nimum  -  (  |/ A  -f-  V^B)%  il  y  aura  deux  cas  à  considérer^  selon  que 

T+^k  '''  <ou>(t/A+/B)-. 

a65.  Premier  cas.  Si  l'on  a  —  H — ;:^t>  (l/A-f-  l/B)%  le  corps 
ne  pourra  s'éloigner  de  F  que  jusqu'à  une  certaine  distance  FE=A:^^ 

ff\/A 

moindre  que  FG,  même  moindre  que     ..  \_  -^g,  et  déterminée  par 

réquation 

A   .       B  A    .       B 


A'^a— fc'~  k    '   a  +  k' 

Parvenu  au  point  E,  le  corps  reviendra  sur  ses  pas;  sa  vitesse, 
d^abord  nulle  en  E,  deviendra  infinie  en  F,  elle  redeviendra  finie 
passé  le  point  F,  et  diminuera  continuellement  jusqu'au  point  D^ 
où  elle  sera  nulle.  En  général,  le  mouvement  du  corps  sera  uu 
mouvement  d'oscillation  par  lequel  il  passera  alternativement  du 
point  D  au  point  E  et  du  point  E  au  point  D;  et  sa  vitesse  dans 
un  même  point  de  la  droite  DE  sera  toujours  4a  même  dans  un 
sens  ou  d^ns  l'autre, 

Ce  premier  cas  comprend  celui  où  l'on  aurait  l'égalité 

•jT-  H — x^  =  (v/A+i/B)*;  alors  le  corps  s'éloignera  le  plus  qu'il 

est  possible  du  centre  F,  dans  le  sens  FG,  et   cette  plus  grande 

distance  serait  A/  =  ^^^^^^ 

266.  Second  cas.  Si  l'on  a  -r-  +     ,  ^  <(|/A+»/B)*,  la  vitesse 

du  corps  sipra  dans  soa  minimum  au  point  où  Ton  a  x:;=z  ^Vv^TRf 

mais 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  IL  5o5 

niais  elle  augmentera  ensuite ,  et  le  corps  se  portera  d'un  mou- 
vement accéléré  vers  le  centre  G,  où  sa  vitesse  sera  infime. 

En  vertu  de  cette  vitesse,  le  corps  continuera  son  mouvement 
au-delà  du  centre  G.  Soit  GM!'=:^x,  et  on  aura^  au  point  M'', 


V 


ft 


A        .    B       A  B 


Le  corps  s'éloigne  donc  du  centre  G  jusqu'à  une  distance  GD';=A:^ 
déterminée  par  l'équation 

A      , B _A ,       B 

'Le  point  D'  ainsi  déterminé  sera  le  second  terme  de  l'oscillation  ; 
ensuite  on  voit  que  le  corps  reviendra  du  point  D'  au  point  D, 
et  que  sa  vitesse,  dans  un  même  point  de  la  ligne  DD^,  sera  la 
même  en  allant  et  en  revenant.  11  s'agit  maintenant  de  trouver  dans 
ces  deux  hypothèses  le  temps  de  chaque  oscillation. 

267.  Supposons  donc  que  le  corps  parte  du  point  D, -où  sa  vi« 
tesse  est  nulle,  et  qu'au  bout  du  temps  t  il  se  trouve  au  point  M, 
situé  entre  D  et  F;  si  l'on  fait  VDz=ky  FM=j:,  on  aura  l'équation 

£ir»         A     ,        B  A  B 


d'où  résulte 

aiy  HA  --^(^k^x).]/lX{a  +  kXa+x)  +  BAxJ 

Soit  d'abord  Jc  = -^i;-; ,  ensuite /;=3=t/f Jlangcp   et, 

ba* 

^'  =  A(a  +  fe)-+B/c>>  ^'^  ^^^^  '^  transformée 


dt 


Pour  avoir  le  temps  de  la  descente  de.D  en  F,  il  faut  intégrer  la 
fonnule  précédente  depuis  ^  =  0   jusqu'à    (p  =  j7r.  Soit  dans   ces 

hmiles  Z'  =7(7^:^^)7^»  »  étant  =  -,  on  aura,  par  les  re- 
ductions  connues 

a(n+c»)Z's=E'c— (1  +0F'tf-}-(n+2c*  +  ^)n'(/i,  c). 
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Quant  à  la  fonction  U'Çriy  c),  elle  se  trouve  par  la  formule  du 
n*  g6,  r*  p.;  connaissant  donc  Z'  et  appelant  T'  le  temps  employé 
h  parcourir  DF,  on  aura 

a68.  Pour  avoir  maintenant  le  temps  du  mouvement  sur  la  droite 
FG  y  il  faudra  intégrer  l'e'quation 

dx 


dt[/2 


//A     _B cy 


«.  • 


dans  laquelle  —  =  -7-  H —7.  Pour  cela  il  faut,  comme  ci-dessus, 

distinguer  deux  cas. 

Soit  !•.  C>(v/A-f-v/B)*;  le  corps  ne  pourra  s'éloignçr  de  F 
que  jusqu'à  une  distance  F£=:A:'^  moindre  que  FG,  déterminée 

par  Téquation 

A    ,       B  C 

77  ■+■  )>  ■-"  —   î!^  O. 

k     '    a — K         a 

Soit  donc  :r  =  A:^sin*4>  ^^  ^^^^ 

1  _^  V^a/r'.rf4'sîii*4' 


V  L/t'*      (a  —  AO(a  —  fe'sin»^^) J 

Soit    ensuite    tang4  ==  \/(~7?y  **°S^î  ^^  ^'^^   ^*^'   ^^^"ZIT^ 
et  x*  =  --^,  on  aura  la  transformée 

A 

y/K      •  (1  +  F  sin»  0  VO— **sm*Ô' 

Cette  formule  devra  être  intégrée  depuis  Ç=o  jusqu'à  Ç  =  f7r, 
afin  d'avoir  le  temps  employé  à  parcourir  F£  ;  soit  donc  dans  ces 

limites  Z"  =  \  .    ,      .  ,y.,,^'°    — r-^-TK>  on  aura,  parles  formules 
connues , 
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«t  on  en  déduira  le  temps  cherché 

1 ^T~^> 

de  sorte  que  le  temps  total  de  l'oscillation  de  D  en  E  sera  T'+T". 
Si  l'on  a  C^Cv/A+ZB)»,  il  s'ensuivra  k'=  _£^,,=^/A 

et  x  =  I  ;  d'où  ii  suit  que  T"  sera  infini.  Ainsi  le  corps  qui  a  une 
vitesse  infinie  en  F,  mettra  cependant  un  temps  infini  à  parcourir 
l'espace  FË.  Pour  expliquer  ce  paradoxe ,  il  &ut  considérer  que 
la  vitesse  devient  tout  à  coup  finie^  à  uue  très^petile  dislance  de  F  ; 
qu'ensuite  cette  vitesse  diminue  progressivement,  à  mesure  que  le 
corps  s'approche  du  point  E,  et  qu'à  une  petite  distance  de  £  elle 
est  proportionnelle  à  l'espace  qui  reste  à  parcourir;  d'où  il  suit  qu'il 
faut  un  temps  infini  pour  que  le  corps  arrive  au  point  E.  Parvenu 
à  ce  point^  il  sera  également  attiré  des  deux  côtés  par  les  forces 
A  et  B ,  et  restera  en  repos. 

369.  Si  l'on  a  C  <  (y/ A +v^B)',  le  corps  éprouvera  un  m//zi>îM*m 
de  vitesse  en  un  point  de  l'espace  FG;  mais  ensuite  la  vitesse  aug- 
mentera et  deviendra  infinie  au  point  G. 

Pour  avoir  le  temps  dumouvement,  soit  a:=rasin*4/y  on  aura 

dt    '  d^  sîn*  4  cos*  4' 


et  celle  formule  devra  être  intégrée  depuis  -vl,  =  o  jusqu'à  %f/  =  j-zr^ 
pour  donner  le  temps  T'^  employé  à  parcourir  FG. 

Il  faut  observer  avant  tout  que  la  quantité  P  sous  le  radical  étant 
mise  sous  la  forme 

P  =5  A  cos^%|/  +  (A  +  B  —  G) sin*%f.  cos'4  +  B  sin*4  > 

offre  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  G  est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  (v^A — V^B)%  parce  que  les  deux  facteurs  de  celle  quantité  se- 
ront imaginaires  dans  le  premier  cas,  et  réels  dans  l'autre. 

370.  Soit,  i*.  G>  (v^A —  ^^)%  on  pourra  faire 

P  s=  A(cos^^j/-f-2û6COsôcos*4  sin*4 +**sin^4')> 
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ce  qui  donnera 

/B  A       A+B— C 

el  comme,  dans  ce  cas,  C  est  compris  entre  les  limites  (^/A+v/B)% 
(v/A — V^B)%  on  voit  que  cosfl  sera  toujours  compris  entre  les  Ir-^ 
miles  +1  et — i,  et  qu'ainsi  Q  sera  réel.  Cela  posé,  soit  tang4=8 

—^langi^,  x=sini9,    m=:~l,  on  aura 


/. 


_^^  ayaact 
aj/A 

Celle  intégrale  doit  être    prise    depuis  Ç  =  o  jusqu'à  Ç=9r,   affn 
d'avoir  le  temps  entier  ï"  employé  à  parcourir  FG  ;  et  comme  on  a 

(j+mcosÇ)*'^  (i— mcosÇ)'         (i  — m'cos'O*^ 

si  l'on  fait  »  =  j^^  =  ^^— ,  il  suffira  de  prendre  depuis  ^='0 

jusqu'à  Ç  ^i-Xy  l'inlégrale  Z"  =  /"/'+" "'""'^'^^'''"'^        et  on 
aura  le  temps   cherche 

Voyez  ci-dessus,  n'  i43,  les  formules  qui  servent  à  trouver  l'in- 
tégrale Z"  représentée  par  U'. 

,     271.  Soit,  2'.  C<(v'A--v/B)%  on  pourra  faires 

P  sr  A(cos»4,4-asin*4)(cos*4  H-  «'sin»4), 

a  et  et'  étant  des  quantités  réelles  el  positives  données  par  les 
équations 

Soit  «>*',  Ung4=  ^  tangÇ,  x»  =  i  —  ^ ,  ,  ==i—  i ,  on  aur? 
Ainsi  prenant  l'inlégrale  Z"=  T; ^cos^Çsi^ ,       . 
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([s=îo  jusqu'à  Ç=:^7^  on  aura  le  lemps  cherché 

cti/(A«) 

272.  Uq  cas  qui  lient  le  milieu  entre  les  deux  précédens,  est 
celui  où  Ton  aurait  C  =  (v/A — V^^)*^î  ^'ors  P=A(cos*4/H-asia*4')* 


B 


et  ot=  v/^,  ce  qui  donne  directement  \ 

intégrant  dans  les  limites  requises^  on  aura 

rpr/ a\/^a  tc   

.  27 5«  Dans  les  trois  cas  qui  précèdent^  le  corps  continue  son  mou* 
vement  au-delà  du  point  .G  jusqu'à  une  distance  GD'  =  A*',  que 
nous  avons  déterminée  n*  266.  Quant  au  temps  T'"  employé  à  par- 
courir cette  troisième  partie  de  Toscillation,  il  se  détermine  par  la 
même  formule  qui  a  servi  à  déterminer  le  temps  T'  de  la  première 
partie;  il  suffit  pour  cela  de  changer  dans  cette  formule  les  quantités 
A,  B,  k  en  B,  A,  A:',  respectivement.  Ainsi  les  diOerens  cas  du 
mouvement  recliligne  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes  sont 
résolus  d'une  manière  générale^  toutes  les  fois  que  la  vitesse  initiale 
est  telle ^  que  le  corps  ne  peut  s'éloigner  à  l'infini^  ce  qui  réduit  son 
mouvement  à  un  simple  mouvement  d'oscillation. 

274.  Les  formules  précédentes  supposent  les  forces  A  et  B  at- 
tractives; mais  il  serait  facile  d'en  trouver  de  semblables  pour  le  cas 
où  ces  forces  seraient  l'une  attractive^  l'autre  répulsive^  ou  toutes 
les  deux  répulsives^  ce  qui  pourrait  alors  s'appliquer  à  quelques 
phénomènes  d'électricité  ou  de  magnétisme. 

Pour  en  montrer  un  exemple^  supposons  que  les  deux  forces 
A  et  B,  situées  aux  centres  F  et  G  ,  soient  répulsives,  il  y  aura  sur 

FI  A- 

la  droite  FG  un  point  I  déterminé  par  le  rapport  |^=  V^  «  ,  où    un  Fig.  33- 

corps,  placé  sans  vitesse  initiale,  resterait  en  repos.  Mais  si  l'on 
place  ce  corps  en  tout  autre  point,  par  exemple  en  D,  l'action  pré- 
pondérante de  la  force  A  fera  mouvoir  le  corps  dans  le  sens  DG; 


•  I 
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par  ce  xnouyement  il  dépassera  le  point  I^  mais  il  ne  pourra  s'ap- 
procher du  centre  G  que  jusqu'à  un  certain  point  E,  où  sa  vitesse 
sera  de  nouveau  anéantie.  Du  point  E  le  coi:ps  reviendra  vers  D  ^ 
et  ainsi  alternativement. 

ajB.  Pour  déterminer  le  temps  de  chaque  oscillation,  soit  M  le 
lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t,  et  soit  FG=âj  FD=âsin'ay 
FM  =  a;=:asin*^,  F£=asin*f,  on  aura  d'abord  Téquation  dif- 
férentielle 

ddx  A  B 

diT       ^       {a—xy  * 

dont  l'intégrale  est 

dx^        C       A  B 


• 


âdt^         a         X         a— jc*- 

et  parce  que  la  vitesse  est  nulle  au  point  D>  on  aura  C=-^-7 — | -. 

Mettant  au  lieu  de  x  sa  valeur  asin*^ ^  on  tirera  de  cette  équation^ 
après  avoir  substitué  la  valeur  de  G , 

dt     ^^  c{f  sîn'f  coa*^  ^ 

ai/ua         .  •/  •  •  •  •  N      //Acôs'^      Bsiii*^\* 

^  \  \  sm*«i  coa^m/ 

Le  point  E,  limite  de  Toscillation,  se  déterminera  en  ûisant  à  la 

d(b 

fois  ^  =  £  et  ^=o,  ce  qui*  donnera 

tangatange^=l/(|); 

c'est  la  relation  entre  les  deux  angles  a  ei  €  qui  déterminent  la 
limite  de  chaque  oscillation;  ils  seraient  complémens  l'un  de  l'autre 
si  Ton  avait  A  =  B. 

2j6.  L'équation  précédente  peut  être  mise  sons  la  forme 

dt{/A  •  •    ^    d^s[n*^co3*ç 


sin  a  sin  f  . 


Ainsi  en  faisant  Z'  =  C., .  .- — ^'°n^./?-% — ^t:::  9  «*  prenant 

cette  intégrale  depuis   <p:=sa  jusqu'à  ^  =  f ,  on  aura  le  temps  T 
d'une  oscillation  par  la  formule 

=  -rrr-  •  Zr  sm  a  sm  Ç. 

V/A 


/ 
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L'intégrale  TJ  peut  se  trouver  au  moyen  des  formules  de  la  case  Yl^ 
supplément  à  la  i'^  partie. 

377.  Dans  le  cas  de  A  =B^  qui  donne  ^=  ~ — ot^  et  oii  il  faut 

supposer  «  <  ^  ^  ^  les  formules  se  simplifient  par  la  substitution 
sin'^=sin*acos*>j/  +  cos*fltsîn*%|/;  il  en  résulte 

Z  ==/î/4  V^ tC^^*^* * ^^^^^'H" ^^** **^*^* 4)  (^^s* ^  ^^** 4 + ^^"^^  *s^^**  4)]  î 

soit  déplus  tang4=tangatang^^  et  on  aura^  en  faisant  c'=:i— tanguât, 
h  =  tang*  «  y 

Pour  simplifier  encore  cette  intégrale^  nous  ferons  usage  des  for^* 
mules  de  lart.  60^  I^®  p.,  suivant  lesquelles  on  aura 

^•t=i^s=cos2a,  A  =  v/(i— c*sin*Ç),  A'=:v/(i— c"sin*Ç'), 
tang(C-~Ç)  =  *langÇ,  f =^  •  f ,   i -(i- *)  sin«^=  AA-. 

V 

Par  ces  substitutions  ^  on  trouve 

i/Z=«in»«cos'a. 


donc  par  les  formules  du  n"*  i38,  F*  p.^  on  a 

,     c***  sin  Ç°  cos  Ç« 


Z  =  iE(c.%r) 


4* 


Faisant  Ç=|^,  et  par  conséquent  Ç'sr:^,  on  aura  l'intégrale 
Z'  ss^E^'^S  V^^  donne  pour  le  temps  de  l'oscillation  cette  expression 
très-simple 

T  =  v/Q.ii-E'(0, 

où  il  faut  se  rappeler  qu'on  a  c""  =  cos  2çl  et  b"*  z=z  sin  2ci. 

Lorsque  a  diilere  peu  de  ^t^  les  oscillations  sont  très*petites ; 

alors  on  a  c*  =  0,  i^sss  i ,  E'(c*)=|?r;  donc  T  s=  ^  i/(^)- 
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TROISIÈME  SECTION, 

f  I.  Sur  V attraction  des  ellipsoïdes  homogènes. 

378.  il  ous donnons  icî  la  théorie  de  lallraction  des  ellipsoïdes  ho- 
mogènes,  considérablement  simplifiée  par  M.  Yvory,  et  telle  que 
npusTavons  déjà  publiée  dans  Jes  Mémoires  de  rinslituL,  an  1812, 
Les  formules  de  Tatlraclion,  qui  ^  dans  les  cas  ordinaires,  sont  déve- 
loppées en  séries  Infinies,  s'expriment  toujours  exactement  par  des 
fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce;  elles 
offrent  ainsi  une  application  Importante  de  ces  fonctions,  soit  pour 
conduire  à  des  théorèmes  nouveaux  sur  Tattracllon  des  ellipsoïdes 
soit  pour  faire  connaître  avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra 
les  valeurs  des  forces,  dans  les  cas,  rares  à  la  vérité,  où  elles  ne 
peuvent  être  exprln)ées  par  des  séries  suffisamment  convergentes^ 

Formules  pour  la  solpition  générale  du  problème. 

279.  Soient  f^  g^  h  les  trois  coordonnées  du  point  attiré  S 
soient  X,  jTj  ^  celles  d'une  molécule  quelconque  d^  du  cpr^f 
attirant ^  et  r  s^  distance  au  polal  S,  ensorte  qu'on  ait 

L'attraction  que  la  molécule  dM  exerce  sur  le  point  S  est  expri-^ 
mée  par— -•  elle  se  décompose  en  trois  forces  parallèles  aux  axe$ 
des  coordonnées,  lesquelles  sont 

(/—  x)dM     (g  —  y)dM     ik  —  z)dM^ 

si  donc  on  désigne,  par  A,  B,  C,  les  attractions  totales  exercées  dans 

le 
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leseos  des  coordonnée  x^j,  z,  respecilvement ,  on  aura 

B  =/£^  rfM, 
C  =/^  rfM, 

ces  intégrales  étant  étendues  à  toutes  les  molécules  du  corps  attirant. 

280.  Supposons  le  corps  homogène,  et  soit  sa  densité  =^  i ,  on 
pourra  &ire^M=^^^z,  et  alors  on  aura 

A  =  ff]-^  dxdjdz  ; 

les  deux  autres  forces  seront  semblablement  exprimées;  mais  il  suf- 
fira de  nous  occuper  de  la  force  A. 

Il  est  facile  d  abord  d'exécuter  l'intégration  par  rapport  à  x;  car, 
puisqu'en  regardant  x  seule  comme  variable,  on  a  rdr=: — (f—x)dxy 

■i — j—ûtr= /——=-+  const.  Soient  donc 

To  et  r.  les  deux  valeurs  de  r  qui  répondent  aux  deux  limites  de  l'In*- 
tégrale ,  c'e^t-à-dire  aux  deux  points  de  la  surface  du  solide  qui 
$ont  situés  sur  une.méme  parallèle  à  Taxe  des  x^  on  aura 

A  =//4Ka,  (i  -  i> 

281.  Supposons  que  le  corps  attifant  soit  un  ellipsoïde  dont  la 
surfisice  ait  pour  équation 

i)  faudra  tirer  la  valeur  de  x  de  cette  équation,  puis  la  substituer 
dans  les  valeurs  de  r.  et  r^ ,  lesquelles  sont 

r^  =v^[(/-  ^y  4-  (g  -jy  +  {h-  zy-]  i 

alors  il  ne  s'agira  plus  que  d'exécuter  les  deux  intégrations  par  rap- 
port à^  et  a  ;8,  dans  toute  l'étendue  de  l'ellipsoïde.  Mais  ces  inté- 

65 
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grations  ne  peuvent  être  effectuées,  ni  l'une  ni  l'autre ,  par  les  mé* 
tbodes  connues,  et  il  faut  recourir  à  d'autres  moyens,  pour  achever 
la  solution  du  problème ,  ou  du  moins  pour  la  ramener  aux  simples 
quadratures. 

Comparaison  des  forces  exercées  dans  le  même  sens  par  deux  ellip'* 
soldes^  dont  Vun  agit  sur  un  point  extérieur^  et  l'autre  sur  un  point 
intérieur  correspondant  * 

282.  Jusqu'ici  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  position! 
du  point  S.  Il  convient  maintenant  de  distinguer  deux  cas;  celui  où 
le  point  attiré  S  est  situé  dans  l'intérieur  ou  sur  la  surface  de  Tel-^ 
lipsoïdeM,  et  celui  où  il  est  situé  hors  de  cet  ellipsoïde.  Le  premier 

cas  suppose  qu'on  a^H-%  +  —  •<  oussi;etle  second  qu'on  a 
'^+^  +  -i>  i*Ce  dernier  cas  étant  le  plus  difficile,   on  aura 

<»  6  y  *  ^ 

fait  un  grand  pas  vers  la  solution  du  problème,  si  on  parvient  à  le 
ramener  au  premier. 

Pour  cet  effet,  considérons  un  second  ellipsoïde  M',  dans  lequel- 
les  quantités  analogues  à  ^jGyyjXyjry:^  soient  désignées  par 
les  mêmes  lettres  accentuées;  supposons  que  cet  ellipsoïde,  dont  la 
densité  est  encore  =  i ,  exerce  son  attraction  sur  un  nouveau  point 
S'  déterminé  parles  trois  coordonnées y^,g^',  h.  Ces  deux  ellipsoïdes 
sont  d'ailleurs  concentriques,  et  les  axes  désignés  semblablement 
ont  la  même  direction. 

Si  l'on  désigne  par  p,  et  p«  les  quantités  analogues  à  r^  et  r»,  oa 
aura  semblablement 

A'  =  fflyM  (1-2.), 

I 

A'  étant  l'attraction  exercée  dans  le  sens  des  x,  sur  le  point  S',  par 
l'ellipsoïde  M'. 

383.  Faisons  maintenant  ensorte  que  les  quantités  pt  et  r^  soient 
égales  dans  les  deux  solides,  il  s'ensuivra  que  p,  et  /-o  doivent  être 
aussi  égales  entre  elles,  et  cette  circonstance  permettra  de  trouver, 
d'une  manière  très-simple ,  le  rapport  des  quantités  A  et  A\ 
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Puisque  nous  avons  à  la  fois 

p.  =  »/[(/-  x')«  +  (^  -/)•  +  (A'  -  2')*]  , 

pour  rendre  ces  expressions  identiques^  faisons  d abord 

fjc  —fx\  gjr  =  gy\  hz  =  AV, 

ou^  ce  qui  revient  au  méme^  prenons  trois  indéterminées  A>^/<(^  f^ 
au  moyen  desquelles  on  ait  simultanément  ^ 

les  trois  conditions  dont  il  s'agit  seront  satisfaites,  et  il  restera  à 
satisfaire  à  l'équation 

yk  _|_^»  +  A»  4-  ar*  +7»  4-  a*  =/*  +5^*  H-  A'*  +  J:?'*  +/*  +  «'*. 

■ 

Substituant  dans  celFe-ci  les  valeurs  de^^,  g' y  h\  en  y,  g^  A,  et 
celles  de  x'y  j\  z\  en  Xy  jr^  z,  on  aura  Téqualioa 

(A--.i)x-+(A»*-i)y+0*-i>*=Ç  (v-0  +  ^  (/•*-!)  +  ^  0*-0  ; 

laquelle  doit  s'accorder  avec  l'équation  de  Fellipsoide  donné.  ••/ 
—  +-^  +  —  £=  1.  Pour  cela  «oit  A* —  i  =5  — ,  il  faudra  qu'on  ait 

u*  —  1  =  ay  ,  f*  —  I  =  -j ,  et  on  aura ,  pour  déterminer  Ç ,  Féqua tîoa 


Nous  avons  supposé  que  le  point  attiré  S  était  situé  hors  de  Tel- 

.     •  f*        ff*        A* 

lipsoïde  M,  et  qu'ainsi  on  a-'—  -+-  5^  +•  —>  i  ;  de  là  on  voit  qu'en 

faisant  successivement^  =  0  ei  ^  =  00^  dans  la  fonction  qui  forme 
le  premier  membre  de  l'équation  (a),  cette  fonction  devient  >ï 
dans  le  premier  cas,  et  =0  dans  le' second  cas.  Donc  il  y  a  une 
valeur  réelle  et  positive  de  ^  qui  satisfait  à  l'équation  (a);  et  comme 
d'ailleurs  le  premier  membre  décroît  continuellement  à  mesure 
que  Ç  augmente,  depuis  ^=0  jusqu'à  Ç=:co,  il  s'ensuit  que  celte 
équation  n'a  qu'une  racine  réelle. 


5i6  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL, 

284*  Connaissant  la  valeur  de  ^^  on  aura  celles  de  ^>  A^»  ^9  p^t: 
les  équations  A*=  i  +  -^ ,  At»=  i  +  ^ ,  i^»  =  1  +  .  ;  ensuite  le 
point  S'  sera  déterminé  par  les  coordonnées 

/'={,      ^=€,      »'=î.. 

:r'  v'  2Î       • 

De  plus,  puisqu'on  a  X3=— ,^  =  ^,  0=:  — ;sî  Ton  substitue  ce^ 
valeurs  dans  Téquatlon  de  Tellipsoïde  donné  M  ^  on  aura 


•i.  ii-_  -L  ss  I  • 


c'est  Téqualion  du  second  ellipsoïde  M',  dont  les  demi-axes  sont 
tt\  €\  y'-,  on  aura  donc 

De  ces  équations  on  tire 

«'•-«•=:e,   c'^-c'^ae,   y*->*=?; 

donc  on  a  aussi 

d'où  Ton  voit  que  les  deux  ellipsoïdes  dont  il  s'agit  se  correspondent 
de  t€||le  sorte^  que  les  sections  principales  situées  dans  le  m^meplanr 
sont  décrites  des  mêmes  foyers. 

Remarquons  maintenant  que  puisqu'on  a  a'*=:a*4-Ç,  €'*=:^*+f^ 
3^'*=>'*4-f,  l'équation  (a)  donne 


cl  qu'ainsi  le    point  S,  dont  les   coordonnées  sont  /,  g,  h,  esf 
situé  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  M'. 

Réciproquement^  puisqu'on  a  aussi  l'équation 

^  -r  c*  -t- ...  —  I , 


M»  fc 
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îl  s^ensuît  que  le  point  S',  dont  les  coordonnées  sont  f,  g\  h!^ 
est  silué  sur  la  surface  de  Tellipsoïde  M. 

Ces  deux  points  S  et  S'  se  correspondent  mutuellement  de  telld 
sorte  ^  qu'on  a 

/:/'  ::  a'  :  a,     g  :  g'  ::  C'  :  g,     h\h!  ::  y  :  >, 

c^est-à-dire  que  lés  coordonnées  homologues ,  ou  parallèles  à  un 
même  axe^  divisent  proportionnellement  les  axes  sur  lesquels  elles 
sont  situées. 

:28a.  Ayant  fait  voir  quW  a  généralement  f^:=:riy  et  par  une 

suite  nécessaire  f^z=r^;  d  Ton  observe  d'ailleurs  que  les  équation^ 

y  z^^fjij'y    z'=  vz    donnent  dy^=/jLdjr^  dz':=z  vdzy  et  par  conséquent 

dfdz'z=^fiydydz-=^-^djdz^  on  en  conclura  que  les  forces  A  et  A^ 

sont  ainsi  exprimées^ 

et  comme  ces  intégrales  sont  prises  de  part  et  d'autre  entre  leà 
mêmes  limites .  il  s'ensuit  qu'on  a 

A  :  A'  ::  ^y  :  &y\ 

c'est-a-dire  que  les  attractions  A  et  A^^  dans  le  sens  des  demi-axes 
a  et  ad  sont  entr'elles  comme  les  produits  &y  ^  Q!y*  des  deut  autres 
demi-axes. 
On  aurait  donc  semblablement 

B  :  B'  ::  <iy  :  ct'>', 

Kjk   \  Vu     \\    â(b    l  CL  G  i 

Ainsi  étant  proposé  de  déterminer  l'attraction  d*un  ellipsoïde  M 
sur  un  point  S  silué  hors  dece  solide^  on  imaginera  un  second  el- 
lipsoïde M'^  dont  la  surface  passe  par  le  point  donné  S^  et  dont 
les  sections  principales  soient  situées  dans  les  mêmes  plans  et  dé-» 
Crites  des  mêmes  foyers  que  les  sections  correspondantes  de 
l'ellipsoïde    donné ,    conditions    qui    suffisent    pour    déterminer 
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• 

entièrement  la  grandeur  et  la  position  des  axes  a\  &y  y  du  se- 
cond ellipsoïde*,  on  prendra  ensuite  sur  la  surface  de  Tellipsoïde 
donné  M  un  point  S'^  de  manière  que  chaque  coordonnée  du 
point  S'  soit  à  la  coordonnée  correspondante  du  point  S  y  dans  le 
même  rapport  que  les.  demi^^axes  des  ellipsoïdes  M  et  M'^  situés 
dans  la  direction  de  ces  coordonnées.  Cela  posé ,  si  on  désigne  par 
A',  B'y  C^  les  trois  forces  parallèles  aux  axes  des  coordonnées  qui 
résultent  de  Fattractic/h  de  Fellipsoïde  M'  sur  le  point  intérieur  S'^ 
et  par  A,  B^  C  les  forces  exercées  semblablement  par  Tellipsoîde  M 
surJe  point  extérieurs,  on  aura,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré, 

A ^  kt       11 *y  R/       r ^^  r' 

b^y  '  4  7  *• 

On  voit  donc  que  le  second  cas  du  problème  général  y  regardé  jus* 
qu'à  préfient  comme  sujet  à  de  grandes  difficultés,  se  ramène  im- 
médiatement au  premier  cas,  où  il  s'agit  de  déterminer  l'attraction 
d'un  ellipsoïde  donné  sur  un  point  intérieur  quelconque  :  or,  on 
sait  que  ce  premier  cas  a  été  résolu  il  y  a  long-temps  avec  beau- 
coup de  simplicité  et  d'élégance,  et  il  ne  nous  reste  qu'à  exposer 
celte  solution  pour  compléter  entièrement  la  théorie  de  l'attractioa 
des  ellipsoïdes  homogènes. 

Solution  du  cas  où   le  point   attiré  est  situé  dans    Vintérieur   de 

t ellipsoïde  ou  à  sa  surface^ 

!i86.  Soit  toujours  M  l'ellipsoïde  donné,  kotïl  k  suri&ce  a  pour 
équation 

et  soit  S  le  point  attiré,  dont  les  coordonnées  sont  f,  g  y  h;  ce 
point  est  maintenant  situé  dans  l'intérieur  de  relUpsoïde ^  de  sorte 
qu'on  a  > 

/**       ff*       A* 

Soit  dM.  une  molécule  quelconque  du  corps  attirant^  le  lieu  de  cette 
QQoléçule  sera  déterminé  en  général  par  les  trois  coordonnées  r^c- 


k  . 


-  -  •— -     -^ 


JMi  fci  ■  ■'!  ■  ti^Êm^^jg^tg^^ga^^mgm^mmm 
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ikn§\es  wc  y  y  f  z^  prises  dans  le  sens  des  demi-axes  a  y  C,  y;  mais 
il  confient  d'exprimer  ces  coordonnées  par  d'antres  variables. 

Soit  R  la  distance  de  la  molécnle  au  point  S  ;  soit  p  Tangle  que 
fait  la  droite  R  avec  la  parallèle  a  Taxe  des^r,  menée  parle  point  * 
S  ;  soit  enfin  ç  Fangle  que  fait  le  plan  de  ces  deux  droites  avec  le 
plan  des  oCyj-,  Si  l'origine  des  coordonnées  était  au  point  S^  le  lieu 
de  la  molécule  dM.  serait  déterminé  par  les  valeurs  x:=s:Kcosp y 
jr:z=:Ksinpcos(]f  y  z=:R  sin/7  sin  ^  ;  mais  comme  on  doit  supposer 
^  que  roriglne  des  coordonnées  est  placée  au  centre  de  l'ellipsoïde  ^ 
on  aura 

-r  :^=/  +  R  cos py 
y  z=z  g  -^  K  sia  p  cos  q  y 
j5  =  A  -f-  R  sin  p  sin  q. 

Concevons  maintenant  que  la  molécule  iIM  prenne  la  forme  d'un 

parallélépipède  rectangle  dont  les  côtés  relatifs  aux  variations  des 

quantités  R^/'^  qy  sont  dK,  Kdp  y  'Rdqsinpy  puisqu'on  suppose 

la  densité  =  i  ^  on  pourra  faire  dMz=z'R*dKdpdq  sin  p.  .Donc^  Tat-^ 

traction   de  la  molécule  dM.  sur   le  point  S  sera   exprimée  par 

dKdpdq  sin^  ;  et  les  trois  forces  qui  en  résultent,  suivant  les  axes  des 

Xy  des  jr  et  des  z^  seront  respectivement  dKdpdq  sin/?  cos/? ,. .  •  s 

dRdpdq  sin*  p  cos  q  y  dKdpdq  sin* p  sin  q\  si  donc  on  désigne^  comme 

ci-dessus,  par  A^  B^  G^  les  attractions  totales  parallèlement  à  ces 

axes  y  on  aura 

A  =  Jj(jfdRdpd<jf  sin  p  eus  p  y 

B  =  JJJdRdpdq  sin*/?  cos  q  , 

C  =  fffdKdpdq  sin*/?  sin  q  y 

ces  intégrales  ét^nt  étendues  à  toutes  les  molécules  du  corps  attirante 

^87.  Considérons  d'abord  la  valeur  de  A  :  si  on  effectue  Tinté-* 
gration  par  rapport  à  R,  et  qu'on  agpelle  R'  et  R"  les  deux  valeur^ 
de  R  qui  répondent  aux  deux  points  delà  surface  du  solide,  situés 
sur  la  droite  déterminée  par  les  deux  angles  p  q\  qyOn  aura 

A  =  fJXjM  -^  h!')dpdq  sin  p  cos  p. 

Dans  cette  formule  ^  K'dpdq  sin  p  cos  p  représente  l'attraction  dans 
le  sens  des  Xy  de  la  pyramide  infiniment  aiguë  qui  a  pour  longueur 
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R'^  et  pour  base^  perpendiculaire  à  R',  1  élément  TM*dpdq^ïïpi  de 
même  K"dpdç  sin  p  cos p  représente  Taltraction  dans  le  sens  desa:, 
de  la  pyramide  opposée  à  la  précédente.  Ces  deux  pyramides,  ter- 
minées Tune  et  l'autre  à  la  surface  du  solide,  attirent  évidemment 
le  point  S  en  sens  contraires^  ainsi  nous  ayons  du  prendre  la  diffé-^ 
rence  des  deux  forces  qu  elles  exercent  sur  ce  point.      * 

Maintenant  9  si  dans  l'équation  de  la  surface  —  +'^  +  -;  =  ï  i 

on  substitue  pour  x,^,  z,  leurs  valeurs  en  fonctiopsde  R;/?,  ç^ 
on  aura  l'équation 

cTR^  +  acR  — Ç=^o, 

dans  laquelle  on  a  fait  y  pour  abréger^ 

cT  =  cos*  p  +  ^  sin'  p  cos^  7  +  -;  sin*  p  sîn*  q , 
€  =  fcosp-^-^  g  sinpcosç  + -^hsinpsinqy 

Les  deux  valeurs  de  R  que  donne  cette  équation  ont  été  désignées 
par  R'  et  — *R";  on  aura  donc 


R" 


d*oti  résulte  R' — R"===—  j-  Substituant  cette  valeur  dans  l'exprès* 

sion  de  A,  et  faisant  abstraction  du  signé  dont  toute  l'expression  est 
affectée  y  on  aura 

A  =JJ  -j  dpdq  sin  p  cos  p  ; 

intégrale  qui  doit  être  prise  depuis /?  =  o  jusqu'à  ^=9r,  et  depuît 
y  ==  o  ]  usqu'à  y  =  T. 

588.  Substituant  d'abord  la  valeur  de  #,  on  aura 

,    'itt'h   P pdpdg  »in*  p  cos  p  s\n  a 


co»  p cos g 


or, 
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or,  fobserve  que  lorsque  p  devieul  tt — p  ,  cT  reste  le  rnéme ,  tnaîs 
qu'alors  sin^y^cos^p  change  de  signe.  Donc^  puisque  les  intégrales 
doivent  être  prises  depuis  p=:o  jusqu'à /?=7r,  les  deux  dernières 
parties  de  la  valeur  de  A  se  réduisent  a  zéro^  et  on  a  simplement 

J^  ^  2f  rr. dpdqsmpco$^p 


'A  * 

.4  ^» 


co3*p  -f-  ■—  sin^p  cos*  (/  -j — i  sin*  p  sin*  q 


Par  des  considérations  semblables ,  on  trouyerait  que  les  valeurs 
des  forces  B  et  C  s'expriment  ainsi  : 


B 


a«*er  rr dpdq  sin'  p  cos*  q 

cos*  P  +  ^  sin*  p  cos*  ^  -j — ;  sin*  p  sin*  q 

fl<»*^  rr rfp(i^sîn^psîn*<y 

y*  J  7  ?  i?        '     !       * 

coa*p+  r  sin*  p  cos*  ^-^ — 5  sin*psin*(/ 


389.  Maintenant ,  sans  effectuer  les  deux  intégrations  par  rapport 
sipeiaq^ou  voit  qu'en  faisant  A;=2/X,  la  quantité  X  ne  dépendra 


«*    «» 


que  des  rapports  ^ly  ~i'  Donc  le  point  S  sera  attiré  également  dans 

le  sens  des  a:^  par  tous  les  ellipsoïdes  semblables  et  situés  sembla-^* 
blement^  qui  enveloppent  le  point  S»  U  en  sera  de  même  de  Tat- 
traction  dans  le-sens  des^  et  de  Tattraction  dans  le  sens  des  z;  d'où 
il  suit  que  tous  ces  ellipsoïdes  exerceront  la  même  attraction  abso« 
lue  sur  le  point  S  situé  dans  leur  intérieur. 

Ce  résultat  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  la  couche  solide  com- 
prise entre  deux  quelconques  des  ellipsoïdes  qui  environnent  le 
points^  n'exerce  aucune  attraction  sur  ce  point.  Et  c'est  ce  qu'on 
démontre  aisément  par  une  construction  fondée  sur  les  propriétés 
des  surfaces  du  second  ordre.  . 

290.  La  valeur  A:=:2fXy  où  X  ne  dépend  que  des  deux  quan- 

•      «*    ** 
tilés  -719  -:  9  prouve  encore  que  tous  les  points  situés  dans  un  même 

plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  o:^  sont  également  attirés  par  l'el-»- 
(ipsoïde  dans  le  sens  de  cet  axe ,  et  qu'en  général  l'attraction  pa-^ 
rallèle  a  un  axe^  pour  un  point  quelconque,  est  proportionnelle  à 
ja  coordonaéç  de  ce  point  parallèle  au  uiénae  axe. 
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Soient  donc  A.,  B,^  G«  les  altractions  exercées  par  TelUpsoide  M 
sur  les  points  situés  aux  extrémités  des  demi^axes  et^  ^^  ^  ;  les  al^ 
tractions  exercées  dans  le  sens  des  mêmes  axes  sur  le  point  S  ^ 
auront  pour  valeurs 

Toutes  ces  propriétés  ont  été  démontrées ,  il  y  a  long-tetnps,  par 
Maclaurin;  mais  on  voit  qti'elles se  déduisent  très-simplement  de  nos 
formules  y  avant  même  d  avoir  effectué  les  intégrations. 

2gi.  Revenons  à  l'expression  de  A  trouvée  dans  Fart   :288^  el 
proposons-^nous  d  abord  d'intégrer  la  différentielle 

^2 

cos*p  -f-  sj  sin'p  cos'  fl  +  -^  sin*/>  sin'^ 

•  7 

depuis  ^£=0  jusqu'à  q=:7r.  On  sait  que  dans- ces  limites  on  a  la 
formule  /-r — i — ?  ,  .  ^  =gg— ;  ainsi  nous  aurons •  pour  Tmle-' 
grale  dont  il  s'agit^ 


«* 


*• .      .    a»  ^ 


l/(cos*p  +  ^  8m*p).  ^/(co»■p^ — jsin'/O 

b  y 

jet  la  valeur  de  A  deviendra 


*'         .        -         ^  s.  .         «• 


Cette  dernière  intégrale  doit  être  prise  depuis /7=o  jusqu'à />=  ^t^^ 
xe  qui  revient  à  la  prendre  depuis  /7=  o  jusqu'à  ^=~7r^  et  à  dou'' 
hier  le  résultat.  Soit  donc  cosp=zjCy  et  on  aura 

nouvelle  intégrale  qui  doit  être  prise  depuis  a:=o  jusqu'à  x=rr.- 
Si  dans  cette  expression  on  introduit  la  masse  M  de  l'ellipsaïde  à  la 
place  de  son  volume  \'7rx&yy  on  aura 

.   ZJàf  r a^dx 
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II  est  clair  qu'on  déduira  de  ùette  expression  les  valeurs  des  forcer 
B  et  G  par  une  simple  permutation  de  lettres^  on  aura  ainsi 

p 5Mhr x'^j 

J'observerai  cependant  que  si  on  eût  calculé  directement  les  va- 
leurs de  B  et  C  par  les  formules  de  l'art.  288  ^  en  intégrant  d'abord 
par  rapport  à  ^,  on  aurait  trouvé  ces  valeurs  sous  la  forme  suivante  : 

«(y 

mais  d'ailleurs  il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  diverses  formulés^ 
où  les  intégrales  doivent  toujours  être  prises  depuis  xsso  jusqu'à 
a:  =  I ,  s'accordent  parfaitement  entr'elles. 

392.  Le  problème  étant  ainsi  réduit  aux  quadratures ,  on  achèvera 
la  solution  dans  les  différens  cas  par  les  méthodes  d'approximation 
connues* 

Si  rellipsoîde  est  peu  différent  d'une  sphère ,  ensorte  que  les  quan.. 
tités  ât*— -€*,  cL^'-^y  soient  très -petites  par  rapport  à  a*,  on  fer^ 


MA / C        rdx\/i^  +  i^  ~^m\±^)\  ^ 


V_C*  #»— y* 


•^  zszfjL^  — ; —  =  y  y  et  on  aura 

3Mfr x'dx 

expression  qu'il  est  facile  de  développer  en  suite  convergente. 
Pour  cela^  soit 

(i  — yMX*)"^*(i  —  rx*)""*=  1 4-PV-f-P''x^+P'"x«-h  etc. , 

on  aura 

A  =  ^^^^^(i  +  P'x--|-P"x*4-  etc.) 

Effectuant  rinlégration  entre  les  limites  xs=o,  xs=i  i,  il  viendra 

A  =  ^(i+fP'  +  fF'+|P'"-i-etc.) 
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Quaot  aux  valeurs  des  coefficiens  P',  P",  etc.  y  elles  sont  :  ' 

p'  =  i(^+0, 

etc. 

La  loi  de  ces  expressions  est  facile  à  saisir;  et  on  voit  que  si  ju  et 
f  sont,  comme  on  le  suppose,  des  quantités  très-pelites ,  la  suite 
qui  donne  la  valeur  de.  A  sera  Irès-convergente,  Des  suites  sem« 
blahlcs  exprimeront  les  altraclions  B  et  C  dans  le  sens  des  deux 
autres  axes. 

293.  Si  Ton  ne  veut  pas  avoir  recours  aux  sériés,  ou  si  les  excen- 
tricités des  sections  principales  de  Tellipsoïde  sont  trop  grandes  pour 
que  les  séries  soient  convergentes ,  alors  il  conviendra  d'exprimer 
les  attractions  A,  B,  C,  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  cet  efiet,  il  faut  établir  un  ordre  de  grandeur  entre  les  demi- 
axes  fit,  ê,  y.  Supposons  que  cet  ordre  est  ût,  Ç,  5^,  ensorte  qu'on 
ait  û^<S  et  ê<3/;soit  en  conséquence  &* — (t^=:m^  etj^*-— a*=/i% 
on  aura  d  abord 

_  3M/r od'dx 


'-f. 


*  J  ^(**  +  7n''j:'').j/(«*-}-n*x»)' 


* .         _     .     .  n* 


Soita:s=-tangç  et  c*=  i  — -^^  on  aura  la  transformée 

intégrale  qui  devra  être  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  la^raleur  de  p 
pour  laquelle  on  a  lang^  =  -,  sin^s-,  cos^  =  -. 
De  même^  puisqu'on  a 

g Ë^r x^dlr 


«ta 


SIXIÈME  PARTIE.  SECTION  lïl.  SaS 

SI  l*on  fait  x  =  — — — ~~r—-r ,  on  aura  la  transformée 


^=W. 


19 

(i  — c*siii»* 


intégrale  qui  doit  toujours  être  prise  entre  les  mêmes  limites. 
£nfîn^  si  dans  la  formule 


5Mh  r  cc^dx 


ï  r cc'dx 


on  fait  X  =:  ^^ — v^ ,  on  aura 

71      ' 


p 3MA      r      d^  sin^p 


intégrale  qui  doit  encore  être  prise  entre  les  mêmes  limites  que  les 
précédentes. 

:j94.  De  là  on  voit  que  si  on  fait  A=  \/[\  — c*sîn'^),  et  qu'on 
prenne  les   trois   intégrales  suivantes  y  depuis  ^  =  o   jusqu'à  une 

valeur  de  ^<  i^r,  telle  que  tang^z=-  ,  sîn^  =  -,  cos  cp  =  *  , 

A=J  — ^ — ,    \=zj—-r-,    ^—j—r-j 

* 

les  trois  forces  A^  B^  C  seront  ainsi  exprimées  : 

Les  intégrales  X,  Y  y  Z  se  rapportent  immédiatement  aux  fonc- 
tions elliptiques^  et  d'après  les  formules  données  art  i38^  V'  p.^  on 
trouve 

X=-^[Atangç  — E(^,?>)J, 

=  Tir  [E  (c,  <f)) z       ^  —  ^  F  ('^j  ^)  > 

Z  =  -i-[F(c,(p)-E(c,<p)], 

formules  où  il  faudra  substituer  la  valeur  de  ^  pour  laquelle  on  a 
sin<p^=    ,  cos(p  =  -,  A  = -• 


n 
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Nous  avons  donné  des  méthodes  pour  évaluer  ^  avec  toute  la  prér* 
cision  nécessaire,  les  fonctions  E  et  F^  quels  que  soient  le  mo« 
dule  c  et  lamplitude  ^  ;  ainsi  nous  n'avons  rien  à  ajouter  sur  la 
détermination  absolue  des  quantités  A^  B,  C. 

395.  Mais  comme  les  deux  fonctions  E  et  F  suffisent  pour  ex«^ 
primer  les  trois  quantités  X,  Y^  Z,  on  voit  qu'il  est  possible  d'éli«* 
miner  ces  deux  transcendantes^  et  qu'on  obtiendra  par  ce  moyen 
une  équation  algébrique  entre  X,  Y ^  Z  ;  cette  équation  est 


X+Y+Z=x^ 


n» 


/•     » 


A  COS  p  miy 

On  a  donc  aussi  entre  les  forces  A,  B  ^  C,  cette  équation  algébrique 

A    ,    B     ,    C        3M         , 

équation  qui  ne  parait  pas  avoir  été  remarquée  jusqu^à  présent^  et 
qui  doit  être  regardée  comme  un  théorème  nouveau. 

Au  surplus,  ce  théorème  se  déduirait  imniédiatement  des  exprès* 
sions  en  doubles  intégrales  de  l'art.  288^  lesquelles  donnent 

-2?  H 1-  -^  =;=  :xffdpd(]  sinp  =  27F f  dp  sinp  =  4"^^ 

On  peut  encore  déduire  des  formules  de  l'art.  294  celte  équation 

a^X  +  S»Y  4- >"Z  = /i*F  (c,  (p) , 
d'où  résulte 

7-  +  — +  -F  =  -r^C^>^)> 

équation  digne  de  remarque ,  parce  que  la  fonction  F  est  la  plus 
simple  des  fonctions  elliptiques. 

296.  Les  formules  de  Tattraction  se  simplifient  beaucoup  lors- 
que Tellipsoide  a  deux  axes  égaux ,  ou  lorsqu'il  devient  un  solide 
de  révolution ,  ce  qui  offre  deux  cas  à  distinguer.  >-^ 

Premier  cas.  S'il  s'agit  du  sphéroïde  aplati ,  on  aura  C  =  j^ , 
m  =  n=  j/(^»  —  a» ) ,  é?  =  o,  û  =  1 9  et  les  formules  de  lart.  294 
deviendront 


\ 
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X  =:  Jdp  tang*^  =  tang  (p  —  ç  , 

Y  ==  Z  =^fd(p sîn'^  =  7 (?  —  siti^  cos (p) ; 

^onc  en  faisant  ^  =  0^  S  étant  le  plus  petit  arc  qui  satisfait  a  réqua* 
tion  tango  =  -,  on  aura 

B=^(fl_sinecosô), 
C=^*(8  — sinecosfl> 

Dans  ce  cas  on  peut ,  sans  rien  diminuer  de  la  généralité  de  la  so-^ 
lulion^  faire  A  =  o,  et  par  conséquent  6  =  0^  car  on  peut  prendre 
pour  plan  des  x  eijr  le  méridien  qui  passe  par  le  point  attiré. 

Second  cas.  S'il  s'agit  du  sphéroïde  allongé^  on  aura  ^  =  ât^  c=  i  ^ 
A  =  cos  <p,  ce  qui  donne 

J       cos'^    *  J      cos^ 

effectuant  les  intégrations  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =  0^  et  supposant 
toujours  tang  6  =  -^  on  aura 

.  3  Mf  /  sîn  •       -,        I  +  sîn  fl  \ 

a/1**    \c03^é  o     cos*     /' 

B     =  ?    {    TT    lOg    5—    )f 

c='^[.og(i±iji:')--0 

Substituant  les  valeurs  connues  de  sin  8  et  cos  0,  et  supposant  g^^o^ 
OU  B  =  o^  ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution^  on 
aura 

c=5«»(i»g'-±i;-=), 

formules  ou  Ton  a  /i  =  4/(>'  — *•  a')^ 
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Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  Vellipsoîde. 

297.  Lorsque  le  point  attiré  S  est  situé  hors  de  relHpsoïde,  ses 
trois  coordonnées  y,  g  y  l^^  prises  dans  le  sens  des  demi^axes  0,^  S^ 
y  y  doivent  satisfaire  à  la  condition 


« 


a 


+  F  +  ^>'- 


Cela  posé,  il  faut  d  abord,  suivant  la  théorie  précédente,  déterminer 
la  quantité  ^  d*après  l'équation 

Connaissant  la  valeur  réelle  et  positive  de  0  >  on  aura'  les  demi-» 
axes  a.' ,  C,  y',  du  second  ellipsoïde  M'  par  les  équations 

«'•==«•4-0,     e'*=e'  +  e,     y"=y+^i 

et  Tellipsoïde  M'  passera  par  le  point  donné  S.  On  déterminera  en- 
suite, sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  donné  M,  un  point  S'  corres-* 
pondant  au  point  S,  de  sorte  que  ses  coordonnées  soient 


C 


Y 


Soient  maintenant  A',  B',  C  les  trois  forces,  parallèles  aux  demi- 
axes  a',  &\  y\  qui  résultent  de  l'altraclion  de  l'ellipsoïde  M'  sur  le 
point  intérieur  S'.  Ces  forces  étant  trouvées  par  les  formules  du 
premier  cas ,  on  en  déduira  les  forces  A ,  B,  C,  qu'exerce  l'ellipsoïde 
M  sur  le  point  extérieur  S ,  lesquelles  seront  ainsi  exprimées  : 

A  ——  7T~T  A.  •        15  ï=r  -7-7  15  •        Ku  rrr  —tm"  ^  • 

Or,  on  a  par  les  formules  du  n""  291 , 

^,  3M7/  r x^dx 

donc 
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donc  en  faisant  les  substitutions .  et  observant  qu'on  a  r?  =:  '—^  . 

Q!^  —  a''  =  C*  —  «•,  >'•  —  «'• = 5.»  — .  ot%  on  trouve  pour  les  forces 
cherchées  A,  B,  C,  ces  expressions 

dans  lesquelles  les  intégrales  doivent  toujours  être  prises  depuis 
ar=o  jusqu'à  ar=  !• 

Ces  intégrales  pourront  être  réduites  en  sérjes ,  comme  dans 
Tart.  292^  et  les  séries  seront  d'autant  plus  convergentes,  que  les 
quantités  aL\  €',  y\  qui  dépendent  de  la  distance  du  point  attiré, 
seront  plus  grandes. 

298.  Les  mêmes  intégrales  peuvent  aussi  être  exprimées  en  fonc- 
tions elliptiques  :  pour  cela,  on  supposera,  comme  ci-dessus,  a  <  f 
etf  <><,  ce  qui  donnera  pareillement  a'<ê'  et  Ç! <^yi  puis  fai- 
sant de  même  ff'  — a*=/w',  y\ — A^z^^n^y  i  —  !?L— :c%  et  déter- 
minant Tamplitude  ^  à  sa  dernière  limite  par  les  valeuré  tang^=  ^,, 
sin  9  =  -7  >  cos  ^  =  -r ,  on  aura  d'abord 

ensuite 

X'=^.[Alang(p  — E(c,^)], 

Y' =  jL,  [E(o,  <p)  -  £l!iif  £2i£]  -  1  F(c,  ^)  , 

2.'=^[F(c,<p)-E(c,<p)].' 

39g.  Il  est  très-remarquable  que  les  forces  A,  B ,  C  sont  exprimées 
absolument  de  la  même  manière  en  fonctions  elliptiques,  soit  que 
le  point  attiré  S  soit  situé  au  dedans  de  l'ellipsoïde,  ou  quMl  soit  situé 
au  dehors.  La  seule  difiërence  des  résultats  est  dans  la  valeur  de  9, 
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qui  mesure  Famplitude  des  fonctions  elliptiques  ;  lorsque  le  point  S 

est  situé  au  dedans  de Tellipsoide  ou  sur  sa  surface,  on  a  tangf^zs;  ^  ; 

lorsqu'il  est  situé  au  dehors^  on  a  tang  ^s=  -7^  ^  étant  une  quan* 
tité  qu'on  peut  déduire  immédiatement  de  Téquation 

Le  second  cas^  considéré  analytiquement^  est  même  plus  simple 
que  le  premier,  parce  que  la  valeur  de  (p  est  plus  petite,  et  qu'ainsi 
les  approximations  sont  pins  faciles  à  obtenir.  On  a  d'aillenrs,  comme 
dans  l'art.  296^  les  deux  équations 

h       1^  B  j^  C  ^^^     3M    ^^^    y         /tCy    ^ 


^••+f  +  ¥  =  »F(o,»). 


Enfin  on  doit  observer  que  les  quantités  X^,  Y',Z,  par  lesquelles  s'ex* 
priment  les  forces  A^  B,  C,  ne  dépendent  que  des  deux  seules  don^ 
nées  cetf',  tandis  que  la  question  offre  en  général  six  élémens,  savoir  t 
les  demi-axes  de  Tellipsoïde  a,  C,  y  y  et  les  coordonnées  J*^gy  A  du 
point  attiré;  on  pourrait  donc  déduire  de  là  un  grand  nombre  de 
théorèmes  au  moyen  desquels  Tattraction  d'un  ellipsoïde  donné  ser- 
virait à  déterminer  celle  d'une  infinité  d'autres  ellipsoïdes;  nouvelle 
preuve  de  l'avantage  que  présentent  toujours  les  fonctions  elliptiques 
dans  leurs  applications,  en  exprimant  les  résultats  sous  la  forme  la 
plus  simple  dont  ils  sont  susceptibles. 

3oo.  Les  formules  générales  se  simplifient,  lorsque  l'ellipsoïde 
devient  un  solide  de  révolution ,  ce  qui  offre  deux  cas  à  distinguer. 

Premier  cas.  Si  le  sphéroïde  est  applati ,  on  aura  C^ay,  C*^'<L*:=m*g 
n:=sim,  cissio;  et  comme  on  peut  prendre  pour  plan  des  a?  et  j* 
celui  qui  passe  par  le  point  S,  on  aura  A=so,  de  sorte  que  Téqua^ 
tlon  qui  détermine  a'  sera 

d'où  Ton  lire 


■■u. 


jMtfl 
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Gela  posé^  ayant  déterminé  l'arc  9  par  la  valeur  langdsz:  ^,  les 

deux  forces  A  et  B  auxquelles  se  réduit  Tatlraction  du  sphéroïde  sur 
le  point  S^  seront  ainsi  exprimées  : 

A  =  ?^^Ctang8~e), 
B  =  ^(fl-^sinflcosfl). 

Second  cas.  Si  le  spbéroide  est  allongé ,  on  aura  €^=:ci,  m=:Oy 
y^—^a^zszn*,  c=si;  et  comme  on  pei^  prendre  pour  plan  des  x 
et  z  celui  qui  passe  par  le  point  attiré  S,  on  pourra  £ûre  g:=sOp 
de  sorte  que  Téquation  qui  détermine  àt/  sera 

d'où  l'on  lire 

Cela  posé^  ayant  déterminé  0  par  l'équation  tang  S^-ry  les  deux 

forces  A  et  C  ^  auxquelles  se  réduit  l'attraction  du  8{diéroïde  sur  le 
point  S ,  auront  pour  valeurs 

^  II.  Sur  la  formule  de  la  psge  i56^  première  partie. 

Soi.  Nous  avons  déjà  vérifié  cette  formule  dans  un  cas  particu- 
lier :  nous  allons  maintenant  examiner  si  ^  en  la  considérant  dans 
tonte  sa  généralité,  elle  ofl&e  des  réductions  nouvelles  de  la  fonc*- 
tion  n,  ou  si  elle  nest  qu^une  conséquence  des  formules  déjà 
établies. 

Mettons  y  pour  .plus  d'uniformité,  J72,9r~>2â  etrà  k  place  de 
—  m'.  A;,  1^,  respectiveonent,  el  supposons 

r*  =  I  H-  2Ô cos  29+*'=  (i  +  by{i  — i^'sin'ff), 
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'"""        (i+icosaS)»' 

^^^ ferfeinflAsin^cosy 

*  tang^  —  (i  4.  fccoaaô  —  r*aiii*^)v/(i  —  c»sm»  ^)  ' 

réquation  qu'il  s'agit  de  vérifier  sera 

3o2.  On  remarquera  d'abord  que  le  paramètre  m  peut  se  mettre 
sous  la  forme  m= — i  +  b^sin^/iy  en  faisant  sin jn = ^^Î^IZiJ — 

cosffc  =i=     f^^!° ^ — -.  Cela  posé,  il  faudra  réduire  la  fonction  n(/7i,  c,  ç) 

a  une  nouvelle  fonction  II  (m%  £?%  ç*) ,  au  moyen  des  formules  de  la 
page  119  ;  elles  donnent  une  valeur  positive  de  /7i%  savoir  : 

•  —«       ^  (w  «f-  c*)  .^  coa^^  (i  —  i*8ÎnV) 

et  en  faisant  m*=:coi*y,  on  aura 

co8/*t/(i  — ft^ainV)  c°  ain  afl  V/(  1  —  ft^  sin*  8> 

COt>  —        (TqrjJHS;;         —  i— aain^a-f  i-^ain+d  * 

Soit,  pour  le  module  i%  F(dJ  =  2F  (d),  on  aura,  par  les  formules^ 
de  la  duplication,  pag.  25,  T*  p. , 

tangW.  —  i_asm»6  +  é*»*ain*«  ' 

donc,.€Ot>'=— c*tangfl,,  ou  i=:c*'tang5/tang(7r— ê.).  Cette  équa- 
tion répond  à  Téquation  transcendante 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'équation 

F(A%>)+F«*«=aF(i%fl). 

C'est  ainsi  que  y  peut  se  déduire  directement  de  9,  sans  faire 
usage  de  l'auxiliaire  6»;  d'ailleurs  y  pourra  être  positif  ou  négatif 
à  volonté. 

On  voit  déjà ,  par  ce  résultat,  que  la  formule  dont  il  s'agit  est 
comprise  dans  les  formules  générales  de  l'art.  1 15,  et  qu'ainsi  la  ré- 
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âucdon  entre  les  deux  fonctions  n(/i%  €?%  ^'»),  n(m,  c,  ^),  donnée 
par  réquation  proposée,  n'est  qu'un  corollaire  des  formules  déjà 
connues.  Nous  allons  cependant  poursuivre  le  calcul ,  pour  en  tirer 
quelques  nouveaux  résultats. 

* 

5o5.  On  aura  d'abord  la  transformée 

_^  (i—  b*sm*ft)r  dp» cosy»      /' 
sJf*sin*ft   J  i  +  m'sin*^'  J 

Subslitnafit  Celle  valeur  dans  l'équation  proposée,  exprimant  les 
coefficiens  en  fonctions  de  6 ,  puis  effaçant  les  signes  "  qui  affectent 
m*,  c't  b%  ^%  on  aura  cette  nouvelle  formule  :  , 

nf  -N       (i  —  &'8in<9)  (c*+ &'  eoa<6)  ^  ^  ^. 

n (»,  C,  ^)  =    fr.3to.a8(e«sin49^co.40)    "('">  «»  ^) 

dans  laquelle  il  faut  supposer 

n  3=2  — ^  1  +  **  sin*  9 ,       /»  =  cot*y, 

col  >  —     ^  sin^d  — cos48        * 

tang  V  =a  ^_  ^^  __  6*sm* 0) (csin*^— Acoaf >  '^ 
^^      ^ c  ain  29  sin ^ V/(i  —  &*  ain'  fl)  ^  " 

on  remarquera  d'ailleurs  que  Tare  *  est  <î'îr,  si  tang6>~,  et 
qu'il  croit  indéfiniment  avec  f  ^  si  tang  8  <  ^\ 


5o4*  Cette   équation  peut  se  vérifier  assez  facilement  lorsque 
^  =  j  ^  ;  alors  elle  devient 

tl'(/».  0  =  ■  Wn'.9(c»ahi49-coa^e)    "  (^>  ^> 
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Pour  avoir  la  valeur  de  a^*—- 'i'',  il  £iut  observer  qu'où  a 

or,  de  la  première  on  Ure  taDg2«'=r — ç^s^l^cos^i^^ taugi^' ; 
donc^  2**— 'i'^sso. 

Maiateuant y  puisqu'on  a  /»=5^— i+^sin*6^  m=:col'^^  siToa 
fait 

K(8)  =:^i^  +  (F'c— E"c)F(ô,  fl)  -.  F'cE(i,  fl), 

K(5.)=1:t  +  (F'c.-E"<;)F(*,>)  -FcE(A,>), 
les  formules  des  art.  96  et  101  donneront 

n-(«,  c)  =  sin^yrc  +  '^^  K(y)  ; 

substituant  ces  valeurs   et  exprimant  les  coefficiens  en  fondions 
de  6^  réquation  qu'il  s'agit  de  vérifier  se  réduira  à  celle-ci  : 

dans  laquelle  on  a  fait 

OU  en  réduisant^  M  =  —  ^    c'^+l^co^      ^^^  ^^  *  P*'  ^^  formules 
connues^ 

K(y)— aK(0=— iT+(F'c— Fc)[F(i,y)-.aF(6,e)]  +  Pc[aE(6,0-E(*;y)], 
aF(6,0-F(A,y)=F^ft, 

aE  (i,  0  — E  (i,  y)  =  E»6  +  4»  (ain^^  sîn  1. — »b  y  sîn  8.  )  ; 

donc 

K(y)  — aK(0  =  —  I  »—  (F'c — E'c)  F'4  +  F'cE'A  +  b»skAJiiia^—ûny)  T'c, 
ou  simplement 

K(y)  —  aKj[fl)  =  i'sin9.(sm«fl-^iny)F'c.  ' 
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tout  se  réduit  à  faire  Yoir  qu'on  a 

et  c'est  ee  qu*ou  trouve  immédiatement  par  la  subslitulion  des  va- 
leurs de  sin  y  et  sia  9^  en  fonctions  de  S. 

5o5.  U  résulte  de  ces  calculs  qu'en  prenant  les  modules 

n=—  I  +i*sm»8,  /ns=cot>É=:  ^^i^^ _ ^^,^^.  \  les  deux  fonc- 
tions complètes  W(nyc)yn'{my  c),  ou  simplement  U'n  y  ïl^m,  auront 
entre  elles  cette  relation 

Si  l'on  fait  disparaître  le  coefficient  de  f'c^  le  rapport  des  deux 
fonctions  Tl^n,  II'/tz,  sera  donné  algébriquement,  ce  qui  est  un  ré- 
sultat asse^  remarquable.  Alors  on  a 

cos*^  (  i  +  sin*6)  ,  8\n^é  —  cos*ê 


c* 


BÏaU  (  1  4-  cp««0  ^  »in'<  (  I  +  cos*0 


^i\  $ 


n'n 


et  — -  :i^  I  +  f  tang*:ï8- 


n'm 


Soit,  par  exemple,  sin*8  =  |,  on  aurac*==:|,  «===— -i,  mt=z^  ^ 
ei  21^1^ —  Sj  c'est-à-dire  qu*en  faisant  c^assl,  et  prenant  les 
intégrales  depuis  f  =  o  jusqu'à  ^  =  ^7^,  on  a 


1  -f-Ol 


J  ni.  2?<î  Vinlégjnle  Z«  =  pîi^^^î^  ,  ;5me    ./*;,««  f  =  O 

jusqu^h  f  =  -j  TT. 

'  So6.  Si  Ton  demande  le  temps  de  l'oscillation  d'un  pendule  dand 
une  demi-ellipse  dont  le  grand  axe  est  vertical ,  soit  ce  temps  =  T, 
la  gravité  =  g,  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse i=i  i ,  le  demi-petit  axe 


/ 
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temps  dont  il  s'agit  se  détermine  au  moyen  de  l'intégrale  Z',  prise 

entre  les  limites  ^  =  o,  ^  =  |^. 

Considérons  d'abord  l'intégrale  indéfinie  Z ^J         t/f"în  J\^ — > 
si  on  fait  sin  (f  =/%  on  aura 

Cette  intégrale  peut  se  trouver  en  général  par  la  méthode  indiquée 
pag.  197  de  la  première  partie, 

307.  Pour  cela,  soit  i  +  ^  =/*2,  on  aura 
,+r^^=7/(^  +  VA),     ^^^('4-a^AyaV/^)^ 

De  là  résulte 

^^=^7772 — TTTK  •  TTFTT — TrrT:?!  H 


et  pour  avoir  Z%  il  faudra  intégrer  le  second  membre   depuis 
2  =  I  -{-  ^  jusqu'à  z  =  00. 

Comme  les  deux  parties  de  la  valeur  de  JZ  ne  différent  que  par 
le  signe  de  \/k,  il  suffira  d'en  considérer  une,  savoir  : 

yj, •>&  i4-fe4-zt/^ 

—  ï/(*  +  av/fe)    •   |/[*'-(i  +  /r)^- 

Soit  d'abord  *  +  3v/it  =  w%  on  aura 

Soit  ensuite  u=:i^^,  g*  =  ^'^^f->  et  A=: /(i— c*sin»4)i 

on 


ff . 
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OQ  anra 

r 

L'intégrale  est,  par  les  formules  du  n*  i38  ,  F*  p. , 

Z=-^~^=^F(r,  4)  +  /S.t/(a  +  aA).[Ataiig4  +  iT(c,  4)-ECc,  4)]. 

De  même,  si  ou  fait  z—2^k=u'%  tt'=^^=^,ou  cos4  — p^Er^' 

**  =  ^i^q-3^,  A'=v/(i— .A*5iu*4')»  ^"^  a"ï*«^  Faulre  partie  de 
riutégrale 

2"=:  -p^q^)  FC*>  4^0  -i/ft .  »/(a  +  a*)  [A'tang^' +  c*F  (i,  40  -E(t,  40]- 

3o8.  Au  commencement  de  rintegrale,  où  z^=ii+ky  ou  a 
>|/=:o  et  4^=:o;  à  la  fin  où  z=sco  ,  on  a  \|/:±=^7ret  4''=:7't;  alors 
les  termes  Atang4  et  A'tang4'  deviennent  infinis;  mais  il  est  facile 
de  prévoir  que  ces  infinis  disparaîtront  dans  la  somme  7/  +  Z» 
qui  compose  la  valeur  de  Z'. 

Eu  effet,  laissant  4  ^^  4'  indéterminés,  ou  a 

Donc,  lorsqu'on  fait  z  infini,  la  différence  A tang4*^ A' tang4' se 
réduit  à 

^  et  devient  par  conséquent  nulle. 

On  peut  donc  négliger  les  termes  Atang4>  A'tang4^  dans  la 
somme  Z'+Z",  et  cette  somme,  après  avoir  fait  4=4=  i*^* 
donnera  l'intégrale  cherchée 

^'  =  'y/jf^Tk)  (F''' +F'i  )  +  /5.  l/(ar+  aft)  (WF'c  -c»F'ft-  E'c  +  E'i). 

Ainsi  cette  iotégrale  nô  dépend  qne  des  fonction^  complètes  F'c, 

68 
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E'c,  et  de  leurs  coœplémens  F'*,  E'A.  On  peut  d'ailleurs  la  ré 
à  celle  forme  très-simple 

ou  enfîa 

S  IV.  /?e  l'intégrale  Z«(a)  ^f'-^^  •  ^(,  1^)  ,  /^wa  ifo/wiiV 

a:  =  o  jusquà  j:  =  i . 

509.  Celle  intégrale  sera  connue  pour  toute  valeur  de  ce,  si  ou 
la  connaît  pour  deux  valeurs  particulières  telles  que  eu  =;=—  i  el 
^  ss  ^  I  j  en  effets  on  a  généralement 

■ 

1  —fi* 

Pour  trouver  celles-ci ,  soit  d'abord  x^  =s  -rr—t  i  on  aura  la  Irans- 
formée 

Et  comme  les  Jimites  de  z  sont  les  mêmes  que  celles  de  jcr^  on 
pourra  changer  4s  en  :r,   ce  qui  dQn^era 

ou 

Ces  deux  valeurs  de  Z'(ât)  étant  ccnnparées  enlr'elles^  donnent 

dx 


Z'(-0«i/p^:?5-i<^F-c 


en  faisant  c=:sin45*=\/T* 
Il  ne  reste  plus  à  trouver  que  lintégrale 
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STio.  Pour  cela  soîl  i — x^z=z  -—-y  la  transformée  sera 


559 


mais  dans  les  limites  z 

dz 


o>  ZBoo  ^  on  a 


{:= 


V/a^ 


o 
00 


et 


Z«(i) 


4 


Les  valeurs  de   Z'( — i)  et  Z'(i)  étant  ainsi  trouvées^  on    aura 
rintégrale  cherchée 

La  conséquence  la  plus  simple  qui  résulte  de  celte  formule  est 
celle-ci  : 

et  voici  comment  on  peut  la  démontrer  directement.  Soit 

I  —  a:*  =  x^z^,  la  transformée  sera  —  f  \\1^  a  f   ^^**  z  =3b  m ^2  , 

elle  deviendra  -^/^  "  ^ ,  et  celle-ci  devra  être  prise  entre  les  li- 
mites K  =  o^  u  =  00  ^  ce  qui  donnera  ^  par  les  formules  connues  ^ 
l/a 


,  OUg. 


Sii.  On  peut  obtenir  les  mêmes  résultats  en  ramenant  l'intégrale 
proposée  à  la  forme  ordinaire  des  foncti(Mis  elliptiques.  Soit^^  pour 
cet  efiet^  xz=zco%^y  et  on  aura 

intégrale  qui  devra  être  prise  depuis  ^  =  0  jusqu'à  ^  =  ^7r. 

Or  si,  dans  la  formule  du  n^  46>  T'  p-^  on  ùit  âc=c*^  on  aura  ^ 
dans  les  mêmes  limites , 

/'      1  — c*sin<^  rf^ /^   rf/?  1     îT 


c-p' 


c    a 
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cl  si,  dans  celle  du  n*  5i ,  on  fait  â:= — c%  on  aura  de  même 

/i  —  flain*^  +  c*sin^^  ^^  Ç    dp         ' 

D'ailleurs  qn  a  évidemment 
de  là  on  déduit  immédiatement 

ce  qui  s^accorde  avec  le  résultat  précédent. 

£  V.  Édlaircissemens  sur  un  article  du  Calcul  intégral  ^Euïer. 

3x2.  Dans  le  tome  III  du  Calcul  intégral,  pag.  636,  Euler  a  re- 
marqué que  l'équation  différentielle 

dx  ^(i  +  xx)  +  dx\/(i  +jrjr)  +  njrdx  +  nxdjr  =  0, 
qui  a  pour  intégrale  complète  Féquation  transcendante 

2nxx+x\/{i+xx)+\og[x'+'\/(ï  +  xxy]]^_. 

+/t/0+ja)+iog[>+t/(i+Jj)]J""^  ^'^ 

A  étant  la  constante  arbitraire,  peut  être  aussi  satisfaite  par  Téqua- 
lion  algébrique 

jcx  '^jy  +  2Xjr^(i  +  nn)  =  nn;  (a) 

Si  cette  dernière  intégrale  était  du  nombre  de  celles  qu'on 
appelle  intégrales  particulières  j  elle  devrait  se  trouver  directement 
par  les  règles  propres  à  ce  genre  d'intégrales.  Mais  l'application  de 
ces  règles,  maintenant  bien  connues,  ne  donne  aucune  intégrale  de 
cette  espèce;  il  faut  par  conséquent  que  l'intégrale  (2) y  qui  satisfait 
à  l'équation  différentielle  proposée,  soit  contenue  comme  cas  parti- 
culier dans  l'intégrale  complète  donnée  par  l'équation  (i).  Mais  il 
reste  à  expliquer  comment  une  courbe  algébrique ,  telle  que  celle 
qui  est  représentée  par  l'équation  (2) ,  peut  être  un  cas  particulier 
de  la  courbe  transcendante  représentée  par  l'équation  (1).  C'est  sur 
quoi  le  calcul  suivant  ne  laissera,  rien  à  désirer» 
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5i5.  Soit  a:-}- /(i +arj:)=;>[v/(i-f-^) — f],  p  étant  une 

xiouvelle  variable,  on  aura  y'Çi  •j-xx)—x=:-  [^/(i  +J^)H-J'], 
ce  qui  donnera 

^ = î/»  c/c»  +J7)  —7] — ^  [ï/(»  +J7-)  +y] , 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  aura 

Maintenant  j'observe  que  les  termes j^*  ^^J'V^i^  +•/*)  disparaîtront 
à  la  fois  de  cette  équation  ^  si  Ton  fait 

alors  réquatioa  deviendra 

La  valeur  de  />  qui  résulte  de  l'équation  (3)  est  constante  ^  donc  lar 
valeur  de  A  ,  donnée  par  Téquation  (4)^  sera  aussi  constante;  donc 
en  effet  1  équation  (i),  qui  en  général  est  transcendante^  devient 
algébrique  dans  le  cas  où  la  constante  A  est  telle  que  nous  venons 
de  la  déterminer,  et  elle  se  réduit  à  Téqualion  (2). 

5  Vl.  Démonstration  succincte  d^  une  propriété  générale  de  la  cjfctoïde. 

3i4*  Soit  BMC  une  courbe  quelconque  rec/^/zg^u/aire ^  c'est-à-dire  Fig.  34* 
telle  que  les  tangentes  aux  extrémités  B,  C  soient ,  Tune  parallèle, 
Fautre  perpendiculaire  à  Taxe  ACG;  supposons  qu^on  développe 
Tare  BMC  en  commençant  vers  C ,  et  que  du  développement  naisse 
la  courbe  CPD  comprise  entre  les  parallèles  AC,  BD,  laquelle 
sera  aussi  rectangulaire,  puisque  les  tangentes  en  C  et  D  seront, 
'une  dirigée  suivant  Taxe  AC ,  l'autre  perpendiculaire  à  cet  9xe  ; 
supposons  ensuite  que  la  courbe  DPC  soit  développée  à  son  tour, 
en  commençant  vers  D,  et  ainsi  à  l'infini;  le  développement  d« 
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chaque  courbe  commençant  toujours  où  finit  le  développement  de 
la  précédente;  je  dis  que  par  ces  développemens  successifs  les 
courbes  CD^  DE^  EF^  etc.,  approcheront  de  plus  eu  plus  de  se 
confondre  avec  une  demi-cycloïde  dont  la  base  est  égale  et  pa- 
rallèle à  AB. 

Soient  menées  les  tangentes  successives  MP,  PN,  NQ,  QR,  elc; 
elles  seront  allernalivement  parallèles  et  perpendiculaires  entr 'elles , 
par  la  nature  des  développées. 

Soil  9  l'angle  que  font  les  tangentes  MP,  NQ,  RS,  elc.  avec 
Taxe  AB^  et  soit 

l'arc  CM  =  x,  l'arc  enlier  CMB  =  ^ , 

Tare    CP  =  s ,  l'arc  enlier  CPD  =  * , 

l'arc  EN  =  x\  Tare  enlier  END  =  a\ 

l'arc  EQ  =  z',  l'arc  enûer   EQF  =  h\ 
et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé  9  si  l'on  mène  des  taogenles  infiniment  proches  de  PM ^ 

NP,  QN,  elc,  il  est  clair  qu'on  aura  d^  =1^  =  5^^  =  =:^.,   etc.  ; 

et  puisqu'on  a,  par  la  nalure  des  développées,  MP  =  arcMC^ 
PN  =  arc  DP,  etc.,  il  en  résulte  cette  suite  d'équations  : 

5i5.  La  première  donne  zz=2  fxd^^  intégrale  qui  doit  s'évanouir 
lorsque  6  =  0,  et  qui,  en  faisant  8  s=  ^^x ,  donnera  la  valeur  de  b. 
La  seconde  équation  donne  dx'  z=bd^  —  z(^^  et  on  en  déduit 

X'    =S  bb  —  fSfxS  y 

intégrale  qu'il  faut  toujours  prendre  de  manière  qu'elle  s'évanouisse 
lorsque  fl  =  0;  si  Ton  fait  ensuite  6  =  jTt,  la  valeur  de  x^  devien- 
dra celle  de  a'. 

En  continuant  ce  calcul,  nous  aurons  dz'^=2x'd^y  et  par  conséquent 

2'  =  1 A8*  -^fd^fd^fxd^ , 
ou ,  par  une  notalion  abrégée  , 
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11  n'est  pas  nécessaire  d  entrer  dans  d'autres  détails  pour  Voir  qu  on 
aura  successivement 


jt 


b'- 


b.^ 


a. 3.4 
y"==  A".ô  —  b'.-^^  +  b. 


etc. 


b\t 
a 


b'. 


2.0 

84 


a. 3.4. 5 


Pd^Yxdi, 


a.3.4  +  *'a-:3ixç  -  ^'^'J'^^  ' 


J'observe  maintenant  que  les  intégrales  qui  restent  dans  ces  for-* 
mules  diminuent  continuellement  de  valeur,  et  qu  elles  peuvent  être 
négligées  dans  les  termes  infiniment  éloignés.  En  effet,  comme 
Tare  x  n'est  qu'une  partie  de  Tare  total  a,  il  est  clair  que  les  in-^ 
tégrales  f*d^\fxS^  f^d^fxd^y  f^d^^xd^y  etc.  sont  moindres  que 

les  quantités  ^a,  j^^^,  2X^3X7  ^>  ^^''''  respectivement. 
Mais  la  plus  grande  valeur  de  8  est  {tt;  donc,  à  cause  du  décrois- 
sement  très^rapide  de  la  suite  précédente ,  on  est  en  droit  de  né-^ 
gliger  les  termes  très-'éloignés,  et  Ton  aura  avec  une  exactitude 
^  d'autant  plus  grande ,  que  Tindice  n  sera  plus  grand  : 


ô^ 


fls 


or" 


4— '.fl  —  A"—. 


a. 3 


â.3.4'^ 


etc. , 
etC4 


Appelant  donc  et  l'arc  ^9r,  on  aura 

«t4 


a  a 


«3.4  a.o.4*3*6 


etc. 


5 16.  Il  résulte  delà  que  la  suite  *  +  *>-  +  *>• +*'y+ etc., 
se  confond,  dans  les  termes  très-éloignés ,  avec  la  suite  récurrente 
qui  provient  du  développement  d'une  fraction  dont  le  numérateur 
est  un  polynôme  en  jr  d*un  nombre  fini  de  termes,  et  dont  le  dé- 
nominateur est 


.« 


'- 1^  +  ^3:4^  -  OTsl^' "•"**"•  ' 


544  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

celle  quanlilé  est  la  même   chose  que  cos(et\/f),  el  Ton  sait  que 

cos{ct^j)  résulle  du  produit  des  facteurs 

Donc  le  terme  général  de  la  suite  dont  il  s'agit,  ou  l'expressioa 
générale  de  i"  sera,  en  exceptant  les  premiers  termes  dépendans 
du  numérateur , 

ô«  =  P-|-Q(i)"-t-R(i)"  +  S(i)"  +  etc. 

Donc,  en  supposant  n  fort   grand,   on  aura  i"=P,  c'est-a-dire 
6"  constant;  ainsi  on  peut  faire  A*  =  i*~*  =;:  i"""* ,  etc. 
De  là  il  suit  qu'on  aura 

;3"  =  6"  (  -  —  — =-n  +      et    .  c  à  —  etc.  )  , 
\2         2.3.4        a.o.^.S.b  /' 

ou  z"=:i"  (i  — cosfl).  On  aura  semblablement  ar"=£"sind;  or,' 
ces  deux  équations  appartiennent  à  la  cycloïde,  dans  laquelle  {b' 
est  le  diamètre  du  cercle  générateur;  donc  la  cycloïde  est  le  der- 
nier terme  des  développemens  successifs  d'une  courbe  rectangulaire 
quelconque. 

Celte  proposition  est  due  à  Jean  Bernoulli  :  on  la  trouve  dans  le 
tome  IV  de  ses  (Œuvres,  page  98  ;  mais  Euler  est  le  premier  qui  en 
ait  doiinë  la  démonstration,  dans  les  Noi^i  Comm.  Petrop.j  tom.  X. 
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